2008 年 是 中 国 科 学 技术 大 学 建 校 五 十 周年 .为 了 反映 五 十 年 来 办 学 理 
念 和 特色 ,集中 展示 学 校 教材 建设 的 成 果 , 学 校 决定 组 织 编写 出 版 代表 学 校 
教学 水 平 的 精品 教材 系列 .在 各 方 的 共同 努力 下 , 共 组 织 选 题 281 种 ,经 过 
多 轮 .严格 的 评审 ,最 后 确定 50 种 入 选 精品 教材 系列 . 

1958 年 学 校 成 立 之 时 ,教员 大 部 分 都 来 自 中 国 科学 院 的 各 个 研究 所 ， 
作为 各 个 研究 所 的 科研 人 员 ,他 们 到 学 校 后 保持 了 教学 的 同时 又 作 研 究 的 
传统 .同时 ,根据 “全 院 办 校 ,所 系 结合 ”的 原则 ,科学 院 各 个 研究 所 在 科研 第 
一 线 工 作 的 杰出 科学 家 也 参与 学 校 的 教学 ,为 本 科 生 授课 ,将 最 新 的 科研 成 
果 融 入 到 教学 中 .五 十 年 来 ,外 界 环 境 和 内 在 条 件 都 发 生 了 很 大 变化 ,但 学 
校 以 教学 为 主教 学 与 科研 相 结合 的 方针 没有 变 . 正 因为 坚持 了 科学 与 技术 
相 结合 .理论 与 实践 相 结合 .教学 与 科研 相 结合 的 方针 ,并 形成 了 优良 的 传 
统 , 才 培养 出 了 一 批 又 一 批 高 质量 的 人 才 . 

学 校 非常 重视 基础 课 教 学 和 专业 基础 课 教 学 的 传统 ,也 是 她 特别 成 功 
的 原因 之 一 .当今 社会 ,科技 发 展 突飞猛进 .科技 成 果 日 新 月 异 . 没 有 扎实 的 
基础 知识 ,很 难 在 科学 技术 研究 中 作出 重大 贡献 . 建 校 之 初 ,华罗庚 、 呈 有 
训 、 严 济 站 等 老 一 莫 科 学 家 、 教 育 家 就 身体 力行 ,亲自 为 本 科 生 讲授 基础 课 . 
他 们 以 渊博 的 学 识 、. 精 湛 的 讲课 艺术 .高 尚 的 师 德 . 带 出 一 批 又 一 批 杰 出 的 
年 轻 教 员 ,培养 了 一 届 又 一 届 优 秀 学 生 . 这 次 入 选 校 庆 精 品 教材 的 绝 大 部 分 
是 本 科 生 基础 课 或 专业 基础 课 的 教材 ,其 作者 大 多 直接 或 间接 受到 过 这 些 
老 一 华科 学 家 、 教 育 家 的 教诲 和 影响 ,因此 存 教 材 中 也 贯穿 着 这 些 先 华 的 教 
育 教 学 理念 与 科学 探索 精神 . 

改革 开放 之 初 ,学 校 最 先 选派 青年 骨干 教师 赴 西 方 国家 交流 ,学 习 , 他 


流体 力学 人 人 全 


们 在 带 回 先进 科学 技术 的 同时 ,也 把 西方 先进 的 教育 理念 .教学 方法 、 教 学 
内 容 等 带 回 到 中 国 科 学 技术 大 学 ,并 以 极 大 的 热情 进行 教学 实践 .使 “科学 
与 技术 相 结 合 、 理 论 与 实践 相 结合 .教学 与 科研 相 结合 ” 的 方针 得 到 进一步 
深化 ,取得 了 非常 好 的 效果 ,培养 的 学 生得 到 全 社会 的 认可 .这 些 教学 改革 
影响 深远 ,直到 今天 仍然 受到 学 生 的 欢迎 ,并 辐射 到 其 他 高 校 .在 入 选 的 精 
品 教材 中 ,这 种 理念 与 党 试 也 都 有 充分 的 体现 . 

中 国 科 学 技术 大 学 自 建 校 以 来 就 形成 的 又 一 传统 是 根据 学 生 的 特点 ， 
用 创新 的 精神 编写 教材 . 五 十 年 来 ,进入 我 校 学 习 的 都 是 基础 扎实 、. 学 业 优 
秀 .求知 欲 强 、 筋 于 探索 和 追求 的 学 生 , 针 对 他 们 的 具体 情况 编写 教材 ,才能 
更 加 有 利于 培养 他 们 的 创新 精神 .教师 们 坚持 教学 与 科研 的 结合 ,根据 自己 
的 科研 体会 ,借鉴 目前 国外 相关 专业 有 关 课 程 的 经 验 , 注 意 理论 与 实际 应 用 
的 结合 ,基础 知识 与 最 新 发 展 的 结合 ,课堂 教学 与 课外 实践 的 结合 ,精心 组 
织 材 料 、 认 真 编写 教材 ,使 学 生 在 掌握 扎实 的 理论 基础 的 同时 ,了 解 最 新 的 
研究 方法 ,掌握 实际 应 用 的 技术 . 

这 次 入 选 的 50 种 精品 教材 ,既是 教学 一 线 教师 长 期 教学 积累 的 成 果 ， 
也 是 学 校 五 十 年 教学 传统 的 体现 ,反映 了 中 国 科 学 技术 大 学 的 教学 理念 、 教 
学 特色 和 教学 改革 成 果 . 该 系列 精品 教材 的 出 版 ,既是 向 学 校 50 周年 校庆 
的 献礼 ,也 是 对 那些 在 学 校 发展 历 史 中 留 下 宝贵 财富 的 老 一 代 科 学 家 、 教 育 
家 的 最 好 纪念 . 
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本 书 自 1991 年 出 版 以 来 ,一 直 是 我 校 近 代 力 学 系 本 科 生 的 基本 教材 .为 满足 
市 场 需要 ,期 间 也 曾 重 新 印刷 出 版 .这 次 适 逢 中 国 科 大 建 校 五 十 周年 之 际 ,学 校 出 
版 社 决 定 将 本 书 作 为 精品 教材 之 一 再 次 改写 出 版 .经 若干 修改 后 ,本 书 着 重 突出 了 
如 下 特点 : 

和 第 ] 版 一 样 ,本 书 还 是 首先 充分 论述 和 建立 了 流体 力学 的 基本 概念 .在 此 基 
础 上 ,再 应 用 数学 物理 方法 ,建立 起 各 种 典型 流动 问题 的 简化 数学 模型 .又 经 过 严 
谨 的 数学 求解 和 理论 分 析 , 阅 明了 各 类 流动 的 特征 流动 图 像 和 基本 流动 规律 .并 简 
要 介绍 了 它们 的 应 用 背景 .因此 ,本 书 具 有 理论 物理 和 应 用 数学 类 书籍 的 论述 风 
格 . 它 是 一 本 为 适应 "全国 理科 (力学 ) 人 才 培 养 基 地 ”要 求 而 编写 的 “物理 流体 力 
学 ”类 型 的 教材 . 

根据 近代 流体 力学 的 发 展现 状 ,本 书 在 再 版 时 增补 了 若干 非 定常 流 理论 的 内 
容 , 同时 改写 了 第 10 章 ,包括 增加 了 流动 稳定 性 、 非 线性 动力 学 和 浇 流 高 级 数值 
模拟 等 方面 的 内 容 ,并 适当 介绍 了 近年 来 的 若干 重要 研究 成 果 . 另 外 ,本 版 还 改正 
了 原 书 中 若干 书写 和 印刷 错误 . 

本 书 可 作为 大 学 生 和 研究 生 的 教学 用 书 ,对 广大 的 力学 和 科学 技术 人 员 , 也 是 
一 本 有 用 的 参考 书 . 
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才 培 养 基 


地 关于 流体 力学 的 教学 要 求 而 写 的 ， 


内 容 侧重 于 阐述 流体 力学 的 基本 原理 和 基本 方法 .同时 适当 兼顾 它 在 其 些 重要 领 


域 中 的 应 用 . 


因此 .对 于 许多 其 他 学 书 
的 工程 技术 等 ) 的 大 学 生 、 研 究 生 、 教 师 和 科技 人 员 . 它 


二 (例如 .物理 、 应 所 


数学 、 地球 和 空间 以 及 有 关 
忆 是 一 本 有 用 的 


I 参考 书 . 


近 半 个 世纪 以 来 ,流体 力学 的 内 容 已 大 为 丰富 和 发 展 .一 方面 . 它 的 一 些 重 要 


的 基本 理论 问题 ,例如 黏 性 .压缩 性 


的 作用 机 理 , 在 这 期 间 已 被 逐渐 揭 


方面 . 它 和 其 他 学 科 的 交叉 . 渗 诱 以 及 它 在 许多 工程 .技术 领域 中 的 广泛 点 用 . 世 为 


这 门 十 老 学 科 注 入 了 过 寺 生机 和 新 
由 得 到 反映 .于 是 ,流体 力学 的 教学 
本 书 是 根据 我 们 近年 来 在 中 攻 


新 内 容 .这 种 状况 理所当然 地 要 了 
改革 和 教材 改编 也 就 势 在 必 行 了 . 
科学 技术 大 学 近代 力学 系 使 用 过 


在 学 校 教学 


9 讲义 编写 而 


成 的 .和 以 往 的 教科 书 相 比 .本 书 显著 加 强 了 理性 流动 的 内 容 ,在 体系 的 安排 和 和 氢 
感到 ,原先 的 流体 力学 教材 大 都 注重 于 介绍 一 


述 的 方法 上 ,也 有 相应 的 改变 .我 们 
些 数 学 上 可 以 求解 的 简单 流动 模型 
真实 流动 的 情况 相符 ,或 者 和 真实 
缺陷 :学 生 学 完 流 体力 学 课程 后 , 脑 
的 流动 图 像 , 也 缺乏 对 流动 规律 的 
局 限 性 密切 相关 的 ;但 是 .这 种 状况 
致力 于 解决 这 一 问题 .我 们 编写 本 


新 教材 .数学 当然 是 阐 计 流体 力学 理论 不 可 缺少 的 有 力 工 具 , 但 廊 清 基本 事实 和 


里 解 . 当然 ,出 现 这 个 问 
毕 竞 承 待 改善 .事实 上 ,一 些 中 外 作者 已 经 
BB ,也 是 希望 提供 一 本 能 够 体现 这 种 改革 要 求 的 


' 而 不 强调 其 至 很 少 解释 这 些 简 f 


“模型 是 否 和 


于 形 到 底 相 符 到 何 种 程度 .这 就 容易 造成 这 样 的 


子 里 留 下 的 是 一 堆 数 学 问题 ,而 缺少 生动 真实 


题 是 


和 当时 学 科 发 展 的 
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1 请 


明 物 理 规 律 总 应 当 是 第 一 位 的 事 ,数学 分 析 应 该 为 揭示 流动 的 物理 规律 服务 . 正 是 


基于 这 一 想法 ,本 : 


台 决 定 将 和 性 流 到 


述 ;这 样 做 决 不 意味 着 经 典 的 无 黏 流 理论 已 经 变 得 不 那么 重要 ,相反 是 为 了 使 无 黏 


理论 建立 在 一 种 更 为 坚实 的 理论 基 


石 之 上 . 


E 论 放 在 发 展 得 更 为 完善 的 无 幕 流 理论 之 前 叙 


本 书 假定 读者 已 经 具有 高 等 微 积分 、 矢 量 分 析 、 线 性 代数 、 微 分 方程 和 复 变 函 
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数论 等 基础 数学 知识 ,另外 ,出 于 表述 的 方便 ,我 们 在 必要 时 也 使 用 了 第 卡 儿 张 量 
和 正 交 曲线 坐标 系 .为 了 不 致 因此 造成 读者 阅读 上 的 困难 ,本 书 对 这 两 部 分 数学 内 
容 各 加 了 一 节 简短 的 附录 . 

习题 是 流体 力 学 教材 的 重要 组 成 部 分 ， 本 书 选 编 的 习题 ,一 部 分 是 为 了 加 深 对 
正文 的 理解 和 学 会 理论 的 应 用 ,也 有 一 部 分 是 正文 的 补充 和 延伸 .由 于 题目 难 易 程 
度 不 等 ,我 们 在 较 难 的 习题 前 打上 了 x 号 ,它们 可 作为 选 作 题 . 

按 每 周 四 学 时 估算 ,本 书 内 容 大 体 上 适宜 于 两 个 学 期 的 教学 . 对 于 非 力 学 专业 
的 学 生 , 由 于 总 学 时 数 的 限制 ,对 本 书 内 容 可 作 适 当 节 选 .我 们 在 目次 的 某 些 闻名 
上 打上 了 x 号 ,表示 这 些 内 容 可 以 从 略 , 而 不 会 影响 教材 的 系统 性 和 完整 性 .同时 ， 
本 书 也 可 作为 研究 生 流 体力 学 课程 的 教学 参考 书 . 

编著 者 们 对 童 乘 岗 教授 深 表 谢意 ,他 仔细 审阅 了 本 书 的 全 部 文稿 ,并 提出 了 许 
多 宝贵 意见 ,使 我 们 获 益 匪 浅 . 

由 于 编者 经 验 和 水 平 的 限制 ,本 书 肯定 会 有 若干 不 当 之 处 ,还 请 专家 和 读者 们 
不 吝 批 评 指 教 . 


编著 者 
1990 年 6 月 
于 中 国 科学 技术 大 学 
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1.1 流体 力学 的 研究 对 象 和 研究 方法 


初学 者 对 一 门 新 课程 总 会 提出 一 些 问题 ,对 本 课程 而 言 ,这 些 问题 通常 是 : 什 
么 是 流体 ?什么 是 流体 力学 ?为 什么 要 学 流体 力学 ?怎样 才能 学 好 流体 力学 等 . 确 
实 , 讲 清 这 些 问题 对 于 带 助 学 好 本 谍 程 是 很 有 必要 的 . 现在. 我们 就 对 这 些 问题 作 
如 下 简要 的 说 明 . 


1.1.1 流体 力学 的 研究 对 象 


大 家 知道 ,力学 是 一 门 研究 客观 实体 的 宏观 机 械 运 动 和 力 的 相互 作用 的 物理 
科学 .但 是 ,现代 力学 中 又 有 许多 分 支 学 科 , 它 们 的 研究 对 象 和 研究 方法 互 有 区 别 . 
流体 力学 乃 是 力学 的 重要 分 支 学 科 之 一 . 

物体 的 运动 是 千姿百态 的 ,要 从 纷 终 复 全 的 运动 形态 中 找 出 统一 的 规律 性 , 必 
须 依靠 一 些 抽象 化 的 科学 概念 .力学 上 称 之 为 * 模 卉 化 ”方法 .如 大 家 热 知 的 "一般 


力学 ”. 它 就 是 通过 建立 “质点 "刚体 ”等 模型 ,从 而 研究 力学 的 一 般 规律 .并 且 也 
可 以 解决 某 一 类 客体 的 力学 问题 .但 是 ,仅仅 局 限于 使 用 质点 和 刚体 这 两 类 模型 是 


很 不 够 的 ,许多 客体 的 机 械 运动 就 不 可 能 用 它们 得 到 恰当 的 描述 ,例如 ,工件 的 拉 
厅 弯 扭 .物体 的 撞击 损伤 .波涛 的 测 涌 澎 涯 和 天 气 的 变化 万 干 . 对 于 这 些 运动 .被 考 
察 的 客体 的 各 部 分 之 间 ,存在 着 状态 的 变化 和 相对 的 运动 ,这 些 物体 就 不 应 作为 刚 
体 对 待 ,而 应 看 做 变形 体 . 
流体 就 是 一 种 变形 体 , 是 一 种 具有 流动 性 的 变形 体 . 事实 上 ,流体 和 阐 性 同体 
都 是 变形 体 , 它 们 之 间 的 区 别 只 在 于 当 外 力作 用 时 , 变 撒 的 方式 不 同市 已 .现在 ,我 
。1] 。 
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们 按照 对 外 万 作用 的 响应 方式 , 先 来 对 流体 下 一 个 定义 : 

流体 是 这 样 一 种 变形 体 . 当 对 它 施加 剪 切 外 力 时 .不 论 此 外 力 如 何 之 小 . 它 总 
会 发 生变 形 . 并 且 将 不 断 地 继续 变形 下 去 .这 种 不 断 继续 概 形 的 运动 .就 称 为 流动 . 
所 以 .流体 就 是 在 前 切 外 力作 用 下 会 发 生 流 动 的 物体 . 它 不 能 在 承受 剪 切 力 的 同 
时 .使 自己 保持 静止 状态 . 

顾名思义 ,流体 力学 就 是 研究 流体 的 机 械 运 动 和 力 的 作用 规律 的 科学 . 

国体 对 外 用 的 响应 则 丰收 男 外 一 种 方式 . 当 施 加 一 定 的 外 为 时 , 回 体 也 要 发 后 
变形 ;位 变形 量 达 到 : 定 程度 .其 内 部 的 变形 抗力 就 会 阴 止 同体 继续 变形 . 内 此 , 辣 
体 不 呈现 流动 性 . 

应 当 指 出 .上 面 所 说 的 外 力 着 重 是 指 和 物体 表面 相 切 的 力 , 而 不 是 和 表面 正 交 
的 法 向 力 . 受 到 法 向 外 力 的 作 几 .流体 的 体积 将 可 能 发 生 改 变 ; 在 这 方面 , 它 和 固体 
有 着 相似 的 力学 本性" 即 它 们 都 呈现 体积 和 也 称 之 为 可 压缩 性 . 

这 样 .我 们 就 在 质点 和 刚体 之 外 .引进 了 两 个 新 的 力 : 兰 模 型 ， 流体 和 固体 .它们 
有 着 完全 确定 而 义 开 不 相同 的 力学 特性 .实践 表明 ,和 人 类 生活 关系 密切 的 大 量 物 
质 , 都 呈现 出 流体 或 固体 的 力学 特性 .例如 ,水 .空气 ,酒精 和 许多 油 类 .都 是 典 地 的 
流体 ;而 常温 下 的 钢铁 ,岩石 起 璃 .陶瓷 等 都 是 同体 .因此 ,建立 在 这 黄种 模型 之 上 
的 流体 力学 和 同体 力学 ,有 着 相当 广泛 的 适用 性 . 

但 是 ,不 能 忽视 的 旺 , 流 体 和 同体 的 概念 同样 也 其 有 局 限 性 .不 能 认为 引进 流 
体 和 国体 的 概念 后 ,力学 模型 就 完备 无 缺 了 . 实际 上 就 有 一 些 客体 . 既 不 能 用 流体 
山 不 能 用 同体 米 表 述 它 们 的 力学 性 质 . 比如, 有些 树 胶 和 油漆 .长 期 静 管 后 ,会 呈现 
国体 的 力学 性 态 ; 如 果 咱 以 摇晃 或 搅拌 .就义 显示 出 流动 性 .更 有 甚 者 ,其 些 高 分 子 
聚合 物 竟 辣 时 旦 钢 流体 和 辣 体 双重 力学 特性 . 对 于 这 些 物 质 , 力 学 上 就 只 能 另 提 新 
的 模型 来 描述 它们 了 村 是 也 束 有 末 茜 弹 体 、 笑 塑 体 等 概念 , 出现 了 笑 弹 性 力学 和 
锋 塑 性 力学 等 新 的 变形 体力 学 分 支 


1.1.2 流体 力学 的 学 科 特 点 


下 面 , 让 我 们 把 话题 集中 到 流体 力学 这 方面 来 .再 作 进 一 步 的 说 明 

流体 力学 源远流长 . 它 的 最 早 萌芽 可 以 上 漳 刘 远古 年 代 , 而 共 长 足 发 展 则 和 -上 
业 文明 紧密 关联 .这 里 ,我 们 并 不 打算 详细 介绍 流体 力学 的 发 展 史 , 而 是 要 着 重 说 
盟 它 在 长 期 发 展 中 花 成 的 学 科 特 色 ,以 期 对 读者 学 好 本 课程 有 所 神 益 . 

大 多 数学 将 的 看 法 是 ,现代 流体 力学 既是 一 门 基础 科学 ,同时 又 是 一 门 应 用 科 
学 .首先 ,作为 人 类 认识 自然 界 的 知识 .流体 力学 始终 是 物理 学 不 可 分 割 的 一 个 组 
成 部 分 .事实 上 ,虽然 流体 力学 关心 的 是 流体 机 械 运 动 的 宏观 规律 .但 流体 的 机 械 


第 [| 章 引 论 


运动 却 往 往 和 其 他 形式 的 运动 紧密 地 耦合 在 一 起 ,使 得 流体 力学 和 物理 学 的 其 他 
re ee 


又 共 存 . 再 如 ， 多 种 成 分 的 流体 混合 ， 可 能 工 有 流 司 . Wy 天 反应 ( 如 燃烧 ) , 这 
训 形 成 了 机 械 运动 、 热 运动 和 化 学 运动 三 者 的 看 合 ,化 学 流体 力学 也 就 成 了 流体 力 
学 、 热 力学 和 化 学 动力 学 二 省 结合 的 交叉 学 科 . 男 外 . 当 发 生 离 解 和 电离 的 高 温 气 
体 邦 电 广场 中 运动 时 , 电 袜 过 程 也 会 与 流动 过 程 发 生 寓 合 .这 就 出现 了 电磁 流体 力 
学 . 这 些 情况 表明 ,流体 力学 在 本 质 上 必然 带 有 物理 学 的 一 切 基本 特征 . 

但 是 . 务 方面 .流体 力 尝 又 是 紧 紧 地 随 着 现代 工业 革命 和 技术 革命 而 蓬勃 发 
展 起 来 的 一 门 新 兴 的 应 用 科学 .值得 大 书 特 书 的 是 ,20 由 纪 中 期 航空 和 航天 技术 发 
速 发 展 带 来 的 商 速 空气 动力 学 的 辉煌 成 就 :而 近期 生物 工程 和 年 命 科 学 的 崛起 ,又 
正在 孕育 和 排 动 着 生物 流体 力学 的 突 飞 猫 进 .此 外 ,海洋 、 环 境 、 能 源 等 新 兴 科 学 领 
域 也 都 不 断 地 回流 体力 学 提出 了 新 的 研究 任务 . 现代 流体 力 堂 的 整个 发 展 历 史 表 
明 ,新 技术 革命 曾经 并 将 继续 成 为 流体 力学 发 展 的 强大 动力 ; 同时 , 它 也 给 流体 力 
学 带 来 了 强烈 的 应 用 科学 色彩 . 

了 解 流体 力学 学 科 的 这 种 双重 特色 . 对 于 指导 我 们 学 好 本 课程 具有 重 旧 的 
意义 . 


1.1.3 流体 力学 的 研究 方法 


作为 一 门 物理 科 ' 关 ,流体 力学 的 全 究 当然 包 拓 实验 观测 和 理论 分 析 两 个 方面 ， 
也 束 是 说 ,是 遵循 着 “实践 - 理论 一 再 实践 ”的 认识 路 线 .流体 力学 实验 主要 是 在 
配备 有 各 种 测试 手段 的 专门 实验 设备 ( 风 洞 ,水 洞 \. 水 池 等 ) 上 进行 ;流体 力学 的 理 
论 研 究 则 主要 指 对 于 各 种 流动 规律 的 数学 分 析 , 其 中 包括 数学 解析 和 数值 模拟 两 
种 手段 

目前 , 随 着 大 型 计算 机 的 问 址 和 计算 方法 的 不 断 进 步 ,对 各 种 复杂 流动 进行 直 
接 的 计算 机 模拟 已 你 步 成 为 现实 .现代 技术 在 实验 中 的 应 用 ,也 使 流动 显示 利 测量 
手段 发 生 了 革命 性 的 变化 .这 就 是 说 ,新 技术 革命 已 为 人 们 认识 变幻 神奇 的 流动 所 
界 提 供 了 前 所 未 有 的 优越 条 件 , 进 -一步 深入 揭示 复杂 流动 规律 的 任务 也 就 历史 地 
落 在 当代 流体 力学 工作 者 的 肩 上 了 . 

本 书 是 一 本 介绍 流体 力 党 基础 理论 的 教科 书 . 它 的 任务 在 于 阐述 支配 流体 运 
动 的 各 种 物理 规律 及 其 在 不 同情 况 下 所 表现 出 的 数学 形式 ;并 通过 典型 流动 问题 
的 分 析 , 说 明 如 何 正 确 运用 物理 概念 和 适当 的 数学 工 有 基 , 去 揭示 各 种 特定 条 件 下 流 
动 的 存在 形式 和 它们 的 演变 规律 .所 以 , 它 应 属于 "理论 物理 ”或 “数学 物理 ”类 型 
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的 书 . 基 本 不 涉及 "实验 流体 力学 ”和 “计算 流体 力学 ”的 内 容 .但 是 .这 丝 党 不 车 竺 味 
车 学习 本 课程 可 以 不 去 关心 流动 的 实际 情形 ; 惟 恰 相反 ， 应 当 强 调 的 是 ,流体 力学 
理论 的 内 发 点 和 结论 都 应 符合 物理 事实 .因而 :学习 理 论 流体 力学 应 当 采 取 理 论 和 
实际 统一 的 态度 . 贯穿 于 本 课程 始终 的 一 条 基本 思考 路 线 是 :我 们 研究 的 舱 实 流动 
情形 如 何 ?制约 这 种 流动 的 物理 规律 是 什么 ?这 些 规律 采用 用 何 种 数学 形 工 ， 凤 何 种 
启程 和 何 种 边 愉 条 件 来 体现 ?如 何 根据 现实 条 件 去 化 简 数 学 问题 并 求 出 解答 ?数学 
结果 是 向 正确 反映 物理 事实 ? 误 益 多 大 ?产生 误差 的 原因 何在 等 .我 们 只 有 遵循 这 
条 路 线 .把 这 些 问 题 确实 弄 清楚 了 .才能 说 鼻 正 履 得 了 流体 力学 理论 . 这 就 是 学 习 
本 课程 必须 坚持 的 正确 方法 . 


1.2 ”物质 结构 和 连续 介质 假设 


物质 的 宏观 力学 性 质 ,是 由 其 微观 结构 的 形式 决定 的 .固体 液体. 气体 和 等 离 
广 体 是 和 白 然 界 中 物质 的 四 种 聚集 形态 .它们 之 问 在 宏观 物理 性 奈 方 面 ,有 着 许多 重 
大 的 差别 .不 过 ， 大 仅 就 力学 性 奈 而 译 : 后 二 种 状态 却 是 基本 相同 的 . 叭 有 固体 表现 
中 -一 种 性 质 . 从 根本 十 说 .这 种 差异 力 是 出 于 物质 的 分 子 热 运动 状态 和 分 子 之 问 
的 相 开 作用 存在 着 不 同 的 情形 . 

我 们 知道 . 任何 和 质 都 不 是 连续 体 .而 是 由 处 于 分 离 状 态 的 大 量 粒子 所 组 成 ; 
说 得 更 准确 一 点 ,是 由 许多 为 粒子 所 占据 因而 质量 密度 很 高 的 小 区 域 ,和 处 于 粒子 
之 间 的 凡 度 大 得 多 但 质量 密度 近 于 零 的 区 域 所 构成 . 这 种 质量 很 集中 的 粒子 称 做 
原子 和 分 子 . 它 们 之 间 存 在 相互 作用 力 .物质 呈现 一定 的 宏观 状态 .万 是 处 于 某 种 
平均 能 量 水 平 的 大 基 分 子 .在 分 子 力 制约 下 所 采 肥 的 排列 方式 和 运动 方式 的 安 观 
表现 . 

原子 和 分 子 的 相手 作 用 力 , 有 着 复杂 的 形成 机 理 . 大 体 说 来 .它们 可 以 是 粒子 
出 离 后 产生 的 库仑 (Columb) 力 . 也 可 以 是 几 个 粒子 共 价 产生 的 结 伟力, 还 有 原 了 于 
或 分 子 极 化 产生 的 范 德 据 尔 斯 (van der Waals) 力 . 不 管 分 子 力 有 着 怎样 不 同 的 米 
由 .分开 力 的 大 小 \ 随 分 子 间 距离 的 变化 总 是 服从 大 致 相 癌 的 规律 .以 两 个 分 于 相 厨 
作用 这 和 博 形 而 论 , 情 形 是 这 样 的 ; 当 分 子 癌 的 距离 较 大 时 (例如 qd 
10 ”em) .分 于 相互 作用 力 表现 为 一 种 弱 吸 引力 .然后 . 随 着 CR 这 种 
吸 ， 引 帮 过 源 博 强 .并 所 在 某 个 距离 值 下 达到 最 大 值 .此 后 ,分 子 吸 引力 就 会 随 距 岗 
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变 小 , 直到 在 一 个 临界 距离 du 
,分 子 引 力 消失 . 当 d < d 后 .分 子 力 
条 于 吸引 力 变 为 排斥 力 .其 值 随 d 
值 减 小 而 急剧 上 上升. 上述 整 个 变化 过 程 
可 以 用 一 条 曲线 米 表 示 ( 见 图 1.1). 对 于 
简单 的 分 - 子 , ds 值 大 约 为 3X10 一 4 
10 “cm. 在 分 子 距 离 d 一 du 时 ,分 子 力 
表现 为 强 相互 作用 ;而 当 4 写 do 时 ,分 
子 力 则 为 弱 相 互 作用 .此 时 ,只 要 分 子 的 
平均 动能 足够 大 .单个 分 子 就 能 克服 邻 吸力 
近 分 子 的 吸引 力 而 处 于 一 种 自由 运动 状 图 1.1 两 分 子 作 用 力 随 距 离 的 变化 
态 . 在 偶尔 的 场合 下 ,高 能 量 分 子 也 可 能 
运动 到 和 其 他 分 子 十 分 靠近 .出 现 分 子 间 短暂 的 强 相互 作 几 ,我 们 把 这 种 偶然 出 现 
的 强 相 自作 用 过 程 克 为 碰撞 . 因此 ,对 于 分 子 热 运 动 平均 能 其 高 的 物质 .在 分 子 碰 
撞 以 外 的 绝 大 部 分 时 间 ,分 子 间 只 有 弱 相 互 作用 ,可 以 认为 分 子 都 处 在 自由 状态 ， 
大 量 分 子 的 自 出 运动 就 虹 现 出 高 度 混 乱 的 情景 .这 种 安 观 状态 称 做 气体 . 
和 气体 截然 不 同 的 状态 是 固体 . 相对 而 言 , 癌 体 分 子 的 热 运动 是 处 于 低能 量 状 


态 , 每 个 分 子 的 运动 受到 分 子 问 作用 力 的 强大 束缚 .因而 只 能 周 绕 着 一 个 固定 位 置 
振动 . 典型 的 问 体 是 晶体 . 晶体 的 分 子 或 原子 在 相当 大 的 光 国内 (个 避 ， FT 舰 则 
整齐 的 排列 ,这 种 物质 结构 称 为 “长程 有 序 ”. 由 于 大 量 [分 地 整齐 排列 并 处 于 强 相互 


作用 之 下 ,这 种 结构 有 很 强 的 保持 能 力 ,宏观 上 表现 出 很 大 的 刚度 . 这 就 是 问 体 的 
此 卉 特征 .还 有 另 一 类 不 典型 的 同体 .例如 玻璃 , 称 为 非 晶 态 固体 或 无 定形 固体 , 其 
原子 或 分 子 的 排列 表现 为 “短程 有 序 ” 和 “上 长程 无 序 ”. 这 类 物质 分 子 的 排列 方式 和 
下 面 即 将 谈 旬 的 液体 很 接近 ,不 同 点 只 是 非 唱 态 固 体 在 常温 下 仍 县 有 阻止 物体 继 
续 变形 的 极 大 抗力 ,因而 可 以 看 成 是 黏度 极 高 的 * 过 冷 液 体 ” 非 蝇 态 癌 体 的 黏 性 系 
数值 高 达 天 文 数字 ,从 力学 的 角度 看 ,把 它们 归 为 流体 很 不 实际 , 故 通 常 仍旧 作为 
国体 对 待 ， 

就 物质 的 分 子 结构 而 言 ,液体 比 气 体 和 同体 都 要 复杂 ， 和 研究 工作 也 下 展 得 不 饮 
充分 .从 简单 的 宏观 测量 就 能 知道 ,液体 分 子 排列 的 紧密 程度 和 同体 并 没有 多 大 的 
差别 .因为 问 体 融 ( 燃 ) 化 成 液体 后 ,密度 一 般 只 有 本 分 之 儿 的 和 化 .可 见 液体 分 子 
之 间 亦 有 强 相 互 作用 .但 在 宏观 行为 上 ,液体 却 像 气体 一 样 具 有 流动 性 ,而 不 能 保 
持 周 定 的 形状 . 因而 ,在 力学 上 液体 和 气体 同 归 属 于 流体 的 范畴 . 这 种 了 巴 盾 的 现象 
究竟 是 怎么 一 回 事 呢 ?下 面 对 此 作 一 些 简单 的 说 明 . 


全 
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旬 蝇 前 为 小, 用 以 揭示 液体 分 子 结构 的 各 种 物理 实验 (如 中 子 衍射 .电阻 测量 
等 ) ,都 支持 这 样 一 种 看 法 :液体 分 子 的 排列 也 是 有 -… 定 结构 的 ,但 在 成 整齐 排列 的 
是 子 群 中 .分 子 数 要 比 同 体 晶 粒 中 的 分 子 数 少 得 多 . 这 种 情况 称 为 "短程 
序 ”. 实 验 表 明 . 在 物质 分 子 作 规则 排列 的 晤 谷中 某 些 位 置 上 会 出 现 空缺 . 晶体 
下 当 让 的 数量 嘎 潜 度 罗 刀 高 市 增加 ;但 只 要 空缺 还 孤立 地 存在 着 ,物体 在 宏观 上 
就 仍然 保持 品 体 的 形态 .- : 口 温 度 升 高 到 一 定 程度 时 ,晶体 中 大 量 存在 的 空缺 就 会 
合并 .从 而 形成 若干 个 空缺 合成 的 "洞穴 ”这 种 洞穴 使 一 些 分 子 群 之 间 的 联结 变 得 
大 为 丛 散 了 ,虽然 在 每 个 分 子 群 内 部 分 子 问 的 制约 仍旧 很 强大 . 详 是 由 于 出 现 了 相 
互联 系 松 散 的 大 量 分 子 群 .宏观 上 也 表 钢 出 流动 性 ,这 就 是 液体 . 这 就 容易 理解 为 
什么 液体 的 万 学 特性 类 似 气 体 , 而 其 他 一 些 物 理 特性 却 类 似 问 体 . 
以 上 我 们 说 明了 物体 的 宏观 力学 特性 和 微观 物质 结构 之 问 的 依赖 关系 . 这 是 
否 表 示 , 要 弄 清 物 体 变 形 、 流 动 等 宏观 规律 性 ,一 定 得 从 人 研究 单个 物质 分 子 的 运动 
出 发 ， 把 各 个 分 子 的 运动 情况 掌握 后 才 有 可 能 呢 ? 稍 作 分 析 就 会 明 户 .这 征 既 无 必 
要 也 不 可 能 的 . 设想 一 下 ,即便 使 用 较为 简单 的 经 典 力 学 模 卉 , 给 出 一 个 质点 的 运 
动 也 需要 和 解 一 个 常 微分 方程 :对 于 N 个 粒子 的 质点 系 , 就 要 解 3N 个 常 微分 方程 组 
成 的 方程 组 ,这 里 .N 是 和 阿 伏 加 德 允 (Avogadro) 常数 (6.03 x102 ) 同 量 级 的 正 整 
数 . 解 这 样 庞大 数 日 的 方程 组 , 连 问 初始 条 件 给 定 的 困难 ,不 难 想 绽 ,这 条 路 子 是 恨 
本 无 法 走 通 的 ， 
气体 分 子 动力 论 (kinetic theory of gas) 是 用 质点 动力 学 和 统计 学 相 结合 的 方 
法 来 研究 气体 物质 宏观 力学 和 热力 学 性 质 的 科学 . 这 一 理论 确实 取得 了 很 大 的 成 
就 ,但 是 . 它 日 前 也 只 能 应 用 于 某 些 简单 的 气体 , 远 不 能 解决 范围 十 分 宽广 的 
力学 和 固体 力学 中 的 大 量 问题 . 日 前 ,唯一 能 当 此 重任 的 是 连续 介质 力学 . 通常 所 
说 的 流体 力 守 ， 就 是 指 建立 在 连续 介质 假设 基础 上 的 流体 力学 . 
连续 介质 假设 的 引入 是 基于 这 样 一 种 思想 ;我 们 所 研究 的 对 象 是 物体 的 宏观 
运动 , 即 大 量 分 子 的 平均 行为 , 曾 不 是 单个 分 子 的 个 别 行为 ,因而 可 以 不 太 考 虑 物 
贡 的 分 子 结构 和 单个 分 子 的 运动 细节 .事实 表明 ,物质 的 分 子 结 构 和 分 子 的 热 运 动 
只 对 宏观 运动 存在 间接 的 影响 , 即 只 能 通过 影响 物质 的 热力 学 特性 来 影响 物体 的 
运动 .因此 .和 热力 学 方法 类 似 , 当 我 们 研究 物体 的 变形 .流动 等 宏观 运动 特性 时 ， 
就 可 以 将 物体 作为 一 种 连续 体 对 待 ,而 无 须 计 及 它 的 微观 分 子 结 构 . 这 样 , 首 目 完 娄 
解决 的 问题 就 是 ,应 当 用 怎样 的 方法 去 把 - i 分 子 和 原子 组 成 的 质点 系统 ， 
效 地 ” 代 换 为 一 个 连续 体 . 即 应 如 何 正确 规定 连续 体 的 质量 .动量 .能 量 等 物理 二 在 
空间 的 分 布 . 
现在 ,我 们 先 按 连续 统 数学 的 定义 , 守 出 质量 密度 的 表达 式 
。6 . 
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其 中 8Y 是 在 容 间 一 点 P 近 觉 所 取 的 一 个 微 元 体积 .这 里 ,重要 的 问题 是 存 连 
续 介质 力学 中 如 何 选 取 适 当 大 小 的 8V. 不 难看 出 .如果 我 们 把 8V 到 得 过 小 . 
比如 说 ,相当 于 一 个 分 子 体积 那样 的 大 小 ,那么 就 会 出 现 这 种 情况 :车 8V 中 包 
含 一 个 分 子 ,P 就 是 一 个 很 大 的 值 : 若 8V 中 不 含 任何 粒子 ,Pp 就 为 零 .于 是 ,得 
出 的 2 就 会 是 随 着 P 点 位 置 改 变 而 剧烈 跳跃 的 也 数 .显然 ,对 这 样 的 函数 是 不 
能 应 用 连续 统 数学 的 .因此 ,连续 介质 力学 中 的 微 元 体积 8V 不 是 数学 上 的 无 
限 小 ,而 应 理解 为 "物理 上 的 ”无 限 小 .也 就 是 说 ,该 体积 元 的 线 尺 度 归 比分 子 
的 距离 或 平均 自由 程 大 得 多 ,以 致 8SY 中 仍然 含有 数 利 非常 庞大 的 分 子 群 . 另 
一 方面 ,8V 的 线 信 度 又 要 远 小 于 物体 宏观 性 质 发 和 显著 改变 的 代表 性 尺度 、 
这 才能 使 得 所 定义 的 质量 密度 是 一 个 “局 部 的 量 ”, 可 以 反映 物体 质量 宏观 分 
布 上 的 不 均匀 性 .对 其 他 的 物理 量 也 是 如 此 . 

可 以 这 样 来 选取 合适 的 SY :考察 物体 中 的 任 - :个 问 定 点 P, 在 蘑 个 确定 时 刻 
1, 取 一 系列 空间 区 域 9; 包围 P 点 .使 得 PE 0,.0, 守 0, 14, 开 记 0, 的 体积 ; 
SY，( 见 图 1.2). 若 设 Q2, 中 所 含 物质 的 质量 为 8M, . 则 

pn = SM, /SV, 

定义 了 tf 时 刻 Q, 区 域 中 物体 的 平均 密度 . 于 是 .对 于 一 系列 大 小 不 同 的 0Q, ;就 可 
得 到 一 系列 的 co, ,然后 绘 出 p-8V, 的 变化 曲线 .值得 注意 的 是 .在 这 条 肌 线 上 , 存 
在 一 个 相当 宽 的 86V, 变化 范围 (G6Vi,85V) .0 在 这 个 范围 内 不 随 5V, 的 改变 而 变 
化 ( 见 图 1.3); 而 超出 这 个 范 玮 ,Pp, 随 8V, 或 者 缓慢 变化 (8V， 二 8V0) .或 者 呈 剧 


图 1.2 空间 区 域 序列 的 极限 方式 图 1.3 体积 尺度 对 密度 值 的 影响 


烈 中 跃 (GV < 过 6V1). 前 者 表示 2, 不 代表 一 个 确定 的 局 部 物理 量 ;后 者 表示 0, 不 
。7 。 
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是 一 个 宏观 的 物理 是. 因此 ,为 了 止 确定 义 局 部 的 宏观 密度 P, 我 们 就 应 污 在 P， 不 
随 $YV, 改变 的 财 个 区 间 内 选取 - 个 通 沁 的 3V， 信 作为 物 理 上 的 大限 小 是 8V. 这 
样 构造 成 的 质量 密度 oCP,1) .就 是 一 个 定义 在 空间 和 时 间 四 维 连续 统 上 的 吨 数 ， 
其 他 如 动量 密度 ,能量 密 度 .速度 .温度 等 物理 加 .也 都 可 以 用 同样 的 方法 给 出 . 这 
峰 ,被 看 做 是 连续 介质 的 客体 的 宏观 运动 ,就 可 以 用 上 面 定义 的 物理 量 函 数 来 进 划 行 
数学 描述 . 

除了 上 上 述 唯 像 的 方法 以 外 .也 可 以 使 用 更 为 严格 的 系 综 平 均 法 来 定义 密度 等 宏 
观 物 理 量 .此 时 ,8V 应 当 取 成 是 真正 的 数学 无 限 小 ,而 对 于 给 定 的 点 和 时 间 ,6 就 是 一 
个 随机 变量 . 求 出 这 个 随机 变量 的 统计 平均 值 ,将 得 到 一 个 确定 的 数 ,不 同 点 和 时 间 
的 P 的 全 体 就 是 定义 在 时 空 四 维 连续 统 上 的 密度 分 布 汕 数 .这 两 种 定义 方法 不 同 ,但 
效果 一 样 ,此 处 就 不 再 详 述 了 . 

本 节 所 建立 的 连续 介质 模 而 ,应 当 理 解 为 一 种 近似 的 数学 模型 ,其 正 确 性 要 由 
实践 来 加 以 检验 . 大量 事实 证 明 . 连 续 介 质 力学 在 相当 广泛 的 领域 内 给 出 了 和 实际 
吻合 的 结果 .但 是 ,也 应 当 指 出 .对 于 研究 对 象 的 宏观 尺度 和 物质 结构 的 微观 尺度 
量 级 相当 的 情况 .连续 介质 模型 将 不 再 适用 .例如 , 当 分 析 空 间 飞 行 器 和 高 层 稀薄 
大 气 的 相互 作用 时 :由 二 空气 分 子 的 平均 自由 程 可 以 和 飞行 器 尺度 相当 ,连续 介质 
流体 力学 将 不 青 适 用. 研究 稠密 大 气 中 强 激 波 的 内 部 结构 时 ,也 会 由 于 激 波 厚度 与 
怀 林 分 下 下 站 生 放 拭 全 人 才 和 人 全 意义 .在 上 述 两 个 例子 中 ， 
分 子 运 动 的 微观 行为 对 宏观 运动 都 有 着 直接 的 影响 . 这 时 ,气体 分 了 动力 论 才 是 解 
决 问题 的 正确 方法 . 


1.3 应 力 此 量 


现在 .我 们 来 研究 流体 的 受 力 情形 . 

此 分 析 流 体 的 运动 .不 仅 震 归 了 了 解 它 所 受到 的 外 力 . 契 其 要 知道 它 的 各 部 分 之 
问 的 相 攻 作用 态 . 即 所 谓 内 力 . 内 力 是 … 个 比较 复杂 的 物理 量 . 本 闻 主 要 是 讨论 流 
体内 力 的 分 析 方 法 . 
1.3.1 流体 的 作用 力 

作用 在 流体 上 的 力 有 有 两 种 类 型 
。8 。 


一 种 力 是 外 场 对 流体 的 作用 ,如 地 球 对 流体 的 作用 力 , 电 磁场 对 带电 流体 的 作 
用 力 ( 库 仑 力 和 治 伦 效力 ) 等 .对 于 处 在 一 个 微 元 体内 的 流体 来 说 .这 类 力 的 大 小 和 
流体 的 体积 8V 成 正比 , 故 称 它们 为 体积 力 . 以 上 面 所 举 的 两 种 力 为 例 , 地 球 对 体积 
为 6V 的 流体 的 作 用 力 就 是 cg86V ,其 中 为 流体 的 质量 密度 ,g 为 流体 所 在 处 的 引 
力 强 度 ; 调 电 伐 力 则 写成 po + pCvo x 五 )]8Y ,其 中 jp, 为 流体 的 电荷 密度 .5 为 
电场 强度 ,为 磁场 强度 ,vw 为 流体 的 速度 ,x 为 磁 导 率 . 因此 ,这 类 力 可 以 一 般 地 
表示 成 OF8Y .另外 .除了 实际 存在 的 外 场 作用 力 , 当 所 取 的 参考 系 为 非 惯 此 的 
时 候 , 力 的 平衡 式 中 还 常常 出 现 惯性 力 ,如 离心 力 、 科 里 奥 利 (Coriolis) 力 等 ,这 些 
力 的 表达 式 与 外 场 力 的 上 述 表 达 式 形式 相同 ,也 归 为 体积 力 一 类 . 

分 一 寺 力 是 所 考虑 的 那 块 流体 与 同 它 接触 的 周围 物体 之 间 的 作用 力 . 这 是 一 
种 分 子 轧 ,是 处 于 分 界面 一 侧 的 物质 分 子 对 另 一 侧 物质 分 子 作 用 力 的 总 和 . 相对 于 
人 人 人 
平均 自由 程 属 同 - “ 量 级 ;对 于 液体 , 则 是 单个 分 子 作用 力 的 半径 , 量 级 为 10 
所 以 ,这 种 力 仅仅 是 在 很 薄 一 层 流体 中 发 生 的 相 开 作用 ,该 层 流体 的 厚度 即 为 分 了 子 
力 的 有 效 作 用 距离 , 力 的 大 小 应 和 分 界面 积 的 大 小 88 成 正比 ,一 般 地 表示 为 FSs， 
收 称 之 为 面积 力 .流动 分 析 中 出 现 的 面积 力 通常 是 内 力 ,是 流体 内 部 相 邻 部 分 之 问 
由 于 分 子 力 和 热 运动 造成 的 动量 交换 所 引起 的 . 研究 流体 运动 时 ,处 理 内 力 要 比 处 
理 外 万 朵 难得 多 .这 是 内 为 内 力 在 所 研究 的 问题 中 是 待 求 的 未 知 量 ,而 外 力 却 往往 
是 已 知 的 条 件 .本 节余 下 的 篇 幅 将 专门 用 来 讨论 分 析 内 力 的 方法 . 


1.3.2 ” 欧 拉 - 柯 西 (Euler-Cauchy) 应 力 原理 


为 分 析 内 力 . 我 们 在 流 场 中 取 定 一 块 流体 , 它 是 一 个 封闭 的 物质 体系 . 记 为 B. 
体系 B 和 它 周 围 流 体 的 分 界面 是 一 个 物质 出 
面 , 记 为 .下 面 就 来 分 析 外 部 流体 通过 $ 面 和 AF  ， 
gt 的 作用 力 . 
如 图 1.4, 在 $ 而 上任 取 一 块 小 面 元 
A4. 它 的 外 法 向 单位 矢量 记 作 n. 我 们 规定 
n 所 指 的 一 侧 为 AA 的 正 侧 . 另 一 侧 为 负 侧 . 
下 过 面 元 A4, 正 侧 流体 对 体系 B 作用 一 个 
力 、 记 为 AF. 严格 地 说 , 它 应 当 是 由 许多 个 力 
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组 成 的 空间 力 系 . 对 此 力 系 . 欧 拉 (Euler) 和 “™ 


柯 西 (Cauchy) 提出 一 个 假设 :让 5 面 上 的 面 图 上 4 作用 在 流体 界面 上 的 面积 力 


ny 


邱 A4 收缩 到 一 点 P, 妈 让 AA 一 0. 则 AF/AA4 将 趋 于 -- 个 确定 的 极限 T(n). 开 
称 为 5S 面 二 点 PP 处 的 应 力 矢量 .应 当 注 意 ,分 析 是 在 确定 的 时 刻 1 进行 的 ,$ 而 上 
所 取 而 元 AA 收缩 到 的 周 定点 PCx0) ,此 时 ,流体 中 点 已 的 位 置 x; 以 及 该 点 处 
AAA 的 法 向 单位 和 拓 ni; 的 方向 都 应 视 为 任意 取 定 的 .所 以 ,应 力 矢量 工 应 是 (x 
1;,1) J 
应 当 指 出 ,空间 力 系 AF 一 般 可 以 表示 为 作用 在 P 点 的 主 矢量 SF 加 上 一 个 力 
偶 中 8 8M. 轩 此 . 欧 拉 和 柯 丁 不仅 假设 当 AA 一 0 时 .6F/AA 存在 确定 的 极限 .而 且 
还 断言 SM/AA 的 极限 为 零 .这 些 重 些 的 结论 靠 连续 介质 力学 自身 的 理论 是 不 能 
加 以 证 明 的 : 它 的 正确 性 只 能 依靠 由 这 -假设 导致 的 各 种 结论 和 客观 事实 一 致 而 
得 到 验证 .迄今 为 止 , 还 没有 发 现 可 以 对 这 一 基本 假设 引起 怀疑 的 理由 ; 另 一 方面 ， 
有 些 人 曾 试 图 放弃 或 "修正 ” 这些 假设 ,但 都 没有 得 出 什么 有 价值 的 结果 .因此 ,人 
们 把 这 些 重要 假设 称 为 欧 拉 - 柯 西 应 力 原 理 . 这 :一 原理 可 以 表述 为 :在 流体 内 部 任 
何 一 个 想象 的 封闭 曲面 上 .都 存在 一 个 应 力 矢 量 场 T(n), 曲 面 外 物质 对 曲面 内 流 
体 的 作用 ,等 价 于 该 应 力 矢量 场 对 曲面 内 流体 的 作用 . 
根据 欧 拉 - 柯 丁 应力 原理 .我 们 还 可 以 作出 -一 个 重要 的 推论 ;在 任 取 的 流体 曲 


而 SS 上 , 若 了 Tan) 代表 3S 面 正 侧 流体 对 负 侧 流体 作用 的 应 力 矢量 ,而 工 (- n) 代表 


负 侧 流体 对 止 侧 流 体 作 用 的 应 力 尔 是 , 则 有 
了 (一 mn) = 一 了 (Cn)， (1.3.1) 
证 明 ”在 S$ 面 上 任 一 点 P 附近 的 两 
侧 流体 内 .各 取 一 个 平行 上 的 小 而 元 
它们 的 面积 都 是 和 AA, 而 到 5 面 的 距离 同 
为 6/2( 参 看 图 1.5). 对 于 由 它们 移 成 两 个 


底面 的 扁 探 制 体 , 写 出 牛顿 (Newton) 第 图 1.5 作用 在 面 元 两 侧 的 应 力 矢 量 
二 定律 的 表达 式 


OFAA .SG+LTn)+sA4+LTG-Pn)+es jlA4=OA4 .69， 中 


这 里 我 们 已 设 6 与 A4 的 线 度 相 比 为 高 阶 小 量 ,从 而 略 去 了 控制 体 侧面 上 的 作用 力 . 
于 是 . 若 令 9 = 0.A4 > 0, 从 而 有 si .es >0. 于 是 就 得 到 极限 表达 式 (1.3.1). 


1.3.3 应力 张 量 
以 上 我 们 引入 的 应 力 矢 量 工 .是 对 于 某 个 有 确定 方向 的 面 元 而 言 的 . 但是, 通 
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过 空间 一 个 固定 的 点 PG ,xz xs) 可 以 作出 许多 个 方向 不 同 的 面 元 ,从 而 对 应 有 
许多 不 同 的 矢量 工 .因此 ,在 给 定 的 时 刻 1 要 描写 空间 一 个 固定 点 的 流体 内 力 . 似 
乎 就 需要 无 限 多 个 矢量 . 这 种 方法 显然 是 不 可 取 的 .仔细 分 析 可 以 发 现 ,过 同一 点 
各 面 元 的 应 力 失 基 之 间 ， ,存在 着 - 定 的 关联 而 并 不 相互 独立 .这 一 各 实 使 得 描写 任 
一 点 应 力 状态 的 方法 可 以 大 大 简化 .实际 上 , 任 一 点 上 的 应 万 状态 也 可 描述 为 田 -- 
种 带 有 方向 性 的 物理 量 ,只 不 过 其 结构 要 比 矢 量 复杂 , 称 之 为 二 阶 张 量 . 在 取 定 的 
坐标 系 中 ,二 阶 张 晤 场 中 任 一 点 上 的 变 基 特性 ,需要 九 个 数 才 能 完全 确定 下 来 .下 
而 ,我 们 就 来 说 明 这 一 点 .关于 张 量 的 一 般 概 念 及 其 在 正 交 笠 卡 儿 坐 标 系 中 的 运算 
规则 ,我 们 将 要 在 本 章 的 附录 中 作 简 要 的 介绍 . 

设 在 三 维 空间 中 取 定 了 一 个 正 交 稍 卡 儿 坐 
标 系 !xi,x2 xs) ,现在 分 析 空 间 问 定点 PCxri， 
xX2 yx3) 上 的 应 力 . 以 P 了 为 中 心 作 一 个 小 立方 体 ， 
其 三 对 底面 分 别 平行 于 二 个 坐标 平面 ( 见 图 1.6). 
于 是 ,立方 体 表 面 六 个 面 元 的 单位 法 向 矢量 分 别 
为 (1,0,0),(- 1.0,0), (0,1,0), (0, 一 1,0)， 
(0.0,1) 和 (0,0, 一 了 1). 令 立 方 体 的 体积 欧 于 零 . 
这 六 个 小 面 元 上 的 应 力 矢 量 就 分 别 趋 于 1.6 ”作用 在 立方 形 微 元 体 
Ti(onysowowu), Ts(— Gol, — ou, — 01), 表面 上 的 应 力 
T360023), TI(— Go, — co， 一 oo)， 
Ts(os,ow.0%3) 和 Te( 一 goa, 一 ow%w、 一 03)( 这 里 
已 应 用 了 式 (1.3.1)). 这 样 ,我 们 就 得 到了 几 个 数 
tai = 1,2,3). 厅 以 证 明 . 这 些 数 完全 确定 了 
1 时 刻 P 点 的 应 力 状 态 .也 就 是 说 ,在 通过 P 点 并 
有 具有 任意 方向 n 的 面 元 上 ,应 力 和 撩 量 TC(n) 可 由 
这 九 个 数 和 该 面 元 的 法 向 单位 矢量 n 唯一 确定 

为 了 证 明 以 上 论断 ,我 们 作 一 个 微 元 四 面 
体 , 它 的 项 点 为 己 , 三 个 侧面 分 别 平行 于 不 同 的 
坐标 平面 .底面 的 方向 n 是 任意 的 ( 见 图 1.7)， 图 上 7” 介面 相互 天 让 的 微 元 由 面体 
设 底面 积 为 d4 , 则 三 个 侧面 的 面积 为 

d4,， = ndA,， i= 1,2,3. 
写 出 x; 方向 的 运动 方程 .有 
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(— ol + eu)dA1 + (- ov + evi)dAs + (— oa 十 ei)dA, 
F(T te ddA+ (Ft+e, JP + ern) hdA 


dev; 1 
= (P+er) a3h* dA. 
此 中 下 是 四 面体 的 高 . 当 保 持 n 不 变 , 令 dA 一 0 时 .应 有 hejveirerren ->0. 于 
是 对 上 式 取 dA 一 0 的 极限 ,就 得 到 


TT, (nn) 三 Olifli + oviNl» 十 Gs. 


用 张 基 表示 法 和 求 和 约定 (参看 附录 1) 可 写成 


Ti(n) = chm) = Dem (1.3.2) 


其 中 oj 表示 作用 在 法 线 方向 与 xj 辆 平行 的 面 元 上 的 应 力 矢 量 了 的 :分量 .这 个 公 
式 称 为 柯 西 公式 .由 于 这 个 关系 式 对 于 任意 设 壮 的 坐标 系 均 成 立 , 并 且 T; 和 nn; 都 
是 矢量 ( 即 一 阶 张 基 ) ,根据 张 量 数学 中 的 “商法 则 ”, 我 们 就 可 断定 cy 是 一 个 二 阶 
水 量 , 称 之 为 应 力 张 量 . 当 坐 标 系 {x1 .xs ,xs}) 取 定 后 ,应 力 张 量 由 乞 的 九 个 分 量 
oj ij) = 1,2.3 来 表述 ,对 不 同 的 坐标 系 . 同 一 张 量 的 九 个 分 基 值 各 不 相同 ;但 张 
世 和 矢量 - 样 , 它 森 身 是 一 个 客观 物理 量 . 并 不 因 坐标 系 的 不 同 选取 市 变化 . 

还 可 以 对 网 1.6 所 示 的 小 立方 体 写 出 动量 矩 方程 ,然后 令 立 方 体 的 体积 趋 于 
索 ,方程 的 极限 形式 就 是 


Oi 二 Giny (1.3.3) 
这 表明 ,应力 张 量 为 对 称 张 量 ， 只 有 六 个 独立 的 分 量 .或 者 说 ， 一 点 上 上 的 应 力 状 态 可 
由 六 个 数 来 表述 .方程 (1.3.3) 的 证 明 , 可 作为 一 道 习 题 巾 读者 完成 . 


1.3.4 ”应 力主 轴 和 主 应力 


在 流体 中 任意 方向 n 的 而 元 上 ,应 力 矢量 Tn) 和 n 一 般 是 个 共 线 的 .TT 在 n 方 
名 上 上 的 投影 全 人 在 面 元 切 平面 内 的 投影 称 为 切 应 力 .但 是 .可 以 证 明 ,在 沈 
体内 的 每 一 至 少 存在 三 个 互相 正 交 的 方向 ,当面 元 的 法 向 与 这 些 方向 重合 时 ,该 
而 上 的 加 为 下 应 力 矢量 T(n) 与 n 方向 一 致 .这 二 个 互相 正 交 的 方 同 称 为 该 
点 的 应 力主 轴 , 与 应 力主 轴 正 交 的 平面 称 为 主 平面 , 主 平 而 上 的 应 力 值 称 为 主 应 力 . 
事实 上 ,如 果 存 在 革 一 方向 于 ,作用 在 与 其 正 交 的 面 元 上 的 应 力 矢量 与 其 共 
线 , 即 TIn) = on, 则 表达 式 (1.3.2) 可 以 写成 
GPRi = gnj, i = 1.2.3. 
1. 当 = jj 时 
0. 当 说 关 j 站 时 


但 = 3 六 其 中 3 = 你 为 Kroneckcer 符 导 .代入 上 式 得 公关 
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Pi 的 方程 组 
(oj — odi)n; = 0. i = 1.2.3. (1.3.4) 
该 齐 次 方程 组 有 非 汰 解 的 条 件 是 
| oj; -sj |=0， (1.3.5) 
这 就 是 矩阵 Co;) 的 特征 值 方程 . 因此, 如果 关 于 特征 值 o 的 方程 (1.3.5) 有 和 实 根 ， 
应 力主 轴 的 方向 即 方程 (1.3.4) 给 出 的 特征 矢 贡 的 方向 . 
线性 代数 理论 告诉 我 们 :元 素 为 实数 的 对 称 矩 阵 . 其 特征 值 总 是 实数 . 如 果 特 
征 值 cl ,cs ,cs 中 两 两 不 相等 , 则 每 一 个 特征 值 分 别 对 应 一 个 特征 矢量 方向 ,它们 
之 间 两 两 正 交 .业已 指明 ,应 力 张 量 是 一 个 实 对 称 张 量 . 这 就 证 明了 应 力主 轴 的 存 
在 性 ;并 且 , 在 三 个 特征 值 互 不 相同 的 情况 下 ,应 力主 轴 的 方向 是 三 个 互相 正 交 的 
确定 方向 .但 是 , 若 特征 值 中 有 两 个 相等 ,比如 ,cl = o2, 此 时 ,只 有 nw” 是 确定 的 . 
在 垂直 于 n 人 3 的 平面 内 ,任意 两 个 相互 正 交 的 方向 都 可 取 为 和 和 nn 的 方向 , 即 
另外 两 个 应 力主 轴 的 方向 是 不 确定 的 .如 果 o1 = oz = cs , 则 空间 任何 一 个 两 两 正 
交 的 方向 ,都 可 作为 一 组 应 力主 轴 , 此 时 ,该 点 的 应 力 张 量具 有 各 向 问 性 的 性 质 ， 
当 我 们 把 坐标 轴 的 方向 取得 和 某 点 应 力主 轴 的 方向 一 致 时 ,该 点 的 应 力 张 量 
就 表示 为 一 个 对 角 型 矩阵 


ol 0 0 
(oj)= 10 co 0 (1.3.6) 
0 0 O03 


而 进行 坐标 系 的 旋转 变换 时 ,年 阵 对 角 线 元 素 之 和 是 - -个 不 变量 (标量 ). 于 是 ,我 
们 有 
T=ontow+ow = ol+0o: 十 03， (1.3.7) 
对 任何 坐标 系 成 立 .标量 
p =— (on tout aa) (1.3.8) 
表示 空间 一 点 所 有 方向 上 正 应 力 的 平均 值 ( 反 号 ) , 称 为 流体 的 动力 学 压强 . 以 后 我 
们 还 要 说 明 它 和 热力 学 压强 p 之 间 的 区 别 和 联系 . 
由 于 静止 液体 不 能 承受 切 应 力 ,任何 方向 都 可 以 作为 应 力主 轴 方 向 ,从 而 有 c 
= ol = os = 一 也 .故此 ,静止 流体 的 应 力 张 量 写 为 
oj =— py. (1.3.9) 
这 时 ,流体 的 动力 学 压强 和 热力 学 压强 是 一 样 的 .所 以 .流体 的 热力 学 讨 强 往往 也 
称 作 静 压 . 
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1.4 热力 学 基础 


我 们 在 本 章 开 始 时 就 已 经 说 到 ,流体 力学 研究 的 内 容 并 不 仅 限 于 流体 中 发 生 
的 运动 学 和 动力 学 过 程 , 有 时 偿 必须 包含 同时 发 生 的 热力 学 .电磁 学 和 化 学 动力 学 
等 耦合 的 物理 化 学 过 程 . 当然 .作为 一 本 基础 教材 ,本 书 不 可 能 涉及 过 上 广 . 调 只 限于 
讨论 流体 力学 的 基本 原理 和 其 些 简单 的 流动 问题 .不 过 ,上 于 流动 分 析 总 离 不 开 黏 
性 和 奈 缩 性 这 两 个 基本 概念 .也 不 能 完全 排除 传 热 问题 .所 以 ,我 们 的 讨论 必然 要 
涉及 热力 学 的 范畴 .通常 ,在 学习 流体 力学 之 前 , 读 考 应 当 上 共有 热力 学 的 基础 知识 ， 
但 是 .为 了 叙述 和 陶 读 的 方 使 ,我 们 仍然 此 在 这 里 对 热力 学 的 基本 内 容 作 一 扼要 的 
加 | 硕 ， 


1.4.1 运 动 流体 的 热力 学 摘 述 


大 家 知道 ,经 典 热力 学 研究 的 对 象 .是 处 于 平衡 态 的 热力 学 体系 和 准 静 态 的 可 
逆 热 力学 过 程 . 所谓 平 衡 态 ,是 指 在 外 界 条 件 不 改变 的 情形 下 ,上 整 个 体系 的 热力 学 
寺 性 达到 的 一 种 均匀 状态 .并 且 它 不 随时 间 发 生 改 变 ;: 可 逆 过 程 则 是 指 状态 的 稚 化 
本 以 沿 着 相反 的 方向 进行 ,而 在 恢复 到 原来 的 状态 时 不 会 给 外 界 留 下 任何 影响 . 
然 . 任 运动 流体 十 实 际 进行 的 热力 党 过 程 个 可 能 元 全 得 合 这 些 理 外 人 的 尖 件 ,运动 
流体 的 各 种 热力 学 特性 ,如 温度 、 上 不 蜡 、 密 度 等 .常常 会 出 现 不 均匀 分 布 .也 会 随 着 
时 间 不 断 地 发 生变 化 .流体 运动 也 个 可 洲 免 地 朗 们 随 内 摩擦 、 导 热 等 耗 散 过 程 . 办 
此 .运动 流体 的 热力 学 状态 一 般 不 是 严格 的 平衡 态 , 热 力 党 过 程 也 不 会 是 可 北 的 过 
程 .但 是 ,直到 目前 ,描写 非 平 衡 态 和 不 可 逆 过 程 的 热力 学 理论 尚 不 够 完善 ,许多 问 
题 偿 不 得 不 借助 于 经 典 热力 学 的 理论 框架 进行 处 理 . 幸 好 ,对 于 一 大 类 重 此 的 流体 
力学 问题 .流体 的 热力 学 状态 很 接近 于 平衡 态 , 这 使 得 我 们 可 以 继续 采用 经 典 热力 
党 理 论 而 不 致 引起 大 的 偏差 .所 以 :经 典 热力 党 的 理论 和 方法 在 流体 力学 中 有 着 广 
泛 的 应 用 .另外 ,在 许多 情况 下 ,状态 的 非 平 衡 和 过 程 的 不 可 逆 性 也 确实 对 流动 有 
痊 不 可 忽 赂 的 影响 .对 二 这 类 问题 ,一 般 仍 可 以 通过 对 经 典 热力 党 理论 作 必 要 的 补 
ee 对 此 ,我们 将 在 第 3 章 中 青 作 专 门 的 说 明 , 此 处 只 讨论 经 典 热 


于 运动 的 流体 我 们 所 取 的 研究 对 象 通常 是 任意 的 无 限 小 物质 体系 ,并 假设 
它 在 上 时刻 处 于 空间 某 个 和 失 径 r 的 端点 上 ,而 从 整个 流体 看 来 ,这样 的 微 元 体系 有 


。14 。 


绅 第 引 论 


无 限 多 个 ,就 需要 用 一 些 物理 量 的 分 布 哺 数 来 描写 流体 的 状态 .例如 ,前 而 已 经 详 
细 说 明 过 的 质量 密 庶 PCr.) ,就 是 一 种 状态 函数 .以 后 .如 果 不 作 特殊 说 明 , 我 们 
总 是 假设 流体 处 于 局 部 的 平衡 状态 , 即 假设 所 论 微 元 体系 的 尺度 远 远 小 于 流体 中 
状态 发 生 显著 变化 的 空间 尺度 .体系 建立 平衡 所 千 的 松弛 时 间 也 远 十 小 于 状态 发 
生 显著 改变 的 时 间 尺 度 .这 样 , 措 号 运 动 流 体 的 那些 热力 学 状态 商 数 就 仍然 满足 各 
种 经 典 热力 学 关系 式 ,特别 是 满足 流体 的 热力 学 状态 方程 

flp.p,.T) = 0. (1.4.1) 
该 式 表 明 , 当 一 个 均 质 体系 处 于 平衡 态 时 ,独立 的 热力 学 具 基 (这 里 是 分 布 函 数 ) 只 
有 两 个 . 比如 , 若 了 压强 p 和 密度 P 作为 独立 的 状态 变量 ,温度 了 等 其 他 热力 学 状 
人 态 变 量 , 就 部 是 p 和 w 的 冰 数 .其 冰 数 形式 应 由 介质 的 热力 学 性 质 决定 . 


1.4.2 ”热力 学 第 一 定律 内 能 和 烩 


任何 一个 热力 学 体系 总 要 和 它 周 于 的 物质 发 生 相 并 作用 . 从 热力 学 的 角度 来 

看 ,这 种 相互 作用 包括 做 功 和 热 交 换 两 种 形式 .热力 学 就 是 研究 体系 间 这 两 种 相互 
作用 规律 的 科学 . 

量 的 实验 研究 表明 ,对 于 一 个 取 定 的 体系 , 当 它 由 一 种 平衡 态 变 化 到 另 一 种 

平衡 态 时 .周围 物质 对 体系 所 做 的 功 和 传 给 体系 的 热量 之 和 .只 取决 于 体系 的 初 态 

和 终 态 ,而 和 状态 变化 所 经 历 的 过 程 无 关 . 这 样 ,我 们 就 可 以 引进 体系 的 一 个 状态 


变量 ,使 得 


2 


EE = |(80+8W). (1.4.2) 


其 中 下 标 1 和 工 标 2 分 别 表示 体系 的 初 态 和 终 态 ,50 为 体系 在 过 程 的 一 个 微 元 变 
化 阶段 中 所 吸收 的 热量 ,85W 为 该 微 元 段 中 外 界 对 体系 所 做 的 功 . 我 们 把 表达 式 
(1.4.2) 所 描述 的 这 一 普遍 规律 称 为 热力 学 第 一 定律 ,而 把 式 (1.4.2) 定义 的 状态 变 
量 E 称 为 体系 的 内 能 .显然 ,要 给 出 体系 内 能 的 确定 值 ,必须 事先 规定 某 一 个 基准 
状态 的 内 能 值 ;在 这 个 意义 上 ,内 能 是 一 个 相对 的 物理 量 . 

热力 学 第 一 定律 是 能 量 守恒 定律 的 一 种 形式 .如 果 把 循环 式 的 热机 看 成 一 个 
热力 学 体系 , 则 每 经 过 一 个 循环 , 必 有 

和 so = -baw, 
即 热机 对 外 做 功 总 是 以 从 周围 获得 同样 数量 的 热能 为 条 件 的 . 人 们 不 可 能 造 出 这 
样 一 种 机 器 , 它 只 对 外 做 功 而 不 消耗 能 量 . 历史 上 曾 把 这 种 机 器 称 为 第 一 类 永 动 
机 ,因此 ,热力 学 第 一 定律 又 有 另 一 种 表述 方式 :第 一 类 永 动机 是 不 能 实现 的 . 
。1]15 。 
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为 了 分 析 的 方便 ,热力 学 第 一 定律 常 表 示 成 它 的 微分 形式 
dE = 8Q + SW. (1.4.3) 
上 述 表 达 式 对 任意 过 程 都 成 立 .特别 是 ,如 果 过 程 为 可 逆 的 , 则 有 5W =- pdV ,这 
里 .VY 是 体系 的 体积 .于 是 ,对 可 逆 过 程 .我 们 有 
dE = 8 - pdvV. (1.4.4) 
在 流体 力学 中 ,由 于 考察 的 对 象 常常 是 局 部 的 微 元 体系 ,整个 流体 的 状态 要 由 
分 布 咀 数 来 描述 .热力 学 关系 式 也 须 在 形式 上 作 适 当 的 变化 .为 此 ,我 们 引进 比 容 
v 和 和 比 内 能 e ,它们 分 别 定 义 为 当地 单位 质量 流体 的 体积 和 内 能 ,因而 代表 两 个 局 
部 的 物理 量 . 相应 地 ,热力 学 第 一 定律 的 微分 形式 改写 为 
de = 84 — pdv, (1.4.5) 
这 里 g 也 就 代表 单位 质量 流体 吸收 的 热量 . 一 种 特殊 情况 是 状态 的 变化 为 等 容 过 
程 ,此 时 有 dv = 0,8g = ds. 由 此 ,我 们 有 定 容 比 热 的 表达 式 


全) 倍 )， 6 


其 中 s = el(T,v) 是 以 T 和 vw 作 独立 变量 的 比 内 能 清 数 . 
流体 力学 中 还 常用 到 另 一 个 热力 学 函数 , 称 为 比 烩 , 它 定 义 为 
h=e+pv=e+p/P. (1.4.7) 
出 于 在 等 压 过 程 中 有 dh = de + pdw = 89, 所 以 ,我 们 又 可 以 得 到 定 压 比 热 的 表 
达 式 
“= lim( 强 ), (加 ) .4.8) 
其 中 站 = h(T,p) 是 以 T 和 pp 为 独立 变量 的 比 焰 消 数 . 


1.4.3 ”热力 学 第 二 定律 ， 炉 


各 同 导 求 第 一 类 永 动机 的 失败 导致 了 热力 学 第 一 定律 的 发 现 一 样 ,寻求 第 二 
类 永 动机 的 失败 导致 了 另 一 个 重要 规律 一 热力 学 第 二 定律 的 问世 . 

事情 是 这 样 的 ;通常 一 个 循环 式 的 热机 总 是 要 从 某 种 高 温 热 源 吸取 一 定 的 执 
量 (QO1) ,然后 ,将 它 的 一 部 分 用 来 对 外 做 功 (W), 另 一 部 分 剩余 的 热 (。) 传递 给 


地 就 把 热机 的 效率 定义 为 


_W_Q-0Q, 
二 二， (1.4.9) 
7 0 0; 
并 总 是 希望 实现 尽 可 能 高 的 热机 效率 . 历史 上 把 7 = 100% 的 热机 称 为 第 二 类 永 动 
。16 . 
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机 .许多 人 曾 为 发 明 第 二 类 永 动机 付出 过 巨大 的 努力 ,因为 如 果 第 二 类 永 动机 发 明 
成 功 ,就 可 以 从 单一 的 热源 (例如 大 气 或 海洋 ) 提取 热量 .并 将 其 全 部 转化 为 有 用 功 
而 不 产生 别 的 效果 . 更 有 意义 的 是 ,如 果 把 某 一 个 需要 致 冷 的 系统 取 作 热源 ,就 可 
以 同时 达到 获取 有 用 功 和 致 冷 的 双重 有 目的. 可惜, 这些 企 图 都 失败 了 ,最 后 导致 了 
下 面 的 热力 学 第 二 定律 :第 二 类 永 动机 是 不 可 能 实现 的 , 即 热机 不 可 能 只 从 单一 热 
源 提取 热量 并 将 其 全 部 转变 为 有 用 功 , 而 不 对 外 界 产 生 其 他 任何 影响 . 

由 以 上 这 种 表述 ,还 可 以 推断 出 一 些 非常 重要 的 等 价 结论 .或 者 说 ,热力 学 第 
二 定律 可 以 有 好 几 种 等 价 的 表述 .下 面 ,我 们 将 列举 数 则 加 以 说 明 . 

推论 1 工作 在 两 个 一 定 温度 热源 之 间 的 各 种 热机 ,以 可 逆 热 机 的 效率 为 最 
痪 ;可 逆 热 机 的 效率 ,只 决定 于 两 个 热源 的 温度 ,与 热机 结构 (所 经 的 循环 过 程 ) 和 
工作 介质 的 性 质 无 关 . 

我 们 假设 高 温 热源 的 温度 为 Ti ,低温 热源 为 
T,, 若 可 逆 热 机 民 从 热源 1 吸收 热量 Qi( 本 节 中 ,RR 
表示 可 逆 的 意思 ) ,对 外 做 功 为 Wi ,而 将 余热 Q, = 
Q1 一 Wi 传 给 热源 2, 则 其 热效率 为 


Nr 三 2. 
现在 ,我们 先 把 可 逆 热 机 反 向 运行 , 即 让 它 从 热源 2 
吸取 热量 0, ,并 将 热量 Ci 传 给 热源 1, 这 就 需要 对 
热机 做 功 为 -= Wi = 2 - @ .然后 ,我 们 再 用 另 一 
个 不 可 逆 热 机 工 工作 在 同样 的 热源 之 间 , 让 它 从 
热源 1 吸取 热量 C, ,对 外 做 功 Ws = Qi 一 4, 而 图 1.8 热机 的 工作 循环 
将 余热 Q% 传 给 热源 2. 如果 九 二 h, 则 有 


从 而 ,两 机 联合 作业 的 结果 为 

W,— Wi = (0Q-— Q2) — (Qi1— 0Q:) = 一 Qs> 0. 
于 是 ,就 可 以 同时 让 工 做 功 W2, 电 机 反 向 做 功 -Wi 即 可 保持 高 温 热 源 热 基 不 变 ， 
从 单一 的 低温 热源 吸收 热量 Q: - @2 ,转换 为 有 用 功 为 W，- Wi. 换言之 .两 个 热 
机 联合 运行 的 结果 ,就 是 从 单一 的 低温 热源 提取 出 热量 C. - 2: ,并 全 部 变 成 了 有 
用 功 Ws 一 Wi, 而 对 高 温 热 源 将 不 产生 任何 影响 .但 这 是 和 热力 学 第 二 定律 抵触 
的 ,因而 不 可 能 实现 , 换 句 话说 必定 有 
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显然 ,等 号 也 只 在 两 个 热机 癌 为 可 逆 热 机 时 才 成 立 . 这 就 是 本 推论 的 前 一 部 分 . 
再 假设 两 台 热 机 A 和 B 部 是 可 闭 热 机 且 孝 运行 在 高 温 热 源 六 和 低温 热源 也 


之 间 : 则 可 同时 证 得 7 所 Vs 和 v5 近 34 因此 有 WN4 = 7 .这 一 结论 不 管 两 机 采用 
何 种 循环 过 程 和 工作 介质 -~ 概 都 是 成 并 的 .所 以 得 知 了 仅 取决 于 热源 的 温度 .我 们 
可 以 写成 
1 -1 此 -1 77) (1.4.10) 
O! 
推论 2 借助 可 逆 热 机 ,可 以 建立 一 种 绝对 温标 ;在 此 温标 下 ,绝对 零度 是 不 
可 能 达到 的 . 
在 热力 学 上 ,温度 被 定义 为 这 样 的 一 个 状态 变量 : 当 两 个 体系 达到 相互 平衡 


时 ,它们 具有 相同 的 温度 . 如 果 发 生 不 平衡 ,状态 就 要 发 下 变化 ; 利用 时 些 物体 ( 温 
度 计 ) 状态 的 改变 ,就 可 以 建立 温度 改变 的 度量 . 但 是 ,这 样 规定 的 温标 .温度 零点 


和 度量 单位 都 带 有 一 定 的 任意 性 .例如 ,摄氏 温度 取 一 个 大 气 讨 下 纯 水 的 冰点 作为 
0OC ,而 华氏 温度 则 将 同一 温度 规定 为 32 C .利用 可 逆 热 机 作为 温度 计 来 规定 一 
种 绝对 温 慰 ,就 可 以 大 大 消除 这 种 任意 性 

为 说 明 这 一 点 ,我 们 假设 有 . 二 个 热源 . 温度 分 别 为 TI 之 T; 守 T. 现在 ,让 两 


个 可 道 热 机 A 和 B 分别 工作 在 温度 Ti .Ts 和 Ty ,Ts 的 热源 之 间 , 则 有 
四 GO _ . . 
=1- = 1- fT,,T), 
7A O， f 2 
Qs _ . 
;= 1— 关 =1- f(T,,T,). 
vn O, f 


我 们 内 将 A 和 BB 的 组 合 看 做 是 工作 在 Ti 和 T; 之 间 的 可 逆 热 机 ,又 有 
四 Qs _ . 
= 1 一 =1- ,7T))， 
7 O 1— f(T,.T) 
它 和 了 无 关 . 由 


“ 一 0; > 一 Qs 
(CT,,7T1) = ， (7T,,T7,) = ¥, 
/ 2 1 O， 上 3 2 OQ; 


以 太 
fT, T) 一 9: 一 fT;, 六) » f(T,,T,), 


O@， 
可 知 国 数 上 应 能 表示 为 


训 
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Oi 一 gL T,) 
0; g(T)) 
今 取 一 种 温标 ,使 g(T;) = T;, 束 有 
名 二 Li ‘(1.4.11) 
0 TT) | 
这 样 定义 的 温标 称 为 绝对 温标 . 它 不 依赖 于 任何 特殊 的 物质 ,温标 的 去 点 也 不 贞 有 


随意 性 .显然 ,从 式 (1.4.11) 可 知 .T = 0 是 不 合理 的 , 它 在 物理 上 表示 绝对 零度 不 
能 达到 .绝对 温标 可 以 采用 摄氏 温度 单位 , 称 为 绝对 摄氏 温标 ;也 可 以 采用 华氏 温 
度 单 位 , 称 为 绝对 华氏 温标 .水 的 冰点 在 绝对 摄氏 温标 下 为 273.2 K, 在 绝对 华氏 
温标 下 为 491.7 R; 前 者 也 称 开 尔 文 (Kelvin) 温标 ,后 者 也 称 兰 父 (Rankine) 温标 . 
推论 3 ”对 于 任何 热力 学 循环 过 程 . 在 绝对 温标 下 . 有 下 列 克 劳 修 斯 

(Clausius) 不 等 式 
bo. (1.4.12) 


其 中 等 号 对 可 说 循环 才 成 立 . 

证 ”首先 .对 于 任意 的 可 道 循环 .我 们 可 
以 将 它 分 解 为 许多 小 循环 之 和 ,每 个 小 循环 册 
一 对 等 温 过 程 和 一 对 绝热 过 程 构成 ( 见 网 
1.9). 在 每 个 小 循环 中 , 对 绝热 过 程 有 8Q = 
0; 而 对 两 个 小 等温 过 程 , 则 有 Qs/T， = 
一 8Q1/T; ,这 里 ,85Q1 表示 体系 在 等 温 压 缩 中 
吸收 的 热量 (为 负 值 ). 将 所 有 小 循环 加 起 来 即 


得 >)3Q1/T， = 0, 或 写成 积分 形式 ° 7 
. 图 1.9 ”任意 可 遂 循 环 的 分 解 
中 (中 = 0， (1.4.13) 
R 


由 此 可 见 ,在 可 逆 过 程 中 ,3Q/T 是 某 个 状态 两 数 的 恰当 微分 . 这 个 状态 函数 在 热 
力学 上 具有 重要 的 意义 , 称 之 为 炉 , 记 作 $. 于 是 有 


ds = (路 ) ， (1.4.14) 
也 可 以 写成 积分 形式 
S -Si = (238). (1.4.15) 
另 一 方面 ,对 于 两 个 恒温 热源 间 的 不 可 逆 循 环 .我 们 已 经 得 知 
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1 人 1 和。 

推广 到 任意 的 不 可 道 循环 , 细 知 
/50 , 、 
P(E) <0. (1.4.16) 


将 式 (1.4.13) 和 (1.4.16) 结合 起 来 ,就 是 我 们 要 让 明 的 不 等 式 (1.4.12). 

推论 4 任何 可 着 的 绝热 过 程 都 是 等 峭 过 程 ; 而 在 不 可 逆 的 绝热 过 程 中 , 灶 总 
是 不 断 增加 的 ( 精 增 加 原理 ). 

我 们 全 假设 某 个 体系 从 某 一 平衡 态 1, 经 过 一 个 不 可 逆 的 过 程 变化 到 平衡 态 2; 
记 假 定 它 又 经 过 一 个 可 逆 过 程 同 到 平衡 态 荆 于 是 .由 上 克 筋 修 斯 不 等 式 有 


[a 


于 由 焙 的 定义 趟 (1.4.15) ,得 到 


sp), (1.4.17) 


表达 式 (1.4.15) 和 (1.4,17) 合 在 一 起 ,就 构成 了 热力 学 第 二 定律 的 完整 的 数学 
表述 . 
特别 地 当 过 程 为 绝热 过 程 时 ,有 6Q = 0. 于 是 . 式 (1.4.15) 和 (1.4.17) 退 
化 为 
S$, > $1 (1.4.18) 
其 中 等 号 和 不 等 号 分 别 对 可 逆 和 不 可 道 过 程 成 立 , 这 就 是 本 推论 的 内 容 
至 此 ,我 们 可 以 对 经 典 热 力学 的 基本 内 容 作 一 简单 的 概括 . 通过 建立 热力 学 第 
- -定律 ,我 们 引进 了 ( 比 ) 内 能 e 和 ( 比 ) 灼 有 两 个 热力 学 函数 (为 了 和 流体 力学 上 的 
用 法 保持 一 致 ,这 时 用" 比 函数 ”来 叙述 .而 习惯 上 又 经 常 略 去 " 比 ” 字 不 写 ). 接 普 、 
利用 热力 学 第 二 定律 .可 引进 ( 比 ) 入 国 数 s. 赫 姆 堆 效 (Helmholtz) 和 吉 布 斯 
(Gibs) 从 应 用 考虑 ,还 增加 了 两 个 新 的 函数 , 称 为 ( 比 ) 自由 能 广 和 ( 比 ) 热力 势 8， 
它们 分 别 定义 为 
Ce 一 TY 


ll 


h-pu—- Ts (1.4.19) 
和 

eg=h-Ts=e+pu—1s. (1.4.20) 
容易 导出 这 些 热力 学 函数 在 可 道 变化 过 程 中 的 下 列 基 本 微分 关系 


。 20。 


de = Tds- pdvdh = Tds + vdp, 1 

df =— sdT - pdv.dg =— sdT + vdp.| 

上 式 表明 ,如 果 将 。 看 成 独立 变量 s 和 ?2 的 图 数 , 则 有 (as/as). = T,(9Oe/Ov), = 
一 ,如 此 等 等 .由 这 些 恰当 微分 关系 式 .我 们 又 可 得 到 


(1.4.21) 


9 ) 
的 
9 | .4. 
EE 


这 是 一 些 十 分 有 用 的 关系 式 , 热 力学 上 称 之 为 麦克 斯 书 (Maxwell) 关系 . 
1.4.4 流体 的 可 压缩 性 ， 声速 


最 后 ,我们 顺便 谈 一 下 流体 的 可 压缩 性 问题 , 它 和 流体 的 热力 学 性 质 有 着 密切 
的 联系 . 

任何 物质 都 是 可 以 压缩 的 , 即 对 其 施加 更 大 的 压力 , 它 的 体积 就 会 变 小 . 这 种 
在 外 压 作用 下 体积 改变 的 特性 用 体积 弹性 模 量 来 描述 , 它 定义 为 在 绝热 条 件 下 ,使 
物体 产生 单位 值 的 体积 相对 变化 所 需 施 加 的 额外 压强 ,数学 上 表示 为 
2 | - oo . (1.4.23) 
Ov/ VJ, OP } 
其 中 ( ), 表示 等 炉 导 数 .我 们 知道 


/iio 
C 三 图 (1.4.24) 
op J; 


是 声音 在 流体 中 传播 的 速度 ,于 是 有 
K = pc’. (1.4.25) 

直接 表示 流体 受 压 变形 难 易 程度 的 物理 量 称 为 压缩 性 系数 , 记 作 B. 它 是 体积 
弹性 模 量 的 倒数 .1 愈 小 ( 即 天 愈 大 ) ,流体 就 愈 难 压缩 .由 式 (1.4.18) 可 知 ,流体 的 
密度 和 声速 愈 大 , 愈 难 压缩 . 以 空气 和 水 作 比 较 , 在 常温 常 压 下 ,空气 的 密度 为 1. 
225 g/B, 声 速 为 340 m/s; 水 的 密度 为 1000 g/F ,声速 约 为 1400 m/s. 所 以 ,水 的 K 
值 比 空气 大 一 千 倍 以 上 ,因而 水 就 比 空气 难 压缩 得 多 ,这 是 人 们 常识 中 的 事 . 

需要 提醒 的 是 ,流体 的 可 压缩 性 和 可 压缩 性 对 于 流动 的 影响 并 不 是 一 回 事 .前 
者 仅仅 是 一 种 物性 ;后 者 则 还 和 流动 的 条 件 有 关 , 因 而 也 和 和 流 场 本 身 的 特性 有 关 . 
而 流体 力学 上 真正 关心 的 是 可 压缩 性 对 流动 的 影响 ,如 何 判 断 流体 可 压缩 性 对 流 
动 影响 的 程度 ,我们 将 在 4.1 节 中 专门 讨论 . 


K =- 
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附录 1 第 卡 儿 (Cartesian) 张 量 


学 习 过 普通 物理 的 学 生 都 知道 .要 确定 - :个 客观 存在 的 物理 量 , 首 先 要 规定 一 
种 单位 制作 为 测 基 的 基准 :然后 ,对 某 些 物理 量 ,在 既定 的 单位 制 下 ,将 测 莉 结 来 用 
一 个 数 来 表述 就 是 够 了 ,这 些 物理 量 被 称 之 为 标量 .然而 ,对 男 外 有 些 物理 量 . 单 用 
- :个 数 (川上 :个 单位 ?来 措 述 它们 即 是 不 够 的 . 要 完全 确定 它们 .还 要 给 出 其 空间 
方向 ,这 就 是 矢量 .从 数学 上 看 , 当 参 考 坐 你 系 取 定 后 ,于 维 室 间 中 一 个 确定 的 方 同 
订 用 两 个 数 来 表示 .所 以 .借助 于 一 个 取 定 的 坐标 系 , 矢 量 也 可 由 三 个 数 ( 加 相应 的 
单位 ) 来 确定 .要 注意 的 是 ,在 不 同 的 坐标 系 中 ,表示 空间 同一 方向 的 两 个 数 一 般 是 
不 相同 的 ;因此 :表示 人 矢 旺 的 三 个 数 将 因 坐 标 系 的 不 同 而 改变 ， 

除了 标量 和 矢量 外 .还 有 更 复杂 的 物理 量 , 本 瘟 正 文中 介绍 的 应 力 就 是 一 例 . 
在 取 定 单位 制 和 坐标 系 后 . 它 需要 用 9 个 数 加 以 描述 .进一步 的 研究 还 会 得 知 , 摘 
述 应 万 分 布 不 均 勾 度 的 物理 量 一 -应力 梯度 -一 -需要 27 个 数 才 能 确定 ,而 各 癌 
蜡 性 流体 的 笑 性 系数 则 需要 由 81 个 数 来 表述 ,如 此 等 等 .所 以 , 仪 局 限于 标量 和 天 
量 的 概念 范围 内 ,是 无 法 完全 地 措 写 复杂 多 样 的 物理 世界 的 ,下 是 这 种 客观 帝 要 导 
致 了 张 量 概念 和 张 量 数学 的 诞生 .本 附录 仅 就 -种 最 简单 的 情况 ,介绍 一 下 关于 张 
大 的 某 些 基本 知识 .这 就 是 建立 在 欧 儿 里 得 (Euclidean) 空间 正 交 笛 卡 儿 坐 标 系 中 
的 张 基 理论 . 人们 把 这 种 张 莉 称 做 和 负 卡 儿 张 量 .因为 本 书 不 涉及 曲线 华 标 系 中 的 张 
世 理 论 . 也 就 把 稍 卡 儿 张 世 和 经 称 为 张 量 . 


1. 指标 表示 和 符号 约定 


张 量 理论 是 矢量 理论 的 直接 延伸 .因此 ,在 建立 张 鞭 数学 之 前 . 重 温 一 下 熟悉 
的 矢量 运算 并 作 某 些 进 一 步 的 说 明 是 必要 的 . 

矢 基 有 了 商 种 基本 的 表示 方法 .一 是 用 一 根 有 方向 的 上 线段 表示 ;直线 段 的 方向 
就 是 矢量 的 方向 ,可 线段 长 度 表 示人 矢量 的 大 小 .通常 用 黑 斜 体 宇 苹 4,B.C… 来 代 
表 这 些 矢量 线段 ,有 时 也 用 普通 字母 加 一 个 箭头 A.B.C… 表示 .这 种 表示 法 的 优 
点 在 于 .这 些 字 上 凡 直 接 代 表 有 关 的 客观 物理 其. 并 不 和 选取 的 坐标 系 有 什么 联系 . 
所 以 , 它 在 任何 坐标 系 中 都 成 立 . 

们 是 ,便士 进行 数学 分 析 的 是 另 一 种 矢量 表示 法 .这 种 方法 要 求 首先 建立 一 个 
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化 标 系 ,比方 说 ,一 个 正 交 笛 卡 儿 坐 标 系 fx， 
Xz ,Xs) .然后 . 沿 每 个 坐标 轴 方 向 各 取 一 个 单 
位 长 度 失 量 , 记 作 ei ,es 和 es , 称 为 基 矢 量 . 将 
任意 矢量 A 在 三 条 坐标 轴 上 的 投影 长 度 记 为 
Ai,As 和 有 A;. 称 为 A 的 三 个 分 量 , 于 是 . 失 量 
A 就 可 表示 成 

A= Aiel1+ A,.e, + A.e;. (A.1.1) 
进一步 简化 后 ,我 们 也 可 以 把 矢量 4 表示 成 
Ai(i = 1,2,3). 这 种 表示 矢量 的 方法 称 为 指标 
表示 法 .一 般 地 说 ,指标 表示 可 以 有 上 和 角 标 和 下 
角 标 丙种 表示 ,分 别称 为 逆 变 矢量 和 协 变 矢量 ; 
但 是 ,在 正 交 笛 卡 儿 系 中 , 逆 变 和 协 变 矢 量 相同 ,我 们 就 只 用 下 角 标 表示 .在 不 致 引起 
误解 的 情况 下 ,i = 1,2,3” 也 可 以 省 去 不 写 , 而 单 用 A; 表示 矢量 A. 

关于 矢量 代数 运算 的 各 项 法 则 , 这 里 就 不 准备 一 一 细 述 了 . 下面 要 着 重 说 明 
的 ,是 几 个 重要 的 符号 和 约定 . 让 我 们 首先 考察 表达 式 (A.1.1), 它 的 结构 有 一 个 
特点 :每 一 指标 取 值 仅 含 在 一 个 加 项 中 ,并 出 现 两 次 ;指标 地 遍 所 有 什 后 ,再 求 各 不 
同 指标 值 的 和 . 这 种 类 型 的 运算 在 矢量 和 张 量 计算 中 大 量 出 现 .为 此 . 我们 引进 一 
种 简化 的 表示 法 


1.10 ”第 卡 儿 坐 标 中 矢量 的 分 量 


3 
A= ,Aie;= Aie. (A.1.2) 
i=1 


这 种 表示 规则 称 为 “ 求 和 约定 ”. 即 如 果 在 以 指标 表示 的 矢量 或 张 量 表达 式 中 , 某 一 
指标 (这 里 是 让 在 一 项 中 出 现 两 次 , 则 表示 该 指标 肥 遍 i = 1.2,3 的 所 有 值 ,然后 
再 对 不 同 指标 值 的 结果 求 和 .重复 出 现 的 指标 称 为 哑 标 ,单独 出 现 的 指标 称 为 自由 
标 .由 于 呈 标 取 沉 所 有 指标 值 ,并 表示 一 种 求 和 运算 ,因此 .改变 哑 标 的 字母 并 不 改 
变 表达 式 内 容 , 正 像 改变 定 积分 变量 的 字母 不 会 改变 定 积 分 值 一 样 . 以 后 将 会 看 
到 ,善于 利用 这 一 性 质 ,将 会 给 运算 带 来 很 大 便利 . 

张 量 理论 中 一 个 非常 重要 的 符号 是 克 鸭 内 克 (Kronecker) 引进 的 6;. 它 定 
义 为 


让 (A.1.3) 
1， i=]. 


容易 验证 ,05 符号 具有 以 下 重要 的 性 质 : 
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Oy (A.1.4) 
i = 3， 
O86 = 3 | 
此 外 ,由 于 
ei。6j = 6. (A.1.5) 
因而 有 
A.B= (Aix;). (Bje)) 
= AiBj(e; » ej) 
= ABj8; = AiB;. (A.1.6) 
初学 者 可 以 从 这 个 例子 体会 求 和 约定 . 哑 标 符号 的 变换 使 用 以 及 5 符号 等 给 计算 
带 来 的 方便 . 


张 基 计算 中 引进 的 男 一 个 重要 符号 是 sw , 它 称 为 置换 符号 .定义 为 
0， 当 两 个 指标 出 现 相 同 取 值 时 ， 
1 ， 当 指 标 到 值 孔 不 相同 . 且 取 值 为 
Ep 1.2.3 的 轮换 排列 ( 偶 排 列 ) 时 、 (A.1.7) 
| —1. 当 指 标 取 值 互 不 相同 .日 取 值 为 
3.2.1 的 轮换 排 全 时 . 
直接 计算 可 以 验证 sw 的 以 下 重要 性 质 : 


wi = emxuUjtx :其 中 w= uxov. 

dy U2 Uy 

do G2 ds3|— Emldrdewdi, 

da Ha 3 

_ (A.1.8) 
一 信人 

ss = gk 一 Orouw， 
Epst Epyt 一 6， 
Ek OF = 0、 


eAiAr = 0， 
2. 坐标 系 变换 


当 矢 量 用 分 旦 表示 时 :同一 矢 三 在 不 同 坐 标 系 中 将 具有 不 同 的 分 量 , 但 两 组 分 
其 值 之 间 存 在 着 一 定 的 变换 关系 .为 明了 起 见 . 我 们 先 从 矢 径 这 种 特殊 情况 来 人 研究 
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其 中 变换 关系 . 其 实 ,对 于 任何 自由 矢量 ,我 们 总 可 以 不 失 一 般 性 地 把 它 平移 到 使 
矢量 线段 的 起 点 与 坐标 原点 重合 . 所 以 ,对 矢 径 分 析 得 出 的 所 有 结论 ,将 同样 适用 
于 一 切 自由 矢量 . 


考察 空间 中 的 一 个 回 定 点 已 ,连接 坐标 原点 O 与 P 点 的 矢 径 为 R., 它 在 坐标 系 
{XI Xa Xal 中 的 分 量 记 为 X1, Xs, X;. 因此 ,R 可 写成 
R = Xje). (A.1.9) 


让 坐标 系 作 一 旋转 变换 ,变换 后 的 新 坐 
标 系 记 作 {x1,x% .Xx3).R 在 新 坐标 系 中 的 
分 量 记 为 Xi ,Xz2 和 和 Xs. 同样 ,R 又 可 写 为 

R= Xe’ (A.1.10) 
式 (A.1.9) 和 (A.1.10) 中 的 ej 和 e; 分 别 为 
两 个 坐标 系 中 的 基 矢 量 . 

将 新 基 矢 e’ 的 三 个 方向 余弦 记 作 Pi， 

则 有 


Bi = ej* ei, i = 1,2,3. 
以 e; 点 乘 式 (A.1.9) ,得 到 
Reli=Xei，ei= Xd; = Xi 图 1.11 矢量 的 坐标 变换 


再 以 e; 点 乘 式 (A.1.10), 叉 得 到 
R.e,= Xe e; = XB,. 
因此 ,我们 就 得 到 矢 径 的 变换 关系 式 


xX, = BAX (A.1.11) 
类 似 地 ,以 e’ 点 乘 式 (A.1.9) 和 (A.1.10), 即 得 

X’= BX,. (A.1.12) 
但 从 式 (A.1.12) 可 以 得 出 

Xi = BHX', (A.1.13) 


其 中 Bj 是 (8 ) 的 道 矩阵 元 素 , 而 (Bi ) 是 (Bj) 的 转 置 矩阵 . 于 是 ,对 比 一 下 式 
(A.1.11) 和 (A.1.13) ,我 们 就 得 到 
(Bj)™ = 《ph CA.1.14) 
所 以 , (Bj) 是 一 个 正 交 和 矩阵， 
注意 到 
(Bj)» (Bj) = (07), 
利用 式 (A.1.14) 即 有 
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BiaBn = 6;. (A.1.15) 
该 式 具有 鲜明 的 儿 何 意 A 二 个 基 矢 量 均 
为 单位 矢量 ; 当 语 关 六 时, 则 表示 新 系 中 不 同 某 和 失 量 两 两 止 
最 后 .我 们 还 要 指出 一 点 .利用 表达 式 
ei= Pre;. ) = 1.2.3. 


我 们 有 
Bi Bis BI 
(eixes)es= Pa Bes Br|=+1, (A.1.16) 
Ba Pi 有 1 


这 里 ,我 们 约定 {x ,xz,Xxs} 为 厂 手 坐标 系 ,如果 {x14,x%,x%) 也 是 有 于 系 ,. 则 式 
(A.1.16) 取 *+” 号 ,这 种 变换 称 为 本 征 变换 ; 如 果 {x1.x%.x3) 为 左 于 系 . 式 
(A.1.16) 应 取 “*- ”号 ,这 种 变换 称 为 非 本 征 变换 .为 了 全 面 起 见 .读者 不 妨 自 己 分 
析 一 下 {x1,xs ,Xs} 为 左手 系 的 情况 . 
3. 张 量 及 其 运算 法 则 
a 
换 关系 .根据 上 述 讨论 ,我 们 可 以 给 失 量 重新 下 一 个 严格 的 数学 定义 . 
设 {1 ,XxX3) 和 人 XXX 是 两 个 正文 衣 上 儿 旦 标 系 .所 关系 
XDAXi 二 Di， i,j = 1.2,3. (A.1.17) 
如 果 某 种 物理 量 由 定义 在 三 维 连 续 统 上 的 函数 V(x ,XX4) ,i = 1,2,3 来 表示 ， 
并 且 在 坐标 变换 中 服从 下 列 变 换 关系 
VC XXX) = WO xD 
Vi(xis Xa Xa) = VICXYI XL X3)D | 
则 消 数 Vi (x1,xz,xXs) 称 为 -个 矢量 场 或 一 阶 张 量 场 . 
类 似 地 ,如 果 某 种 物理 其 以 一 个 函数 B(x .x x) 描述 .并 且 卫 数值 在 坐标 
变换 中 保持 不 变 , 即 有 
盏 (XXX3) = DXI ,Xs Ns), 
则 Bx , Xo, Xs) in 
矢量 场 定义 的 起 接 推广 是. 如 果 定 义 在 三 维 连 续 统 上 的 3: 个 函数 描述 某 种 物 
理 量 , 它们 可 依次 排列 成 TOE XvsX3)si,j 二 人 
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TAX) = Ta Xi Xa Xs) PinBin, | 
Ti (Xi X22 Xs) = Th (XT XI XI PB. | 
则 带 数 Tj (x1,Xs.X3) 称 为 一 个 二 阶 张 量 场 . 
按照 这 样 的 方法 ,一般 地 ， 我 们 还 可 以 定义 n 维 空间 中 的 六 阶 张 量 场 . 设 两 个 
nn 维 正 交 笛 卡 儿 坐标 系 { xx 和 (xX1,X2,……*,Xh) 服从 以 下 变换 关系 
= Pi = Bixy， ij = 1. (A.1.20) 
如 果 定 义 在 严 维 空间 中 的 1 个 函数 依次 排列 成 了 (Xl Xn) Tia" 了 Tm 二 
1,….H1a 且 满 足下 列 坐 标 变换 关系 
了 (Xie Xi) = Tos, (Xl KX )B, “PB, | 
- (A.1.21) 
Thi, (Xl Kn) = Ts (Xl Xi) Bs 8 . | 
则 函数 了 (Xi Xn) 称 为 n 维 空间 中 的 一 个 m 阶 张 量 场 . 
和 普通 了 消 数 一 样 ,; 张 量 函 数 也 可 以 进行 某 些 代数 运算 和 分 析 运 算 . 现存 我 们 来 
讨论 这 些 运 算 及 其 遵循 的 法 则 . 
零 张 量 ”首先 我 们 定义 零 张 量 为 全 部 分 量 值 均 为 零 的 张 芋 , 记 作 0. 因为 零 张 
量 也 要 服从 张 量 的 坐标 变换 规则 ,所 以 如 果 张 量 在 某 一 坐标 系 中 为 堆 张 量 , 它 在 任 
何 坐 标 系 中 都 是 零 张 量 . 
加 法 TE 介 的 同类 张 量 A 和 B 间 , 可 以 进行 加 法 和 减法 运算 ,其 和 或 差 
仍 为 一 个 同 阶 张 量 , 分 量 ; 


(A.1.19) 


Ci = A t+ Bi (A.1.22) 
张 量 方程 ”如果 同 阶 张 量 4 和 Bi 的 差 为 一 个 零 张 量 , 则 称 它们 相等 ， 
即 当 
4 -BE=0 时 ， 称 4 = Bu (A.1.23) 
形 如 式 (A.1.23) 那样 的 数学 .表达 式 (可 含 两 项 以 上 ) 称 为 张 量 方程 . 张 量 方程 要 求 
其 中 的 每 :- 项 都 具有 张 量 特性 ,因此 , 张 量 方程 在 任何 坐标 系 中 均 成 立 . 事 实 上 , 张 
量 方 程 是 茶 种 客观 物理 规律 的 数学 表示 , 它 不 应 当 随 着 人 们 主观 选择 何 种 坐标 系 
而 发 生 改 变 . 反 过 来 说 ,表示 客观 物理 规律 的 数学 表达 式 也 必须 是 某 种 张 量 方程 ， 
否则 它 就 不 是 可 第 的 . 
乘法 ”任何 张 量 Ti 都 可 以 和 纯 数 a 相 乘 ,结果 是 一 个 同 阶 张 量 Ce ,分 量 
CE aTien. (A.1.24) 
把 两 个 张 量 A;.. 和 B,.., 的 所 有 分 量 按 各 种 可 能 情形 相 乘 并 排列 起 来 ,就 得 到 一 个 
新 的 张 量 Co 其 阶 数 为 原来 两 个 张 量 阶 数 之 和 ,分 量 为 
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Ce = Br (A.1.25) 

张 量 的 乘法 不 服从 交换 律 . 

缩 并 ” 张 量 的 一 种 特殊 运算 称 为 缩 并 ,将 n 阶 张 量 4 的 某 两 个 指标 六 
和 7; 取 遍 所 有 可 能 值 ,每 次 取 值 时 总 使 +; = rj ,并 且 在 每 个 可 能 值 取 一 次 后 将 结 
果 求 和 , 则 得 到 一 个 rn -2 阶 张 量 A,.……… .这 种 运算 称 为 张 量 A, .0…. 对 
指标 1; 和 rj 的 缩 并 . 

证 ”现在 只 需 证 明 4,……… 是 一 个 张 量 ,因为 自由 标明 显 地 只 剩 下 中 一 2 
个 .由 于 A,…, 是 一 个 张 量 .有 


a 


人 


i 下 


A 一 4 Bs, - 
但 B,,B,。 = 86 ;所 以 
A,. rr 一 = A, a ,Gov Ps 


其 中 Pa Bs， 除去 了 B84 # 果 为 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 
张 量 的 导数 ” 张 量 函 数 对 其 自 变量 求 n 次 偏 导数 (如 果 存 在 的 话 ) 后 . 仍 是 一 
个 张 基 因数 ,其 阶 数 提高 4 次 .因为 
了 CN) 


于 是 
OT oTi.s _ Oxig ... _ 919 ... 。 
at， ax， Br Ba Ox , BaP Bu. 
印 
aT... 
Ain 二 


一 个 比 Ti 高 一 阶 的 张 量 ,以 上 推理 对 n 次 求 导 也 成 立 . 应 当 指 出 ,这 一 结论 只 
对 第 卡 儿 张 基 成 立 . 非 稍 卡 儿 坐 标 系 中 , 张 量 函 数 对 其 自 变 量 的 偏 导 数 未 必 上 下 是 一 
个 张 量 了 消 数 . 

张 量 的 商 律 ”一 个 由 3” 个 函数 的 消 数 组 ,其 元 素 可 以 按 顺 序 排列 成 带 n 个 指 
标的 形式 ,4 (Cr 二 1,2,3); 男 外 ,B; 是 一 个 与 4 无关 的 矢 
量 . 如果 由 3"! 个 函数 组 成 的 带 n -= 1 个 指标 的 下 列 清 数组 

Ci = DB 
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一 个 nn 一 1 阶 张 量 , 则 Ai 必定 是 一 个 nn 阶 张 量 ， 
证 ”因为 
Cj = 4 
一 个 张 量 , 所 以 


400B1= AD 
但 B; 是 一 个 矢量 , 即 B, = 8,B? , 故 有 
(4 和 ~ AmBoBiaBu) B= 0. 
又 由 于 Bi 与 Ai 无 关 , 于 是 
A = AaBib a" Bn . 
也 就 是 说 ,函数 组 4…* 是 一 个 张 量 . 
商 律 还 可 以 推广 到 更 -- 般 的 情况 :如 果 A Cxivxsvxs) 是 由 3" 个 丽 数 组 成 


的 函数 组 ， 尼 TOX1， X2* Xs3) 是 一 个 与 Ai. 有 无 大 的 m 阶 张 量 ， 且 当 1 委 ke Cm 


+ nn) 时, Aj.B,… 经 过 Kk 次 缩 并 得 到 的 3 2* 个 函数 为 一 个 m + n 一 2k 阶 张 量 ， 
则 4 为 一 个 由 阶 张 基 . 

商 j 律 有 很 好 的 应 用 价值 . 因为 对 一 个 新 的 函数 组 合 ,要 直接 从 数学 定义 来 检验 
它 是 否 为 一 个 张 量 场 有 时 往往 是 相当 麻烦 的 .利用 商 律 ,就 可 以 从 该 隐 数 组 与 某 些 
已 知 矢量 或 张 量 的 关系 来 判断 它 是 否 也 是 张 量 , 这 通常 是 一 条 捷径 . 


4. 各 向 同性 张 量 


定义 ”车 一 个 张 量 在 正 交 笠 卡 儿 坐 标 系 中 的 诸 分 量 值 , 经 过 任何 正 交 坐标 变 
换 后 均 保 持 不 变 . 则 称 此 张 量 为 各 向 同性 张 量 . 
连续 介质 场 中 某 些 摘 述 介质 特性 的 物理 量具 有 张 量 特征 (如 黏 清 率 .电导 率 
等 ). 当 介 质 对 其 中 进行 的 物理 过 程 呈现 各 向 同性 时 ,这 些 物性 张 量 就 是 各 疝 同 性 
张 量 .各 向 同性 张 量 的 运算 要 比 一 般 的 同 阶 张 量 大 为 简化 . 

显然 , 零 阶 张 量 ( 即 标 量 ) 和 任意 阶 零 张 量 都 是 各 向 同性 张 量 , 非 零 的 一 阶 张 量 
( 即 矢量 ) 不 可 能 是 各 向 同性 张 量 ,因为 如 果 

A' = PiA; = A; = 6A) 

对 任何 正 交 变换 上 成立 , 则 有 


(CP; 一 67)Aj 一 0 
但 Bj; 天 六: 政 必 须 A; = 0, 即 只 有 零 矢 量 才 是 各 向 同性 的 : 
定理 1 6; 是 一 个 各 向 同性 张 量 ; 并且, 任何 二 阶 各 同性 张 量 A; 都 可 写成 
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o6j* 其 中 go 是 一 个 标量 . 

证 “路 于 5A) = 4 对 任何 矢量 4; 成 立 .根据 商法 则 ,可 知 6; 为 一 张 量 . 问 
时 ,对 于 任意 正 交 变换 x; = Bixj, 有 

6% = BoBidm = PDB = 3 

故 可 断定 0 为 -- 各 问 同 性 张 量 ( 逆 命 题 证 明 从 上 略 ). 

定理 2 在 本 征 变换 集合 内 ,置换 符号 ejx 是 一 个 各 向 同性 张 量 ;任何 三 阶 各 
向 同性 张 量 4 都 可 写成 ceix ,其 中 6o 是 一 个 标量 . 

证 ” 设 u 与 局 为 任意 两 个 矢 基 . 则 

Wi 三 exuUjv. 

为 ;与 2; 的 撩 量 积 : 它 在 本 征 变换 集合 内 也 是 一 个 矢量 , 故 由 商 律 可 知 sx 为 一 张 
昔 ， 又 因为 在 数组 


Bn Bn Bn 
Ei 一 eB BB 一 Bis Bi Bir 
Bia Bs Bra 
之 中 ,如 果 i.j,k 取 值 两 两 不 同 , 晶 成 1,2,3 的 轮换 | 上 顺序 时 ,行列 式 值 为 1; 如果 i， 
j,k 取 值 两 两 不 同 , 且 成 3,2,1 的 轮换 顺序 时 ,行列 式 值 为 -1; 当 i.j.k 中 有 商 个 
以 上 指标 取 相 同 值 时 , 则 行列 式 至 少 有 两 列 元 素 相同 .行列 式 为 过 .于 是 我 们 有 
eik 二 Ei 
则 ex 为 一 各 向 同性 张 量 ( 逆 命 题 证 明 从 略 ). 
定理 3 06 .x6 +008 和 Bo 一 3 = ssnu 均 为 四 阶 各 向 同性 张 量 ; 
任何 一 个 四 阶 各 向 同性 张 量 Aini 也 均 可 表 成 
A = AGOm + AGO + rg) TY) — Sn). 
其 中 和 .LGv 为 标量 . 
证 ” 设 Ai 为 二 阶 张 量 , 则 由 于 
GjOuAy = Ap = Aix, 
可 知 Sj On 为 四 阶 张 量 . 又 因为 
3878w = 三 Om np inBiaB Bs 二 Bi aB Be, = = OijSn. 
可 知 8j6w 为 各 向 同性 张 量 . 其 余 两 部 分 的 证 明 是 类 似 的 (定理 后 六 部 分 证 明 
从 上 略 ). 
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本 前 将 以 连续 介质 假设 为 基础 ,确立 描述 流体 运动 的 一 般 数 学 方 法. 然后 . 根 
据 连续 性 的 要 求 ,进一步 阅 明 各 种 流动 特性 函数 所 应 具有 的 一 般 性 质 ,以 及 它们 之 
间 的 相互 联系 .本章 所 讨论 的 内 容 并 不 涉及 流体 的 动力 学 性 质 ,因此 ,所 得 结果 应 
是 对 所 有 流体 普遍 适用 的 运动 学 关系 . 


2.1 流体 运动 的 描述 


要 研究 流体 运动 的 规律 ,就 楼 建 立 描述 流体 运动 的 方法 .流体 力学 是 一 门 定量 的 
物理 科学 , 它 所 使 用 的 理论 分 析 方 法 ,主要 是 数学 物理 方法 . 就 是 说 ,一 切 流 动 过 程 都 
须 通 过 适当 的 数学 形式 加 以 表述 ,进而 采取 适当 的 数学 方法 进行 分 析 . 在 连续 介质 模 
型 的 理论 框架 下 ,这 种 数学 方法 就 是 连续 统 数学 的 分 析 方 法 .按照 这 种 方法 .流体 的 
运动 状态 及 其 演化 将 由 一 组 连续 洱 数 来 拱 述 .下 面 .我 们 就 从 数学 分 析 和 几何 图 像 等 
不 同 角 度 来 说 明 描述 流体 运动 的 一 些 基 本 方法 ,首先 介绍 的 是 两 种 分 析 方 法 . 

2.1.1 欧 拉 (Euler) 方 法 

这 种 方法 着 眼 于 流 场 空间 中 的 周 定点 , 它 将 各 个 时 刻 流 过 空间 任 一 同 定点 的 

流体 质点 的 某 些 物理 量 ,表示 为 该 点 位 置 r 和 时 间 * 的 函数 . 即 有 

qi: = qi(r.1), i = 1,2.3,.….n. (2.1.1) 
其 中 n 为 描写 流体 运动 状态 的 特性 函数 的 个 数 . q; 可 以 是 流体 的 速度 ,也 可 以 是 
温度 ,压强 等 热力 学 状态 变量 ,还 可 以 是 组 分 浓度 、 电 磁场 强度 等 化 学 物理 特性 也 
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数 .但 是 ,在 本 书 所 讨论 内 容 的 范围 内 ,这 些 物 理 量 只 包括 力学 量 和 热力 党 量 两 种 ， 

业已 指出 ,qi 应 理解 为 1 时刻 处 于 空间 国定 位 置 PCr) 处 的 那个 流体 质点 的 运 
动 变量 ;而 我 们 在 1.2 节 中 已 经 说 明 , 流 体质 点 是 占有 宏观 无 限 小 体积 SY 的 流体 
微 匹 .如 果 将 q;(r.1) 看 做 一 定时 刻 所 有 空间 点 上 运动 变量 值 的 全 体 , 它 所 给 出 的 
就 是 各 个 时 刻 流 场 的 全 景 图 . 由 于 是 欧 拉 首先 提出 了 描述 流体 运动 的 这 一 方法 ,所 
以 将 它 称 做 欧 拉 方法 或 欧 拉 表述 


2.1.2 ” 拉 格 朗 日 (Lagrange) 方 法 


另外 一 种 分 析 方 法 是 着 眼 于 确定 的 流体 质点 ,而 不 是 空间 的 国定 点 , 它 把 任 一 质 
点 在 运动 过 程 中 的 物理 量规 定 为 标志 该 流体 质点 的 矢量 变数 < 和 时 间 ft 的 丽 数 . 即 
qi = qi(é,1), i = 1,2,..n. (2.1.2) 
直通 理解 .任何 确定 的 体质 点 都 可 以 用 二 个 对 应 的 煞 (5 .所 5) 来 标识 它 , 比 
如 ,这 广 三 个 数 可 以 到 为 原 点 在 某 一 初 检 时 齐 所 在 位 置信 站 全 全 富 ， 
r(CP.1o). 这 样 .函数 9 (ED 实际 上 给 出 了 流 场 中 所 有 流体 质点 运动 过 程 中 相 
应 物理 量变 化 的 历史 .这 种 方法 称 为 拉 格 朗 日 方法 . 


2.1.3 ”两 种 表述 的 相互 变换 


应 该 指出 ,这 两 种 表述 方法 对 于 描写 流体 的 运动 是 完全 等 效 的 ,我 们 可 以 从 一 
种 表达 方式 叭 一 地 转换 到 另 一 种 表达 方式 .现在 就 来 说 明 这 一 点 
首先 ,我们 假设 已 经 给 出 流体 运动 的 拉 格 朗 日 表述 ,它们 的 一 般 形 式 为 


r= FE 站，P=PpED，O=005,1)， (2.1.3) 
其 中 了 为 流体 质点 在 在 上 时 刻 的 矢 径 ,p 和 2 分 别 为 压强 和 密度 ,由 于 
OX1, Xs, Xs) 
17 EE, EY (2.1.4) 


代表 同一 流体 质点 在 t 时 刻 和 16 时 刻 的 微 元 体积 之 比 ,因而 总 是 一 个 有 限 大 的 正 
数 , 所 以 一 定 存在 反 涌 数 


E = é(r,1). (2.1.5) 
某 一 -流体 质点 的 速度 为 其 矢 径 隔 数 r(,1) 对 时 间 的 偏 导 数 
_ /eary < 
o= (87), = 0é,0. (2.1.6) 
将 式 (2.1.5) 代入 式 (2.1.6)， 就 得 到 
v= DECr ii) = Dryi)， (2.1.7) 


这 就 是 网 拉 表 述 下 的 速度 场 .对 p(é,1) 和 2(6,7) 作 类 似 的 变换 ,就 给 出 欧 拉 表述 
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下 的 压强 场 和 密度 场 . ov(r,1),p(r,1) 和 2cr,t) 构成 了 流体 运动 欧 拉 表述 的 一 
般 形式 . 
反 过 来 ,如 果 我 们 假设 已 经 给 定 流动 的 欧 拉 表述 


D= vr,t), p= (r,t), P= 0OCr' ri)， (2.1.8) 
则 流体 质点 的 运动 轨迹 就 可 以 由 方程 
dr (r,t) (2.1.9) 
dt 
确定 . 设 方程 组 的 通 解 为 
Fi(xiv X22 Xat;C1rC2y, C3) = 0， i = 1,2,3, 
它 代表 所 有 质点 的 轨迹 曲线 族 .再 给 出 初始 条 件 
1 = to 时， r= &, (2.1.10) 


就 可 以 确定 出 通 解 中 的 积分 常数 
ci = ci 5 cs )， 1 = 1,2.3. 
将 它们 代入 通 解 的 表达 式 , 并 写成 显 式 后 有 


Xi = Xi(E€1,.6,,64,1), i = 1.2,3. (2.1.11) 
将 式 (2.1.11) 代入 式 (2.1.8) 中 的 p 和 w 的 琢 数 式 , 又 可 得 到 
p 一 P(C6 6 51)， 2 二 0(05 6 651) (2.1.12) 


式 (2.1.11) 和 (2.1.12) 就 是 流动 式 (2.1.8) 的 拉 格 朗 日 表述 . 

应 当 说 明 , 在 理论 分 析 中 常用 的 表述 方法 是 欧 拉 方法 .这 是 因为 ,在 表示 基本 物 
理 定律 的 流体 运动 方程 中 ,那些 表示 流体 质量 、 动 量 和 能 量 输 运 的 项 ,总 和 这 些 物理 
量 分 布 的 瞬时 梯度 即 空间 导数 百 接 关联 ,采用 表示 瞬时 流 场 的 欧 拉 方法 自然 显得 特 
别 方便 ,也 特别 适合 于 运用 场 论 .矢量 和 张 量 分 析 等 现成 的 数学 工具 . 当然 ,也 不 排除 
在 少数 情况 下 以 跟踪 流体 质点 进行 流动 分 析 更 为 适宜 ,此 时 就 应 采用 拉 格 朗 日 方法 . 


2.1.4 物理 量 对 时 间 1 的 物质 导数 与 当地 导数 


一 切 物理 规律 都 是 以 确定 的 物质 为 对 象 来 表述 的 ,因此 ,在 那些 表述 物理 定律 
的 分 析 表 达 式 里 ,常常 要 出 现 属于 其 流体 质点 的 物理 量 随时 间 的 变化 率 , 即 物理 量 
对 于 确定 质点 的 时 间 导 数 (例如 ,加 速度 a = dv/d7) .它们 不 同 于 这 些 物 理 量 在 固 
定 空间 点 上 的 时 间 导 数 . 为 此 ,在 欧 拉 方法 的 表达 式 中 ,专门 引进 了 一 个 运算 符号 
d/dt, 它 表示 某 确定 流体 质点 的 物理 量 随时 间 的 变化 率 , 称 为 该 物理 量 的 物质 导 
数 ;同时 ,将 欧 拉 表述 下 物理 量 函 数 对 时 间 的 偏 导数 , 即 空 间 固 定点 上 物理 量 的 时 
间 变 化 率 , 称 为 当地 导数 , 记 作 3731. 

利用 欧 拉 表述 和 拉 格 朗 日 表述 之 间 的 变换 关系 .我 们 很 容易 得 知 算 符 d/dt 的 
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数学 含义 .事实 上 .既然 d/dt 表示 相对 于 确定 流体 质点 的 时 间 导 数 . 它 就 应 当 足 用 
拉 格 朗 目 表述 意义 下 的 时 间 全 导数 (3780)5. 册 于 

gq = g(r.t) = drGs.r) tr、 
就 有 


于 是 .我 们 得 到 
= +(v.V)g. (2.1.13) 


上 式 人 这 的 第 -次 对 流 项 不 人 全 外 场 巾 ,质点 位 置 移动 对 物理 大 的 物质 
叶 间 导数 的 贡献 . 如 果 把 g， = 0 代 入 式 (2.1.13) .就 得 到 流体 质点 加 速度 在 欧 拉 
符 伺 下 的 表达 式 

dv dv 


= 一 -二 -一 十 . 2.1. ) 
a di 3 (D。Y)D (2.1.14 


2.1.5 流 线 . 迹 线 … 脉 线 

为 了 将 流动 的 数学 描述 转换 成 流动 图 像 ,人 们 引进 了 流 线 . 迹 线 和 脉 线 等 形象 
概念 . 

流 线 。 它 是 在 菜 一 确定 瞬时 流 场 中 的 
空间 曲线 族 , 该 曲线 族 的 每 一 条 曲线 .都 和 
曲线 上 每 一 点 的 该 瞬时 流体 速度 相 切 . 


流 线 方 程 为 
" drxv=0, (2.1.15) 
ri+dr 睹 、 ) | 
其 中 dr 为 流 线 的 微 元 线段 和 拓 姐 ,vw 为 该 微 
O 元 处 的 速度 矢量 (网 2.1). 2 1.15) 可 以 
图 2.1 流 线 图 等 价 地 写成 


dx dx: dxs 
Ul Ly bs 


方程 (2.1.16) 中 的 虐 频 看 做 营 登 数 ， 这 是 由 两 个 独立 的 关于 变量 {Xi ,xz ,xs} 的 微 
分 方程 组 成 的 常 微分 方程 组 ,其 通 解 代表 流 场 空间 中 一 个 双 参 数 曲 线 族 . 可 表示 成 
。， .34 ， 


= dy， (2.1.16) 


xsicvcoit =1.2.3. (2.1.17) 
这 里 曲线 以 参数 形式 表示 , 参数 s 可 以 选 作 沿 流 线 的 浙 长 ;ct 和 cs 是 方程 组 
(2.1.16) 的 积分 常数 .下 而 举 一 个 例子 加 以 说 明 . 

例 1 设 有 :流动 用 欧 拉 表述 给 定 如 下 


Di 二 CGI ,二 bx,t*. 


ta 二 CA 
县 中 ap:c 为 常数 . 
解 与 出 微分 形式 的 流 线 方程 
dx _ dx 2 dx 2 
0 = sl 
夫 中 ;为 参 变 数 , 积 分 得 
Xl = Ce X= Ce, X= Cae' 
也 可 以 直接 用 作为 参 变 数 . 这 时 .上 和 式 写成 
Xe 
其 中 4d， = 二 sd = - C3 zt 被 看 成 是 常数 . 


] 

如 果 速 度 场 必 不 随时 间 改 变 , 即 2 =0. 则 流 线 族 也 不 随时 间 改 变 . 这 样 的 
流动 称 为 定常 流动 :看 则 ,就 称 为 非 定 常 流动 .定常 流动 用 一 幅 流 线 图 就 吓 以 表示 
出 流 场 的 全 貌 .因此 ,用 流 线 米 表示 定常 流动 显得 下 有 意义 . 

人 迹 线 。 它 是 指 确定 的 流体 质点 在 时 间 过 程 中 运动 的 轨迹 . 
对 于 -个 给 定 的 速度 声 2 (xix ,x1) :其 迹 线 出 常 微分 方程 组 
本 = nt), i= 1,2,3 C2.1.18) 
确定 . 迹 线 方程 和 流 线 方程 不 同 的 是 ,这 里 1 是 


是 一 个 白 空 量 , 因 而 式 (2.1.18) 是 由 
:个 独立 微分 方程 组 成 的 方程 组 . 迹 线 也 就 是 一 个 二 参数 的 昌 线 族 


Xi = Xi(tyClrCs Cy), i= 1.2.3. (2.1.19) 

容易 证 明 . 在 定常 情况 下 ,任何 一 个 流体 质点 的 迹 线 .同时 也 是 一 条 流 线 . 即 质点 总 

是 沿 着 不 随时 间 变 化 的 流 线 运动. 
脉 线 


是 指 运动 流体 中 用 下 述 方法 作成 的 一 种 "染色 线 ”: 在 流 场 中 的 一 个 国 
定点 处 ,用 某 种 装置 (尽量 小 .而 不 致 对 所 要 考察 的 流动 发 生 明显 干扰 ) 连续 不 断 地 
对 流 经 该 点 的 流体 质点 染色 ,许多 染色 点 形成 的 一 条 纤细 色 线 , 称 为 脉 线 . 

在 任意 时 刻 71, 过 固定 染色 点 PCr,) 的 脉 线 . 是 首尾 分 别 为 rCPm pr) 和 六 的-- 
条 曲线. 芯 中 rCm iD) 是 1 = 0 时 刻 流 过 ro 的 质点 华工 时 刻 所 处 的 位 置 矢量 .进而 


。， 3D 。 


可 知 1 ， :天际 全 下 的 任何 -点 .部 是 在 时 间 区 间 (0,r) 中 的 某 个 中 间 时 刻 s 通过 r。 
点 的 质点 .在 上 时 刻 所 到 达 的 位 置 . 如 果 运 用 拉 格 朗 日 学 标 ECro ,5) 来 表示 上 时刻 
处 于 位置 的 质点 在 1 = 0 时 刻 的 位 置 , 则 :时刻 的 脉 线 方 程 可 写成 
xX; = YiCECro ys).r)， 0< sl, (2.1.20) 
其 中 xw 和 + 应 视 为 常数 ,s 为 参数 . 
现在 .我 们 用 一 个 统一 的 例子 米 说 明 流 线 、 迹 线 和 脉 线 的 区 别 . 
例 2 假设 一 个 非 定常 流动 的 速度 场 表示 为 


六] 


V1 一 1+1t° vy = Xs, v= 0. 
它 在 任 一 确定 时 刘 1 的 流 线 微分 方程 是 
dxi 一 入 1 dx = x dxs 一 0 
ds 1+ ds ”ds ， 


大 中 8 为 参 变 数 .7 为 常数 .容易 解 出 工时 刻 的 流 线 为 
XI 一 Cerrocr，X3 = das. 


在 xa = 常数 的 六 面 内 ; 流 线 方程 可 写成 

Xs /XL 
das (2) 
其 中 xl = qi 和 x = ay 是 流 线 所 经 过 的 一 点 .我 们 画 出 上 = 0 和 7 之 0 时 ,通过 
点 xi = Xs = 0 的 两 种 流 线 图 .如 图 2.2 所 示 . 


图 2.2 流 线 图 (x! = x, = 0) 


同一 流动 的 迹 线 微分 方程 为 
dx1 _ _XI dxs _ x dx; 0 
di l+1” di 2 dt . 


其 通 解 吨 9. 


xl = (1 + 1)., Xs = Ee!, Xs 二 564. 
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在 xs = 常数 的 平面 内 , 迹 线 是 指数 曲线 族 

Xs = 6oe007505， 
其 中 以 二 é) 和 xs 二 €, 是 质点 的 初始 位 置 . t 二 0 时 刻 通 过 寸 不 同 点 的 迹 线 ， 如 图 2. 3 
所 示 . 


写 出 迹 线 方程 的 反 消 数 : 


6 二 二 €, 三 Xe '， 6, 一 XI, 
骨 将 €(r,1) 中 的 r Drol(xos Xo X03) 代 换 .t 以 s 代 换 , 即 有 
6 Te 65。 = Xoze *, £3 = Xn. 
把 它们 代入 迹 线 方程 x; = x;($,1) ,就 得 出 1 时 刻 的 脉 线 方程 
T 工 十 了 ti-s 


X2 = XE , X3 三 X03. 


或 者 写成 
和 2 二 Xuwe''!exp[ 一 (1 十 1) Xo/ xi |]， 


其 中 应 看 成 常 参 数 , ro( xo » X02» X03 ) 是 脉 线 的 染色 点 (参看 图 2.4). 


XxX, 流 线 (1,>0) 


图 2.4 上 脉 线 图 


2.2 ”速度 分 解 定理 涡 量 和 应 变速 率 


在 连续 性 假设 下 ,流体 中 任何 一 点 的 运动 和 处 于 其 极 小 邻 域内 的 其 他 质 
点 的 运动 ,存在 着 一 和 间 这 的 运动 联系 分 可 近 质 点 运动 之 间 的 这 种 联系 .有 
。37 。 
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动 丁 揭示 流体 速度 场 的 结 | 站 体 的 内 应 力 和 速度 场 之 问 的 关系 .有 
着 重 些 的 意义 .本 节 就 米 讨 论 可 题 . 


2.2.1 赫 姆 霍 北 (Helmholtz) 速 度 分 解 定 理 


设 P 为 流体 中 一 个 确定 的 流体 质点 .为 P 点 邻 域内 男 一 个 任意 的 流体 质点 ， 
我 们 来 荔 察 同一 时 刻 这 两 个 质点 运动 速度 之 间 的 关系 .将 P 和 0Q 的 位 输 矢 量 分 别 
记 作 7 和 r', 速 度 矢 便 分别 记 作 v 和 vw , 则 
Sb = D —v. Sr=r -r (2.2.1) 
分 别 为 @ 相 对 于 P 点 的 速度 和 位 置 拓 量 ( 风 图 2.5). 
上 由 连续 性 假设 ,可 以 在 一 次 近似 下 写 出 它们 之 间 的 
关系 式 
sw = (Sm) Br. (2.2.2) 
OXj /Pp 
其 中 6x; 为 Sr 的 分 其 ,60; 为 Sb 的 分 量 ， 
偏 导 数 52 是 一 个 一 阶 张 量 , 它 可 以 分 解 为 对 


称 张 基 与 反对 称 张 基 之 利 
ou; 1 (9 908) 1] ,9 eu 


Er (2.2.3) 
记 
ey = BE 9) Q, = (9 2)， (2.2.4) 
则 有 
Ov; = ecjoxi — Qi0xX). (2.2.5) 
I QQ; =— 025 可 知 
Qu = QQ» = QQ = 0, 
QQ = =- fy Qa = (1. 
忆 Qs = df = a 0 局 以 上 结果 可 以 写成 
本 = Eijk. (2.2.6) 
作 运 算 ew0Q5 ,有 
EQ = ss = (Odn — xj)axr = 3d ~ dr = 2ai. 
划 
Qi 二 SF en (2.2.7) 
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将 式 (2.2.6) 代入 式 (2.2.5), 得 到 


SU; = ejOXj; — EIA krOXj. 
写成 矢量 形式 为 

SU = ep* rt+apr Xr. (2.2.8) 
这 一 表达 式 就 称 为 林 姆 霍 益 迷 度 分 解 定理 .注意 到 是 一 个 动 点 , 式 (2.2.8) 的 60 


与 Sr 都 是 变量 ,而 er 和 ar 是 参考 点 P 处 的 值 ,因而 是 常量 .利用 这 一 事实 ,我 们 将 
来 说 明 赫 姆 霍 效 定 理 的 物理 意义 . 


2.2.2 凋 量 


首先 ,我 们 来 考察 式 (2.2.8) 右边 的 第 二 项 . 大 家 知道 ,在 刚体 的 定点 转动 中 ， 
刚体 中 任意 一 质点 的 速度 为 
v= vo+axr,. (2.2.9) 
其 中 vo, 为 定点 的 运动 速度 ,a 为 刚体 转动 的 角速度 ,r 是 动 点 相对 于 定点 的 矢 径 . 
反 过 来 说 ,如 果 一 个 质点 系 中 ,质点 的 速度 可 写成 式 (2.2.9) 的 形式 ,其 中 a 为 一 常 
矢量 , 则 该 质点 系 的 运动 必定 是 绕 某 一 点 的 刚体 式 转动 .由 此 可 知 , 式 (2.2.8) 第 二 
项 是 表示 已 点 无 限 小 领域 内 的 流体 ,围绕 已 点 作 刚 体式 转动 所 产生 的 相对 速度 . 转 
动 角速度 为 


1 1 OVUK 1 


Qi = Dem = Fem ax, 即 a=5V Xov. 


2 
流体 力学 称 
w= rotv=VYxov (2.2.10) 
为 流体 运动 的 涡 量 .可见 , 涡 量 是 流体 微 团 绕 其 内 部 一 参考 点 作 旋 转运 动 的 角速度 
的 二 倍 (参见 图 2.6) .现在 回头 再 看 式 (2.2.8) , 那 就 不 难 猜 到 ,该 式 右 边 的 第 一 项 
必定 与 P 点 领域 内 的 流体 微 团 变 形 运动 有 关 . 
2.2.3 ”应 变速 率 张 量 
现在 ,我 们 来 详细 阐明 式 (2.2.8) 第 一 项 的 物理 意义 . 应 该 弄 清 楚 的 是 ,该 项 是 否 
为 流体 微 团 纯 变 形 运动 的 全 部 贡献 ,并 且 要 指明 张 量 ey 的 每 一 个 分 量 的 物理 含义 . 
首先 来 研究 ej 的 三 个 对 角 线 分 量 .为 此 ,我 们 须 写 出 图 2.5 中 物质 线 元 PO 的 
长 度 表 达 式 . 线 元 长 度 是 一 个 标量 , 它 在 所 考察 的 时 刻 表 示 成 8s = V6x;。，6x;. 对 
于 始终 由 同一 批 流体 质点 所 组 成 的 物质 线 元 来 说 , 它 的 长 度 应 当 只 是 时 间 的 函数 ， 
因此 可 以 计算 其 在 该 瞬时 的 时 间 变 化 率 d(8s)/di .不 难得 出 
。 39 。 
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A 2 一 d 从 二 dd A 从 
dr (os) = 26s di ds) 1 SXiOXi) 
-23r dsr) = os0 (dc 
= 26x; di SX) = 26x.0( ) 
但 dxi/dt = vi; ,因此 有 
dxiy_ 、 _ /9v 
5)= ovUi 二 (3 ) ax 
将 它 代 入 前 一 个 式 子 的 右边 ,然后 同时 以 2(8s) 除 两 边 . 即 得 
工 dsy (Ou) di dx ,dxi .di ， 
303) (3 ) ds ds "ds ds’ ‘2.2.11) 


这 里 ,我 们 已 经 利用 了 哑 标 可 以 任意 更 换 的 性 质 . 
在 式 (2.2.11) 中 ,dxi/ds 是 物质 线 元 PO 的 方向 余弦 . 如果 我 们 将 PO 取 成 沿 
Xx! 轴 方 向 , 则 有 


dx; ~ d , ~ 
ds on 这 = On 
代入 式 (2.2.11) 后 ,得 到 
二 (0s) = ejn6n = eu. 


于 是 我 们 得 知 , 张 量 ej 的 第 一 个 对 角 线 元 素 eil ,就 是 过 尸 点 且 与 xl 轴 方 向 平行 的 
理 意 义 .es 的 三 个 对 角 线 被 称 为 正 应 变速 率 分 量 . 


Sx 


5SD St=e, Sx Sr 


图 2.6 微 团 作 刚体 式 旋转 图 2.7 微 团 在 x 方向 的 相对 伸 长 


下 面 .我 们 再 米 研 究 ey 张 重 的 非 对 角 线 分 量 . 为 此 .由 已 点 引 两 条 不 同方 向 的 
物质 线 抱 PO 和 PR , 共 相 对 失 答 分 别 记 为 8r 和 Sr , 夹 角 记 为 9, 于 是 ,我 们 可 以 写 
* 40， 
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出 这 两 个 矢量 的 标 积 
Si，Sxci = 8S5S。8Ss cos0， 
其 中 8s 和 6s 为 线 元 PO 和 PR 的 长 度 . 对 于 两 个 交叉 的 物质 线 元 ,其 长 度 和 夹 角 
都 只 是 时 间 的 函数 ,因此 ,我 们 可 以 求 出 上 述 标 积 的 时 间 导 数 
是 (ss 。8s'cosg) = cos0| 88 Gs) + Bs as ]- 8s .8s sin0 0. 
该 导数 又 可 以 表示 成 另外 一 种 形式 


day sr Ar dos TSr ds 
(OX; « xX;) OX; Hi OXi) + OX rt dX) 


di 
一 Sx;8SD 二 SX OU; 
一 2ej8Sxi8X7 
由 此 得 到 
dxi dx 工 d dl 小 1 .nodb ， 
2ej 全 下 = cosb| 二 (ds) + ds ) | sing 和 (2.2.12) 
现在 ,我 们 将 PO 取 成 平行 于 x 轴 , 将 PR 取 成 平行 于 xz 轴 , 即 有 
d i ~ f ~ 


将 它们 代入 式 (2.2.12) ,就 得 到 
(2.2.13) 


于 是 ,我 们 得 知 :如 果 在 流体 中 过 尸 点 引 平 行 于 fl 和 
x; 轴 的 两 条 物质 线段 元 , 则 ej 是 它们 之 间 夹 角 在 音 
位 时 间 内 减 小 值 的 一 半 ( 见 图 2.8) .类似 地 ,也 可 以 
知道 ez 和 es 的 物理 意义 .所 以 , 张 量 ey 的 非 对 角 
线 分 量 被 称 为 剪 切 应 变速 率 分 量 . 

经 过 以 上 分 析 , 我 们 可 以 断定 , 张 量 ej 确定 了 2 
流 场 中 各 点 局 部 变形 运动 的 全 部 特征 . 因此 , 它 被 称 | 
为 应 变速 率 张 量 . 


2.2.4 ”体积 应 变速 率 


应 变速 率 张 量 ej 的 三 对 角 线 分 量 之 和 er 是 一 
个 标量 ,我 们 来 分 析 这 个 标量 的 物理 意义 . 
考察 一 个 运动 的 流体 质点 已 , 它 的 微 元 体积 SY 随时 间 而 变化 ;x; 和 5; 是 该 质 


2.8 ” 微 团 作 剪 切 变形 


。41 。 


流体 力学 OOOOODOODG DG 


点 的 欧 拉 坐标 和 拉 格 朗 日 坐标 ,并 将 5 取 成 它 在 某 一 初始 时 刻 ! = to 的 位 置 矢量 . 
于 是 有 


SV _ OQO(x1,X»,X;) 
SVo OC(E1 ,6,, 6 ) 二 /二 0 


其 中 8V。 是 流体 微 元 在 to 时 刻 的 体积 .该 流体 元 在 t 时 刻 体积 相对 膨胀 的 速率 为 


GOV) = a ;Y. (2.2.14) 
容易 证 明 , 雅 可 比 行列 式 (Jacobian) 的 导数 等 个 行列 式 之 和 ,其 中 每 一 个 行列 
式 都 是 雅 可 比 行列 式 中 某 一 行 元 素 求 导数 得 到 的 行列 

= at, 
并 有 
王强 ) 十 ( 澡 ) 二 (起 ) 
J = OX2 Ox» OXy , 
25 5， O53 
ax Axa Ea 
O51 5 D55 
以 及 J 和 J 的 类 似 表达 式 
利用 
4 各 ) -这 ( 芝 )- 和 驶 - 吉 妇 
中 可 以 展开 为 
GOVI1 OKI OKl OXY QQXx2 OxX2 Oxs Di AX3 
Bf! Of, 55 Of Of 06 of! OF: 6; 
/= OVI| OX ar OX;» + 901 Qxy Ox» ar + 9 OXs OX» Ox: 
Oxil| Of: Qf, 06 Dr | Of! Of, 96; Oxs| OF! Qf, 06 
OX OXs OxXs Xs Ga Xs OXs3 OX» OXs 
D5 Of, O68; OE 5, 08; OOS! 06, EE 3 
由 于 上 了 式 右边 的 后 两 个 行列 式 有 两 行 元 素 相 同 ,其 值 为 零 , 故 有 
v 
1 = 130). 
于 是 .我 们 得 到 
$=/ (Fe)= /ee (2.2.15) 
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代入 式 (2.2.14) ,可知 
ep; = CV). (2.2.16) 


因此 ,应 变速 率 张 量 三 对 角 分 量 之 和 ej, 表示 流体 微 元 在 单位 时 间 内 的 体积 相对 
膨胀 率 . 


2.3 ”由 涡 量 和 体积 应 变速 率 确 定 速度 场 


涡 量 和 应 变速 率 是 流体 力学 中 两 个 极其 重要 的 运动 学 概念 ,因为 它们 和 流体 
中 进行 的 动力 学 过 程 有 着 十 分 密切 的 联系 .这 一 点 ,将 随 着 本 书 内 容 的 展开 逐步 地 
显示 出 来 .就 运动 学 范畴 来 说 ,我 们 已 在 上 节 通 过 这 两 个 量 揭示 了 流体 运动 的 局 部 
结构 特征 ,本 节 则 要 阐明 涡 量 和 应 变速 率 存 描述 流 场 总 体 结构 上 所 具有 的 重要 


2.3.1 速度 场 的 总 体 分 解 


矢量 分 析 理 论 告 诉 我 们 ,任何 一 个 三 维 空间 中 的 矢量 场 u(x,y,z;1) 都 可 以 
分 解 为 三 部 分 之 和 
UL = Us+u,+t+ui, (2.3.1) 
其 中 wu,,u, 和 wj 分 别 满足 下 列 条 件 
Vu;=V*u,V Xu,=0, 
De 
V+*u:= 0, Vxu,=0. 
特别 地 ,对 于 流体 速度 场 来 说 ,如 果 记 A =V .po=VXxD, 由 上 述 定理 可 
知 , 流 体 速度 场 总 可 以 看 成 三 部 分 贡献 的 迭 加 :第 一 部 分 是 流体 体积 应 变速 率 
A 的 贡献 ;第 二 部 分 是 流体 涡 量 场 w 的 贡献 ;第 三 部 分 则 是 除去 流体 涡 量 和 体 
积 变 化 后 的 纯粹 形状 改变 的 贡献 . 这 种 分 解 的 意义 在 于 , 它 不 仅 揭示 了 流 场 总 
体 结构 上 的 某 种 特性 ,而 且 也 为 从 数学 上 求解 某 些 流体 力学 问题 提供 了 一 条 
重要 的 技术 途径 . 
对 于 上 述 结果 ,可 以 作 这 样 的 物理 解释 : 流 场 中 分 布 的 体积 应 变速 率 A 和 涡 量 
,都 可 以 看 成 是 引起 流体 运动 的 不 同类 型 的 “扰动 源 ”. 由 于 流体 运动 的 连续 性 ， 
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这 些 扰动 不 仅 对 当地 流体 的 运动 发 生 作 用 ,而 且 会 影响 到 整个 流体 的 运动 . 如 来 流 
体 的 运动 还 受到 其 他 内 素 ( 例 如 边界 ) 的 十 扰 , 这 种 十 扰 就 构成 了 上 述 分 解 中 的 第 
二 部 分 贡献. 这样, 合乎 财 辑 的 问题 就 是 ,每 一 种 扰动 所 引起 的 速度 场 , 应 该 怎样 来 
人 确定 ?或 者 说 ,如果 已 经 知道 流体 的 涡 量 和 体积 应 变速 率 分 布 ,以 及 流动 的 茶 些 外 
部 条 件 ,如 何 确 定 流 场 的 速度 分 布 ? 


2.3.2 ”无 旋 有 源流 动 


首先 ,我 们 来 考察 由 分 布 的 体积 应 变速 率 所 诱导 的 流动 , 即 假设 函数 ACx,y， 
z,1) 为 已 知 , 求 单独 由 它 所 产后 的 速度 场 0;. 
根据 条 件 V Xx v，= 0, 可 以 引入 一 个 标量 函数 9(x.y,z,1). 使 得 
Uv, = V9, (2.3.3) 
这 个 标量 两 数 称 为 (对 应 于 v, 的 ) 速度 势 .将 式 (2.3.3) 代入 式 (2.3.2) 的 第 一 个 
表达 式 ,就 得 到 9, 满足 的 方程 
, ap， OP, , 99， 
Ve et 3 :3 
这 就 是 熟知 的 泊 松 (Poisson) 方程 , 非 齐 次 项 中 的 变量 ! 应 看 做 参数 .注意 到 o 不 
含 涡 量 和 其 他 扰动 源 的 贡献 , 式 (2.3.4) 就 应 当 在 无 界 域 中 求解 (上 面 已 经 说 到 , 边 
界 也 是 一 种 干扰 源 ) ;并 且 . 物 理 上 有 意义 的 是 ,扰动 源 A(x,y,z,1) 只 能 在 空间 有 
限 大 区 域 中 存在 , 它 对 应 于 无 穷 远 处 速度 趋 于 零 的 情形 , 即 要 求 满足 边界 条 件 : 


= ACC yz 1)， (2.3.4) 


im | vo, | = 0. (2.3.5) 
无 界 域 中 泊 松 方程 满足 远 场 齐 次 边界 条 件 (2.3.5) 的 解 为 
lACr ,MD) in a 
grt) = ll dV, (2.3.6) 
此 中 


srr)= [Cr-r).(r- rr) 


- - . (2.3.7) 
(一 YY 
于 是 ,我 们 立刻 得 到 速度 的 表达 式 
vw.(r.1) = V9, = 1 i QCr Dr pdV.. (2.3.8) 
4x Ny 


特别 地 ,如 果 A(r',1) 是 一 个 狄 拉克 (Dirac) 8 陋 数 . 即 ACr ,1) = 58(r 一 ro), 其 
中 mr 为 一 常 矢量 , 则 利用 5 函数 积分 的 运算 规则 可 以 得 到 
1 


Pm) CT 


(2.3.9) 
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六 一 六 
4nsi Cr,ro) 
这 种 流动 称 为 三 维 点 源 , 源 的 强度 为 单位 值 , 源 的 位 置 在 r = rm 处 ,该 处 的 速度 具 
有 3 的 奇 性 . 


2.3.3 ”无 源 有 旋 流动 


我 们 再 来 考察 由 分 布 的 涡 量 所 诱导 的 流动 . 此 时 ,w(x,y,z,1) 是 一 个 已 知 函 
数 , 要 确定 单纯 由 它 所 诱导 的 速度 场 v,. 
根据 条 件 Y 。，v, = 0, 可 以 引入 一 个 矢量 势 函 数 A(x,y,z,1), 使 得 
v.=V XxAh, (2.3.11) 


vos (rst) = (2.3.10) 


从 而 有 
Vxv.=VYXVxXA=V(V .A)-VA= w(x,y,z,1). 

但 是 ,满足 方程 (2.3.11) 的 矢量 函数 不 是 唯一 的 ,比如 ,不 难看 出 ,只 要 在 任何 一 个 
满足 方程 (2.3.11) 的 函数 A 上 .再 加 男 一 个 矢量 限 数 B(x,y,z,71), 它 满足 VxB 
= 0, 则 A + B 就 仍然 满足 方程 (2.3.11). 于 是 ,我 们 就 叮 以 适当 选择 B 函数 ,使 得 
yy，B = 一 V，A, 这 样 构 成 的 新 矢量 消 数 A + B 不 仅 满足 式 (2.3.11), 而 且 散 度 为 
零 .将 这 个 新 函数 仍旧 记 作 4 ,就 得 到 一 个 矢量 泊 松 方程 

ViA=- wx,y,zZ.1). (2.3.12) 
同样 ,我 们 感 兴趣 的 仍然 是 (2.3.12) 在 无 界 域 中 的 解 ,并 且 要 求 存 无穷 远 处 满足 边 
界 条 件 

lim VY xXxA=0. 


lr 
利用 前 面 的 结果 ,立刻 可 以 写 出 这 样 的 一 个 特 解 
Ar,D) = 二 | Or ,Day (2.3.13) 
dry SCrr ) 


这 里 需要 指出 的 是 ,所 构成 的 特 解 (2.3.13) 是 否 满足 条 件 V .A4 = 0, 仍 是 需要 加 
以 检验 的 .为 此 ,我 们 有 


vV.A-= 直上 v(3): wr dV 
= 让 上 | v (=): wr ,DdV, 
其 中 VV 和 VV 分 别 表 示 对 自 变 量 r 和 r 的 梯度 算 符 .注意 到 V ，w 二 0, 就 可 得 到 
加 1 / ao” / 
a (av 
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其 中 pd 二 r,t 
但 是 了 页 中 ,流动 区 域 可 能 是 一 个 有 界 域 2 ,将 它 的 边界 记 作 5 ,上 面 
积分 式 的 积分 域 应 到 为 2. 利用 格林 (Green) 定理 ,体积 分 可 以 改写 成 一 个 曲面 
积分 
V.A=- ml CL RY 


其 中 n 是 边界 面 的 外 法 向 单位 矢量 . 可见, 要 使 得 V。，A = 0, 充 分 条 件 是 在 $ 上 满 
足 w = 0 或 @ | n. 如 果 这 些 条 件 得 不 到 满足 ,我 们 还 可 以 通过 5 将 w 向 原 定 义 域 
外 部 作 解 析 延 拓 , 并 在 一 个 扩大 域 2 的 边界 上 使 上 述 条 件 得 以 满足 .这 样 , 延 拓 后 
的 函数 @ 就 能 保证 Y， A = 0, 并 且 仍 能 在 原 流动 区 域 上 满足 方程 (2.3.12). 至 于 
@ 的 解析 延 拓 对 式 (2.3.13)( 积 分 域 为 2') 定义 的 速度 场所 产生 的 多 余 真 献 , 可 以 
在 第 三 部 分 vi 的 求解 中 ,通过 修正 边界 条 件 而 得 到 补 途 . 

市 式 (2.3.13), 可 以 写 出 涡 诱 导 速 度 的 表达 式 


1 1 te 
ob (Cryi) = | vr (ss) oer .Dav = dy, 


(2.3.14) 
这 就 是 毕 奥 - 沙 瓦 (Biot-Savart) 公式 的 一 般 表述 


2.3.4 ”无 源 无 旋 流 动 


无 源 无 旋 流动 理论 ,是 经 典 ee 内 容 最 丰富 的 -个 组 成 部 
分 ,后 面 还 将 有 若干 章节 对 其 作 进一步 的 展开 叙述 ,这 里 只 是 在 速度 场 分 解 的 意义 
上 给 予 初步 的 说 明 . 

因为 ww 同时 满足 方程 

VD=0 和 Vxwv,=0, 
那 就 不 但 可 以 引进 标量 速度 势 p,(x,y,z,1) ,而 且 可 以 使 它 满足 简单 的 拉 普 拉 斯 
(Laplace) 方程 
Vp, = 0. (2.3.15) 

现在 的 问题 是 ,为 了 求解 一 种 确定 的 流动 ,如 果 已 经 知道 了 流 场 的 体积 应 变速 率 和 
涡 量 分 布 ， 并 且 也 已 又 求 出 了 它们 二 者 对 速度 场 的 贡献 v,。 和 vv, 应当 如 何 确定 无 
源 无 旋 流 动 01? 

要 获得 拉 普 拉 斯 方程 (2.3.15) 的 确定 解 ， 必须 提供 适当 的 边界 条 件 . 在 流体 力 
学 问题 中 ,大 多 采用 第 二 类 边界 条 件 , 即 给 定 边 界 曲面 $ 上 的 法 向 速度 分 量 ww .在 
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前 述 分 解 形式 下 ,法 向 速度 表示 成 


= (V+ Vv.+ vv) nn. 
因此 ,方程 (2.3.15) 的 边界 条 件 为 
vi n= St = vr (vtv en, res. (2.3.16) 
如 果 问 题 中 的 流 场 延 伸 到 无 穷 远 , 则 还 需 增 加 无 穷 远 处 的 边界 条 件 
lim | YY | = 0. (2.3.17) 


这 里 采用 的 参考 系 是 和 无 穷 远 处 的 未 扰动 流体 相同 连 的 .方程 (2.3.15) 连同 边界 
条 件 (2.3.16) 和 (2.3.17) 构成 了 适 定 的 数学 问题 . 这 类 问题 在 某 些 简单 形状 的 边 
界 下 ,可 以 求 得 解析 解 ; 对 于 复杂 边界 ,只 能 用 数值 方法 求解 .关于 无 源 无 旋 流 动 在 
各 种 具体 情况 下 的 求解 问题 ,在 以 后 有 关 章 节 中 还 要 讨论 . 


2.4 涡 线 . 涡 管 . 涡 丝 . 油层 


在 许多 有 实际 意义 的 流动 问题 中 , 涡 量 往 往 集 中 分 布 在 流 场 的 某 些 局 部 区 域 ， 
这 些 区 域 的 尺度 要 比 整 个 流 场 的 尺度 小 得 多 . 在 这 些 区 域 之 外 , 涡 量 几乎 等 于 零 ， 
如 用 数学 的 语言 叙述 ,也 就 是 涡 量 值 在 流动 区 域 的 某 些 昌 线 或 曲面 上 出 现 峰值 或 
奇 性 ,在 峰值 附近 涡 量 急剧 地 衰减. 这 种 现象 常见 于 低 黏 性 流动 的 固 壁 边界 近 劳 ， 
在 流 场 内 部 有 时 也 会 出 现 ,龙卷风 就 是 一 个 典型 的 例子 . 当 涡 量 呈 现 这 种 奇 性 分 布 
时 , 涡 诱导 速度 的 计算 可 以 大 大 简化 . 这里, 我们 先 对 涡 量 场 的 运动 学 特性 作 一 些 
进一步 的 讨论 ,然后 在 此 基础 上 ,建立 涡 丝 和 涡 层 这 两 个 概念 ,给 出 在 这 两 种 奇 性 
分 布 的 情况 下 , 涡 诱导 速度 的 简化 计算 公式 . 


2.4.1 涡 线 和 涡 管 


涡 线 这 个 概念 ,其 定义 类 似 于 流 线 , 是 指 在 任 一 确定 时 刻 流 场 中 的 一 族 曲线 ， 
曲线 上 每 一 点 的 涡 量 四 都 和 曲线 在 该 点 的 切线 方向 重合 .因此 , 涡 线 是 常 微 分 方 
程 组 


一 二 = 一 (2.4.1) 
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的 积分 曲线 族 ,w,,w、 和 w: 是 w 的 三 个 分 量 

如 果 在 流 场 中 任 取 一 条 可 收缩 的 回 线 ,过 该 回 线 上 每 点 都 引 一 条 涡 线 . 只 要 
回 线 不 是 一 条 涡 线 ， 所 引 涡 线 的 全 体 就 形成 一 一 个 管状 曲面 , 称 为 涡 管 . 所 谓 可 收缩 
的 回 线 , 是 指 流 场 中 的 这 样 一 种 封闭 曲线 , 它 能 经 过 不 断 变形 收缩 到 一 点 ,而 不 通 
过 流 场 以 外 的 区 域 . 单 连通 区 域内 的 每 一 条 封闭 曲线 都 是 可 收缩 的 回 线 , 多 连通 区 
域 则 不 一 定 如 此 . 

一 个 曲面 去 截 涡 管 , 并 使 该 曲面 和 涡 管 上 的 每 一 根 涡 线 都 相交 ,就 截 得 一 条 
可 收缩 回 线 .我 们 把 截 得 的 回 线 记 作 C, 把 曲面 落 在 涡 管 内 的 部 分 记 作 5, 作 5 面 上 
的 曲面 积分 


T= ks nds, (2.4.2) 
其 中 为 5 面 的 法 向 单位 矢量 ,该 曲面 积 分 就 称 为 曲面 5 的 涡 通 量 .利用 斯 托 克 斯 

(Stokes) 定理 ,我 们 有 
站 v .tdl = | .ndS =T, (2.4.3) 
其 中 上 是 曲线 C 的 切线 单位 矢量 ,并 且 ， 1 与 n 成 右手 螺旋 关系 .所 以 ,了 也 称 为 曲线 
C 的 速度 环 量 . 下面, 我 们 将 要 引出 一 条 重要 结论 ;对 于 一 个 确定 的 涡 管 , 它 的 任何 
横 截面 上 的 涡 通 量 是 一 个 常数 丁 , 该 常数 称 

A 为 涡 管 强度 . 

s. 事实 上 ,如 果 在 一 根 涡 管 上 任意 作 两 个 
EN 横 截 面 S) 和 52, 让 51,$S。 和 涡 管 的 侧面 4 


构成 一 个 封闭 曲面 2( 见 图 2.9). 由 于 涡 量 


图 2.9 涡 管 场 是 一 个 无 散 度 的 矢量 场 , 即 YVY .ww 二 0， 
由 散 度 定理 ,我 们 有 
tho dy， mdy = 0， (2.4 .4 


其 中 加 为 三 所 围 成 的 区 域 . 注意 意 到 在 涡 管 面 4 上 有 wm = 0, 就 得 到 

| nds = 0. 
其 中 $1 和 $2 两 个 面 上 的 外 法 和 撩 nn 是 相 背 的 .如 果 把 n 都 取 成 沿 w 的 方向 , 则 上 式 
变 成 


| ,nds = | .ndS 十， (2.4.5) 
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这 就 是 所 要 证 明 的 结果 .并 县 ,由 此 可 以 推 斯 , 涡 线 和 涡 管 都 不 能 在 流体 内 部 中 断 ， 
2.4.2 涡 丝 


现在 ,我 们 来 研究 带 有 奇 性 的 涡 量 分 布 问题 . 

第 一 种 重要 情况 是 , 涡 量 在 某 一 条 空间 曲线 上 发 生 奇 性 . 就 是 说 ,在 这 条 
遇 线 的 某 个 极 小 邻 域 内 (该 邻 域 的 横向 线 尺 度 远 远 小 于 沿 曲线 方向 的 线 太 
度 ) , 涡 量 出 现 很 大 的 值 ; 在 该 邻 域 之 外 , 涡 量 值 迅 速 下 降 到 零 . 显然 ,这 条 曲线 
必须 是 一 条 涡 线 ,否则 涡 线 就 会 横 穿 该 邻 域 而 进入 外 部 区 域 , 那 里 的 涡 量 就 不 
为 零 , 这 和 已 给 定 的 假设 发 生 了 矛盾 .由 此 可 见 , 涡 量 显著 不 为 零 的 区 域 ,可 以 看 
成 是 由 一 个 模 截面 极 小 的 涡 管 所 围 成 ,该 涡 管 的 强度 为 一 有 限 大 值 . 

这 种 流动 可 以 进一步 用 一 个 简单 的 数学 模型 作 近 似 描述 . 我们 把 涡 管 的 模 截 
面积 记 作 85, 把 8S 上 涡 量 值 的 平均 数 记 作 w ,并 把 涡 管 强度 w85 记 作 本 .然后 取 一 
个 极限 : 令 88 ->0,w > % ,并 保持 w8S = 了 = 常数 ,此 时 涡 管 就 退化 为 一 条 油 线 ， 
在 这 条 涡 线 上 , 涡 量 表现 出 $ 函数 类 型 的 奇 性 . 这 种 横 截面 无 限 小 ,强度 为 有 限 值 
的 涡 管 称 为 涡 丝 . 对 于 孤立 的 涡 丝 , 其 涡 诱导 速度 表达 式 (2.3.14) 积分 号 下 的 
wm dV 可 以 改写 为 


wdV = o'39 .dl = Tdl, 
其 中 dl 为 涡 丝 的 矢量 微 线 元 ,方向 与 w 相同 .大 小 等 于 微 线 元 的 长 度 . 于 是 ,我 们 


ob = 大 | 和 (2.4.6) 


dx S3Cryr ) 
这 就 是 熟知 的 毕 奥 - 沙 瓦 公式 , 和 电磁 学 中 用 以 
确定 导线 内 稳定 电流 诱导 磁场 的 公式 相同 . 
涡 丝 中 的 一 种 特殊 情况 是 无 限 长 直线 涡 
丝 . 我 们 取 柱 坐标 系 {R,9,Z}), 使 Z 轴 与 涡 丝 
重合 ,w 的 方向 为 Z 轴 方 向 ( 见 岁 2.10). 由 于 油 v 
丝 双 向 无 界 ,速度 场 不 应 随 Z 而 变化 ,流动 是 二 
维 的 ,我们 可 以 只 研究 Z = 0 平面 内 的 流动 . 考 
虑 涡 丝 上 任意 Z 值 处 的 一 段 微 元 涡 丝 dL. 计算 
它 对 Z = 0 平面 上 的 场 点 (R,0) 处 的 诱导 速 
度 , 有 s = (Ri+2Z2)3,(r-r yxdl=-Rdl 
,kk,k 是 Z 方向 的 单位 矢量 .代入 毕 奥 - 沙 瓦 公式 得 到 


rT 


2.10 ”无 限 长 直 涡 丝 的 诱导 速度 


二 49 时 


流体 为 常 人 


FT Rdz _Ir 
Io = dr (2 + RY ”27R (2.4.7) 


2 的 万 向 与 由 涡 丝 和 场 点 所 确定 的 平 而 正 交 , 并 和 w 之 间 成 右手 螺旋 关系 . 
由 于 在 流动 平面 Z = 常数 内 ,除去 原点 R = 0 之 外 ,其 他 地 方 处 处 无 旋 , 就 可 
以 引入 一 个 二 维 速度 势 函 数 8(R .0) ,使 得 v = V9. 因 为 


0 和 
容易 积分 得 

p(R.0) = DY. (2.4.8) 

2 
变换 到 正 交 笛 卡 儿 坐 标 系 {x,y}, 有 
X = Reoso. y = Rsing. 

速度 势 就 可 写 为 

.y= 了 工 ， 》 ， 

P(x,Y) = 27arctg( 2 ). (2.4.9) 


这 种 流动 也 称 为 二 维 点 涡 . 
2.4.3 涡 层 


第 二 种 带 有 奇 性 的 涡 分 布 是 . 涡 量 在 流 场 中 某 一 曲面 $ 附近 达到 很 大 的 值 , 而 
在 该 曲面 的 某 个 小 邻 域 之 外 ,其 值 迅速 下 降 到 零 . 这 种 涡 分 布 通常 出 现在 低 黏 性 流 
场 的 固体 边界 和 射流 边界 近 旁 ,也 可 能 出 现在 薄 物 体 的 尾 迹 区 域 和 具有 人 尖 角 边缘 
的 物体 背风 面 .可 以 用 一 个 简化 的 数学 模型 来 近似 描述 这 种 流 场 : 设 涡 量 大 值 区 域 
的 厚度 最 级 为 s, 该 区 域 中 讽 量 的 平均 值 为 @; 令 ss 一 0,ow 一 om ,同时 保持 we 为 有 
限量 yY(x.y,z.1),(x.y,z) E 5. 这 种 极限 模型 就 称 为 涡 层 ,y 称 为 涡 层 的 涡 密 
度 .同样 ,由 于 涡 量 是 一 个 管 撩 晶 场 , 涡 线 必须 落 在 涡 层 曲 面 上 , 即 不 应 有 涡 线 横 穿 
涡 层 进入 无 旋 流 区 域 . 

在 计算 涡 层 诱导 的 速度 场 时 .可 设 涡 层 曲 面 的 微 面积 元 为 dS, 则 在 表达 式 
(2.3.14) 中 ,oodY = wedS = yc yz ,1)dS. 于 是 有 


一 1 | 六 一 六 x / / / / 了 
D i rr Ylx ,yy ,2z ,1)dS. (2.4.10) 


坝 在 ,我 们 来 证 明 涡 层 是 速度 的 一 个 切 向 间断 面 .就 是 说 ,在 涡 层 曲 面 的 两 侧 ， 
速度 法 涡 层 用 面 的 切 问 分 量 出 现 间断 ,而 法 向 分 量 是 连续 的 . 
试 取 涡 层 面 上 任意 一 点 忆 , 过 已 点 分 别 作 涡 层 的 法 向 单位 矢量 正和 沿 Y 方向 


* 50， 


OD 第 2 章 流体 运动 学 


的 切 向 单位 矢量 上 ,并 作 一 个 包含 于 而 和 上 正 交 的 平面 , 它 和 涡 层 的 交 线 为 1. 在 该 
平面 内 取 一 扁 长 方形 的 控制 域 ,使 控制 域 包含 涡 层 面 上 的 了 点 ,两 长 边 分 处 1 的 两 
侧 ,长 边 长 记 为 dl, 短 边 长 记 为 dn; 且 dn 之 di1( 如 图 2.11 所 示 ). 由 斯 托 克 斯 定 
理 有 

(vi vdl=w@* tdldn = ydl, 


这 里 下 标 “+” 表 东 n 指向 的 一 侧 ,“-” 为 另 
一 侧 .df 沿 yx n 的 方向 :df =| dl 1,y = 
| y |. 令 dn 一 0, 可 知 涡 层 上 PP 点 两 侧 的 束 网 


度 沿 dl 方向 的 投影 ,有 一 个 大 小 等 于 涡 密 ,2 
、 ee E 一 
度 值 7 的 间断 .如 果 绕 n 轴 转 90 再 取 类 似 


的 控制 面 , 不 难 证 明 速 度 沿 7 方向 的 分 量 

在 涡 层 两 侧 是 连续 的 .利用 V，v = 0 和 散 

度 定理 ,可 知 速度 的 法 向 分 量 在 两 侧 也 是 

连续 的 .由 此 ,我 们 得 到 涡 屋 两 侧 速 度 间 断 和 涡 密 度 矢量 7 之 间 的 一 个 关系 式 

vi:—- v= yxn. (2.4.11) 

对 本 节 所 讨论 的 内 容 , 补 充 一 点 动力 学 背景 的 说 明 是 有 必要 的 .已 经 指出 , 洞 

丝 和 涡 层 这 两 个 概念 是 根据 某 些 低 黏 性 流动 的 实际 情况 而 建立 的 简化 数学 模型 ， 

其 中 包括 作 了 让 涡 区 横向 尺度 es 一 0 的 极限 化 处 理 . 但 是 ,这 种 极限 化 却 有 着 重要 

的 动力 学 意义 . 以 后 将 知道 , 涡 丝 直径 和 涡 层 厚度 趋 于 零 是 流体 的 黏 性 系数 (确切 

地 说 ,是 流动 的 黏 性 效应 ) 趋 于 零 的 结果 . 因此, 涡 丝 和 涡 层 的 概念 在 理论 上 只 适用 

于 “无 黏 流 动 ”. 若 要 计 及 符 性 的 作用 ,这 两 个 概念 均 不 再 成 立 .事实 上 . 涡 量 像 热 基 

一 样 ,存在 着 由 于 分 子 热 运动 而 引起 的 宏观 输 运 效 应 . 流 场 中 的 任何 速度 和 温度 间 

断 只 要 一 旦 出 现 ,都 将 被 井 性 和 导热 作用 而 即刻 光滑 ” 掉 ,持续 存在 的 涡 丝 和 涡 层 

与 黏 性 流 理论 是 不 相 容 的 ， 


图 2.11 涡 层 积 它 的 局 部 正 交 平面 


2.5 无 源 无 旋 流 动 解 的 确定 性 问题 


我 们 在 2. 3 节 中 已 经 指出 ,流动 的 速度 场 总 可 以 分 解 成 为 三 个 部 分 .其 中 第 三 
部 分 是 由 流体 质点 的 平移 和 纯粹 变形 所 引起 ,而 不 含有 局 部 体积 改变 和 旋转 的 贡 
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献 .这 部 分 速度 场 满足 的 方程 是 
yb-0 vxv-0. (2.5.1) 
但 是 .我 们 将 会 知道 .对 于 某 些 流动 ,未 作 上 述 分 解 的 原 速 度 场 就 可 以 满足 方程 
(2.5.1) ,这 要 求 流体 的 斥 缩 性 和 黏 性 对 流动 的 影响 微小 到 可 以 忽略 的 程度 . 这 种 
情况 在 一 些 重 要 的 应 用 领域 中 广泛 地 存在 着 ,以 致 探讨 这 类 流动 的 特殊 性 质变 得 
十 分 必要 .本 节 主 要 讨论 方程 (2.5.1) 解 的 确定 性 问题 . 
2.5.1 单 连通 域 的 无 源 无 旋 流 
方程 (2.5.1) 的 解 的 性 质 ,与 流动 区 域 的 拓扑 结构 有 很 大 的 关系 , 单 连 通 域 和 
多 连通 域 的 情形 很 不 相同 .这 里 , 先 来 讨论 单 连 通 域 问题 . 
我 们 知道 ,对 于 单 连 通 域内 的 任意 一 条 封闭 曲线 C ,总 可 以 在 它 上 面 张 一 个 开 
肌 面 5, 使 这 个 曲面 完全 沙 在 流动 区 域内 .并 日 ,由 斯 托 克 斯 定理 有 
bo .dl = cv xb 。nds = 0. (2.5.2) 


由 此 可 以 推 知 .如 果 我们 先 在 流 场 中 到 定 一 个 参考 点 P( rn), 青 对 任意 一 个 场 点 
@tr) 作 积分 | p : d1, 则 该 积分 的 值 将 只 取决 于 场 点 的 位 置 , 而 与 积分 的 路 径 无 关 ; 


因此 可 以 定义 一 个 单 值 的 标量 函数 


r 


gfr) = oe dl+t pro), (2.5.3) 


上 


其 中 pCro) 为 一 个 任意 规定 的 常数 .8 就 是 我 们 前 面 已 经 提 到 的 速度 女 消 数 , 式 
(2.5.3) 的 反 演 式 写 为 


v= V9. (2.5.4) 
将 式 (2.5.4) 代入 式 (2.5.1) 的 第 一 个 式 子 ,得 介 速 度 势 9 满足 的 方程 
V2p = 0. (2.5.5) 


这 一 简单 的 方程 曾 出 现在 许多 重要 的 物理 问题 中 , 它 的 性 质 已 经 被 研究 得 非常 清楚 ， 
其 中 最 重要 的 性 质 就 是 : 它 的 解 且 有 任意 阶 的 连续 偏 导数 ,因而 是 一 个 充分 光滑 的 解 
析 函 数 .下 面 :我 们 要 研究 方程 (2.5.5) 的 另 -- 个 重要 问题 - 解 的 唯一 性 问题 . 

我 们 研究 任何 一 种 服从 方程 (2.5.5) 的 具体 流动 时 ,总 想 知 道 决定 这 一 流动 
的 外 部 条 件 是 什么 .用 数学 的 语言 讲 就 是 解 的 唯一 性 条 件 是 什么 .为 此 ,我 们 来 考 
虑 一 个 三 维 的 单 连通 有 界 域 0, A; 和 A; 为 区 域 的 内 外 边界 ,ni 和 ns 分 别 为 边界 
面 的 法 向 单位 矢量 ,其 指向 如 图 2.12 所 示 . 
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对 于 满足 方程 (2.5.1) 的 流动 ,我 们 可 以 写 出 


VG0)= v0: VP+OV .v=|v|:. 
由 于 9 的 单 值 性 ,我 们 有 


| lo Flav = | .po)dv 


nN 
一 (bpw 。n.dA, — (ow 。nidAi. 
|- 


(2.5.6) 
现在 ,假设 方程 (2.5.5) 在 区 域 2 内 有 两 个 解 v 和 
v ;因为 方程 是 线性 的 ,它们 的 差 p - w 也 是 同 
方程 的 解 , 故 有 图 2.12 有 界 的 三 维 单 连 通 区 域 


由 vv dy = (hy -pp -on ndA, (ey p00) mdA. 
A A A 


(2.5.7) 
由 此 可 以 断定 ,如 果 v 和 vw 在 边界 上 具有 相同 的 法 向 速度 分 量 , 即 
(DC 一 D lw = 0, (2.5.8) 
则 积分 式 (2.5.7) 等 于 零 , 从 而 
D 三 D (2.5.9) 
值得 注意 的 是 ,这 一 结论 对 于 任何 瞬时 都 成 立 , 所 以 ,流体 在 任何 时 刻 的 运动 只 出 
该 瞬时 边界 的 运动 速度 (的 法 向 分 量 ) 所 决定 ,而 和 历史 上 的 情况 无 关 . 特别 地 , 如 
果 在 整个 边界 上 ,流体 的 法 向 速度 都 为 零 , 则 区 域内 的 流体 必定 处 于 静止 状态 . 
由 式 (2.5.7) 还 可 看 出 ,如 果 两 种 流动 在 边界 上 的 速度 势 值 完全 相同 ,或 者 是 
一 部 分 边界 上 法 向 速度 相同 , 另 一 部 分 边界 上 速度 势 相同 ,这 两 种 流动 也 是 完全 相 
同 的 . 
综 上 所 述 ,我 们 可 以 归纳 出 方程 (2.5.5) 解 的 唯一 性 条 件 为 下 列 三 者 之 一 : 
(1) 给 定 边 界 上 的 速度 势 分 布 ---- 犹 利 克 雷 (Dirichlet) 问题 
(2) 给 定 边界 上 的 法 向 速度 分 布 一 一 诺 依 曼 (Neumann) 问题 ; 
(3) 给 定 部 分 边界 上 的 速度 势 分 布 和 其 余 边 界 上 的 法 向 速度 分 布 . 一 一 混合 边 
值 问 题 . 


2.5.2 ”多 连通 域 的 无 源 无 旋 流动 
多 连通 域 问题 的 不 同 之 处 在 于 ,对 于 任何 无 旋 流 动 . 尽 管 我 们 仍然 可 以 写 出 式 
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(2.5.4) ,但 能 否 保 证 9 是 一 个 单 值 函 数 ( 即 式 (2.5.3) 所 定义 的 函数 是 否 与 积分 路 
径 无 关 ), 却 是 一 个 不 能 作出 肯定 回答 的 问题 .现在 ,让 我 们 几 一 个 同 环 外 部 的 区 域 
来 说 明 这 - 一点， 

如 图 2.13 所 示 , 内 圆 是 阅 环 的 一 个 截面 ,从 点 PCm ) 到 点 QCr) 画 出 两 条 路 线 
| 和 .它们 构成 的 是 一 条 不 可 收缩 回 线 . 但 是 ,在 这 种 区 域 中 所 引 的 任何 两 条 不 
可 收缩 回 线 ,总 可 以 经 过 连续 的 移动 和 变形 ,使 它们 重合 在 一 起 而 无 需 通过 区 域 的 
边界 ,所 以 ,这 种 情况 只 有 一 族 独 立 的 不 可 收缩 回 线 . 具有 这 种 折 扑 性 质 的 区 域 称 
为 双 连 通 区 域 . 推 而 广 之 ,一 般 地 说 ,如 果 对 一 个 连通 区 域 可 以 作出 n 一 1 族 独 立 的 
不 可 收缩 回 线 . 该 区 域 就 称 为 n 阶 连通 区 域 ， 


2.13 (a) 圆柱 外 部 的 双 连 通 域 ; (b) 圆 环 外 部 的 双 连 通 域 


显而易见 ,对 于 上 面 的 双 连 通 域 ,我 们 无 法 在 一 条 不 可 收缩 回 线 上 张 一 个 开 曲 
面 而 不 通过 边界 ,因而 也 就 无 法 保证 沿 该 回 线 的 速度 环 量 为 零 . 事实 上 ,确实 存在 
环 量 不 为 堆 的 无 旋 流 动 例如 吸烟 者 吐出 的 烟 圈 是 一 个 涡 环 环绕 , 它 的 环 量 就 不 为 
爱 , 而 涡 环 外 部 为 光 旋 流动 . 此 时 .积分 式 (2.5.3) 的 值 就 和 积分 路 径 有 关 . 如 果 两 
条 不 同 积分 路 径 构成 的 回 线 ,是 一 条 绕 涡 环 n 周 的 不 可 收缩 回 线 , 沿 此 两 条 路 径 的 
积分 信 就 相差 涡 环 强度 荆 的 1 倍 . 因此 ,在 多 连通 域 中 由 (2.5.3) 定义 的 9 函数 可 
以 是 一 个 多 值 丞 数 , 在 这 种 情况 下 ,方程 (2.5.1) 解 的 唯一 性 条 件 ,就 和 单 连通 域 问 
题 的 提 法 有 所 不 同 . 

下 面 ,我 们 来 讨论 双 连 通 有 界 域 中 方程 (2.5.5) 解 的 唯一 性 条 件 ,这 个 区 域 不 
妨 认 为 就 是 图 2.13 的 圆 环 和 外 部 一 个 大 球面 所 围 的 空间 . 仍然 可 以 写 出 表达 式 


中 loldv -| V .Cpv)dV. 
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但 是 ,由 于 不 能 肯定 2 是 一 个 单 值 孙 数 , 就 无 法 利用 散 度 定理 将 上 述 体积 分 化 成 一 
个 曲面 积分 .为 了 克服 这 一 困难 ,我 们 可 以 想象 成 将 圆 环 切 开 个 断面 ,形成 一 道 隐 
膜 , 它 把 原来 的 双 连 通 域 切 开 成 为 一 个 单 连通 域 ,而 隔膜 的 两 侧面 也 变 成 了 该 单 连 
通 域 边 界面 的 一 部 分 ,分 别 记 作 $,， 和 5$_ .现在 ,一 切 落 在 新 单 连 通 域 中 的 回 线 ,都 
是 可 收缩 的 回 线 ,9 也 就 成 了 单 值 函数 .于 是 ,应 用 散 度 定理 可 得 出 

是 lolsdv = ov . ndAs — eo .mdAi +| 7 v .nsdS -| v .nsdS, 


0 


(2.5.10) 
其 中 ms 为 9$, 面 上 的 外 法 向 单位 矢量 , 它 顺 着 原 双 连通 域 中 不 可 收缩 回 线 环 量 的 
正方 向 . 因为 

P-— Pr, = 中 “dl = 卫 ， 
我 们 就 有 
1 lolsdy = 0 po ndA + To + nds, (2.5.11) 


这 样 ,按照 类 似 于 单 连通 域 的 分 析 可 知 , 如 果 双 连通 域 中 满足 方程 (2.5.5) 的 两 个 
解 v 和 v ,其 对 应 的 速度 势 q 和 9 具有 相同 的 循环 值 , 即 
Pp.- Pp:= 9 -p=T, 
并 且 它 们 在 边界 上 有 相同 的 速度 势 或 法 回 速度 分 布 , 则 它们 必定 是 全 同 的 .也 就 是 
说 ,对 于 双 连 通 域 ,要 确定 方程 (2.5.5) 的 唯一 解 , 除 了 应 给 出 单 连 通 域 所 要 求 的 唯 
一 性 条 件 外 ,还 要 补充 一 个 “ 环 量 条 件 ”, 即 给 定 不 可 收缩 回 线 的 环 量 
关于 一 般 多 连通 域 拉 普 拉 斯 方程 解 的 唯一 性 问题 ,读者 不 妨 自行 补充 论证 之 . 


2.5.3 无界 区 域 解 的 唯一 性 问题 


内 部 有 界外 部 无 界 区 域 中 的 无 源 无 旋 流 动 问题 ,具有 特别 重要 的 实际 意义 . 例 
如 ,物体 在 原先 处 于 静止 状态 的 无 界 流体 中 运动 ,就 会 产生 这 类 无 界 域 流动 ,通常 
称 为 外 部 流动 .要 研究 这 种 流动 ,我们 仍 可 参考 图 2.12, 只 要 将 它 的 外 边界 取 成 一 
个 半径 为 R 的 大 球面 ,然后 考察 R -> % 的 极限 情况 . 
对 于 上 述 流动 区 域 , 式 (2.5.6) 可 以 写成 
| lIvl:*dV = lim pV» nsdA,— (ow nidAi. (2.5.12) 
由 于 V 。D = 0, 从 散 度 定理 可 知 
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(he .ndA, = fo ndA!= m. 
A 全 
因此 , 式 (2.5.12) 可 以 改写 成 
| lvl'dV = limhre -pie Jo* nzdAs 一 (hee -Fedo nidAl, 


A 


和 
其 中 Yo， 古 巨 穷 远 处 的 速度 势 值 .但 是 . 当 R 一 % 时 :有 9 一 2 >0, 于 是 有 


中 lIvl*dV = 一 his — Gy lv nidA 
4 
二 一 (hew . nidAi + Pies, Hn. 
' 
会 昭 前 而 的 分 析 立 刻 得 出 :方程 (2.5.5) 两 个 解 完 全 相同 的 条 件 是 


hey ~ pOCo- vo) endAi -Tos Ps lm-m)= 0. (2.5.13) 
| 轩 而 ,在 无 界 域 中 ,方程 人 2.5.5) 有 唯一 解 的 条 件 是 .给 定 内 边界 面 上 的 法 向 速度 分 
量 . 或 者 给 定 内 边界 面 上 的 速度 势 再 加 上 该 面 上 的 流体 总 通 量 m. 不 难看 出 ,关于 多 


连通 无 界 域 的 解 的 唯一 性 条 件 , 只 要 在 上 述 条 件 之 外 再 追加 一 个 环 荐 条 件 就 完备 了 


2.6 无 源 无 放流 的 基本 解 和 迭 加 原理 


对 流体 的 运动 加 上 * 巨 源 ”和 "无 旋 ” 两 个 很 强 的 约束 条 件 . 会 使 这 类 流动 的 数 
学 求 解 变 得 大 为 简化 ,以 敏 只 监 给 出 流 场 边界 上 瞬时 运动 的 某 些 信息 .速度 场 便 叭 
一 地 确 内 下 来 了 .这 束 是 说 .速度 场 的 确定 变 成 了 一 个 纯粹 的 运动 党 问 题 ,而 无 须 
涉及 其 中 的 动力 学 过 程 .这 类 流动 在 某 些 县 体 条 件 下 的 求解 方法 ,我 们 将 在 第 6 党 
中 进行 研究 .这 里 要 讨论 的 ,是 某 些 重 归 的 特 解 ,以 及 由 这 些 特 解构 成 的 一 般 解 的 
数学 形式 .了 解 这 些 内 容 . 不 仅 有 助 于 揭示 无 源 无 旋 场 的 基本 结构 , 调 匡 也 是 求解 
这 类 流动 问题 的 一 和 茶 重 此 的 途径 .在 不 可 故 缩 势 流 理 论 中 县 有 重要 的 地 位 . 


2.6.1 源 . 偶 极 子 . 多 极 子 
各 过 一 -种 简单 的 泡 旋 有 源流 动 . 就 是 无 界 域 中 由 体积 


Ee 


我 们 在 2.3 计 中 ,曾经 介 和 
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应 变速 率 A = 8Cr- ro) 所 诱导 的 无 旋 流 动 .这 种 流动 的 速度 势 可 以 表示 为 一 个 简 
单 的 初等 滑 数 


or 站 = , (2.6.1) 
4ns 


其 中 = Vx 二 (一 yo) + (z 一 zo 六 .我们 已 定义 这 种 流动 为 单位 强度 
的 二 维 点 源 . 
如 果 直 一 个 球 坐 标 系 fr.90.V} ,让 原点 重合 于 源 的 位 置 ,并 设 


PP = 三 一 jr (2.6.2) 
则 其 一 个 速度 分 量 为 
， -07_ _m 1928p-_ -9 
和 总 dxr 2 r 30 4， ” ”rsin0 ”20 0 


(参看 附录 2). 容易 看 出 ,这 种 流动 的 流 线 是 一 族 由 源 
点 发 出 的 射线 (图 2.14) ,而 流 过 中 心 位 于 源 点 .半径 


为 任意 值 R 的 球面 的 流体 通 量 为 N/ 
m = 人 brds = 中 Razsin0dbgdy = m. ~ /一 


4r 民 。 I 


我 们 把 m 称 为 点 源 的 强度 . 有 时 也 把 m 过 0 的 点 源 7 NE 
称 为 源 ,而 把 m < 0 的 点 源 称 作 汇 . 


和 涡 丝 一 样 .点 源 也 可 以 看 成 一 个 简化 的 数学 模 
出 . 它 实际 上 表示 在 无 界 的 位 势 流 场 中 ,体积 应 变速 图》 14 点 源 的 流 线 族 
率 A 在 空间 某 一 点 P(ro) 的 一 个 小 邻 域 s 内 达到 很 
大 的 值 , 而 在 该 邻 域 之 外 迅速 衰减 为 零 .这 种 奇 性 分 布 源 在 抽象 为 一 个 点 源 后 ,有 
限 大 的 点 源 强 度 就 取 为 
m 三 aq V. 


这 一 简化 模型 对 于 描述 远离 P 点 的 流动 是 足够 
准确 的 . 

设 有 两 个 源 , 它 们 的 强度 相等 而 符号 相反 ,并 且 
源 的 强度 m 很 大 ,但 义 只 相隔 微小 的 距离 55. 则 当 
取 极 限 m -> ~ ,距离 8s ->0, 同 时 保持 m6s = /= 图 2.15 沿 x 轴 方向 的 偶 极 子 
常数 时 ,所 得 到 的 流动 就 称 做 偶 极 子 流 . 偶 极 子 是 


。57 。 


流体 力学 人 加 人 人 人 


一 个 矢量 , 记 作 所 , 它 的 方向 规定 为 从 汇 到 源 的 方向 ,大 小 即 为 = lim(m 。85) 
让 而 取 ， 个 正 妆 重卡 几 旺 标 系 xy 来 研究 这 种 流动 . 

设 坐 标 原点 与 偶 极 子 位 置 重合 ,x 轴 与 偶 极 子 & 的 方向 一 致 .然后 考察 空间 任 
一 点 P 处 的 流动 . 记 点 了 的 矢 径 为 r(x,y;z), 源 与 汇 到 PP 点 的 路 离 分 别 为 


和 


于 是 , 偶 极 子 在 P 点 诱导 的 速 


| 一 加 
注 
尝 
Pi 


PI(X,VY,Z) = im 如 人 
S85—r0 Tt 


yb) |= 多 2 (二 )， 


个 5- 一人 


(2.6.3) 


其 中 1 = vi 二 到 十 2. 一般 而 言 , 若 偶 极 子 位 于 空间 任 一 点 rm, 且 下 沿 空间 任 一 
方向 ,我 们 不 难 写 出 偶 极 子 速 度 势 的 一 般 形式 


， -ww 1 
VCxy:z) = Bh v,(=). (2.6.4) 
革 中 5s = Vx x0) +(y— yo) +(z- 2z0). 
注意 到 拉 吾 普 和 | 就 可 知 解 函数 的 任意 偏 导 


2 : 
Pr Ci 0) 9 Cw a (3) 1 2.6.5) 


其 中 Cy .Cau，… 是 某 些 常 张 量 ,它们 都 是 拉 普 拉 斯 方程 的 解 ,并 有 量 在 s = 0 处 具有 
逐 阶 升 高 的 孤立 奇 性 . 这 些 函 数 称 为 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 . 同时 ,因为 它们 是 由 
四 个 、 八 个 …… 按 一 定 方式 成 对 排列 的 源 、 汇 组 成 的 奇 点 系统 (图 2.16), 故 又 分 别 
称 之 为 四 极 子 、 八 极 子 等 ,或 统称 之 为 多 极 子 . 


2.6.2 ”格林 公式 


下 面 ,我 们 用 基本 解 的 迭 加 来 表示 一 般 的 无 源 无 旋 速 度 场 . 为 确定 起 见 , 考 察 

一 封闭 曲面 4, 外 部 的 无 界 流动 区 域 , 设 P(r) 为 流 场 中 任意 一 个 确定 的 内 点 ,以 
业 标 原点 为 中 心 .R 为 半径 作 一 个 大 球面 4A; 将 Al 和 PP 点 包 在 其 内 ,将 A 和 A 之 
间 的 区 域 记 为 0( 图 2.17). 对 区 域 Q 应 用 格林 公式 ， 
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2.16 偶 极 子 流 线 2.17 封闭 曲面 外 部 的 三 维 无 界 域 
(eve 一 GYPadv= 曲 CFvG 一 CCVF)。nd4。 一 (rve — GAF). ndA., 
A A Al 


(2.6.6) 
并 且 取 
Flr') = PCr)， GOCr ) = s!, 
其 中 ~ 表示 动 点 矢 径 ,sy = 


,我 们 有 


V(x- XxX)+(y—-y)+(z—-2z’) 
中 [ee vi (3)- Tv av 
= oor vs)- ve lndAs- Peco ) vs)- ve lndA’, 
其 中 太志 示 作用 于 的 梯度 算 符 . 由 于 
VF)=-4r8r-r), vg=0, 
利用 5 消 数 积分 的 运算 法 则 ,就 得 到 


pr) = a Ler v (二 )- 1 Ve |-ndA' 
] 


RY 
-Ber } vs)- ve |-ndAs. (2.6.7) 
2 
在 球面 As 上 ,s = R = 常数 ,ns，V (十) = 1/R*, 因 此 


。 D9 。 


流体 力学 加 人 人 CE 人 


ev) tee wn 


A 


1 | a 本 
= | P(r dA 于 | We . ndA,. 


现在 ,再 令 R -> % ,在 大 球面 A; 上 则 有 OP 一 Pr. 注意 到 
(hn, .VpdA’ = hn .VodAi = m. 


_ 1 ,ly 1 , 
en = ve) Be vs) LV9 | nidA’. (2.6.8) 


其 中 p(w%w) 是 无 穷 远 处 的 速度 热 .这 里 ,我 们 已 假设 在 无 穷 远 处 流体 处 于 静止 ,内 
而 ,9 (%) 是 一 个 常数 ,并 且 ,m = 0. 
”表达 起 (2 6.8) 具有 重要 的 意义 . 它 表 明 ,任何 无 源 无 旋 的 外 部 流动 .都 可 以 表 
为 分 布 在 边界 上 的 两 种 基本 解 的 选 加 : 积分 式 中 第 一 项 被 积 函 数 的 因子 


“ni VV (二 )/4n”. 表 示 边界 A， 上 沿 外 法 线 方向 的 单位 强度 偶 极 子 , A 上 偶 极 子 


的 分 布 密度 是 该 曲面 上 的 速度 势 值 ;积分 式 中 第 二 项 被 积 兄 数 的 因子 "一 1/4ns”， 
表示 边界 A! 上 的 单位 强度 源 , A 上 的 源 分 布 密度 正 是 该 曲面 上 流体 速度 的 法 向 
分 量 , 这 一 结果 在 现代 计算 流体 力学 中 具有 重要 的 应 用 价值 ,计算 复杂 形状 物体 
(例如 飞机 ) 外 部 势 流 的 面 元 法 ,就 是 以 公式 (2.6.8) 为 共 理 论 基 础 的 . 


2.6.3” 速度 势 的 多 极 子 级 数 展开 式 


如 果 我 们 将 式 (2.6.8) 被 积 函 数 中 的 在 点 PCr) 作 泰 勒 (Taylor) 展开 ， 
则 有 


1 


r | 2 i ox 
其 中 六 = Vx?f + 驴 十 地. 级 数 (2.6.9) 在 以 原点 为 中 心 的 某 个 球面 的 外 部 收敛 ， 
该 球面 的 半径 r。 大 于 边界 A! 上 的 点 到 原点 的 最 大 距离 . 将 式 (2.6.9) 代入 式 
(2.6.8) ,就 得 到 


(2.6.9) 


(2.6.10) 
其 中 
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CY 下 A SdA , 
Al 
CD (in; SS ng )dA' 
We i - (2.6.11) 
(2) 一 9 一 工 “ / 
人 六 三 人 ( DANN 3 7 + xinp )dA' 
1 


在 级 数 展开 式 (2.6.10) 中 ,等 号 右边 第 二 项 为 点 源 ,第 二 项 为 偶 极 子 , 第 四 项 为 四 
极 子 等 ,该 级 数 式 称 为 速度 势 的 多 极 子 展开 式 . 如 果 边 界 4, 是 一 个 刚体 的 表 而 , 则 
A1 的 流体 遂 量 为 零 ,从 而 不 存在 点 源 项 .在 这 种 情况 下 . 当 矢 径 值 + -> om 时 ,流体 
速度 将 以 [0 | 一 ?的 方式 豪 减 到 零 . 
引 人 4 阶 齐 次 张 量 
S(T), 0l2 (2.6.12) 


OXiOXj"*OXxm 
nn 重 


式 (2.6.10) 可 以 写成 


Gr) = po)T > CS (2.6.13) 


其 中 符号 “，” 表 示 两 个 n 阶 张 量 的 标量 积 . 
顺便 指出 , 如果 A, 是 有 界 流 场 的 外 边界 面 , 速度 势 则 可 以 写成 下 面 的 级 数 
形式 


pr) = > CO SO. (2.6.14) 
n= 
该 级 数 在 一 个 以 原点 为 中 心 的 球面 内 部 收敛 , 款 六 径 小 于 边界 面 上 的 点 到 原点 


的 最 小 距离 . 一 般 地 说 ,对 于 一 个 同时 有 外 边界 和 内 边界 的 无 源 无 旋 流 场 . 速 度 热 
势 的 级 数 展开 式 将 包含 r 的 正 寡 项 和 负 寡 项 ， 

展开 式 (2.6.13) 和 积分 式 (2.6.8) 是 一 种 外 部 不 可 压缩 势 流 的 两 种 基本 解 迭 
加 表示 .这 表明 ,用 基本 解 欠 加 表示 一 种 无 旋 无 源流 动 ,其 方式 并 不 是 啡 一 的 . 因 
此 ,如 何 应 用 基本 解 迭 加 的 方法 去 解 一 -个 无 源 无 旋 场 ,应 当 根 据 具 体 问 题 的 特定 条 
件 灵活 处 理 . 


2.6.4 ”二 维 无 源 无 旋 流 动 
流体 力学 中 有 一 类 重要 问题 , 称 为 二 维 流动 或 平面 流动 . 这 类 流动 的 特点 是 ， 
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流动 参数 沿 三 维 空间 的 某 一 方向 不 变 , 并 且 速 度 矢 量 落 在 与 该 方向 王 直 的 平面 内 . 
实际 生活 中 , 像 大 展 弦 比 机 可 .桥墩 .电缆 和 高 层 建筑 等 固体 的 横向 绕 流 , 都 可 以 近 
似 地 看 作 二 维 流 动 . 

如 果 在 流动 平面 内 建立 一 个 二 维 正 交 笛 卡 儿 坐 标 系 {x,y) ,并 将 速度 的 两 个 
分 量 记 为 w(x,y) 和 v(x,y), 则 二 维 无 源 无 旋 流 动 满足 方程 


Qu ,ov - ao _ au - 
3 十 3y 0， 3x ay 0. (2.6.15) 
引信 速度 热 v = VP. 则 9 满足 方程 
2 二 a9 十 a9 
V9 Dx 3 (2.6.16) 
在 二 维 问题 中 ,还 可 以 根据 无 源 关 系 式 
Ou 十 QU 二 0， 
OX Oy 
引进 另 一 个 标量 函数 p(x,y) ,使 得 
- 8 ,=_ 2 
u = ay， ar (2.6.17) 


少 称 为 拉 格 朗 上 日 流 函 数 ,或 简称 流 函 数 .将 式 (2.6.17) 代入 式 (2.6.15) 中 的 无 旋 关 
系 式 , 就 得 到 流 函数 方程 
sp OW 8 
YY= 3 + oy = 0. 
2(r) 所 以 ,在 二 维 无 源 无 旋 流 中 ,9 与 少 都 是 调和 国 数 ， 
并 且 它 们 之 间 满 足 柯 西 - 黎 曼 (Cauchy-Riemann) 
条 件 : 


, 5 ap 8 8 _-_ 地 
dQO=udy-—vdx=dy OX Oy Oy Ox 


因而 是 一 对 共 思 调 和 函数 . 为 考察 流 函 数 的 意 
” 义 , 设 PCxo,yo) 是 流动 平面 内 一 个 确定 的 参考 

图 2.18 平面 流动 中 流 过 曲线 段 “点 ,9 为 任意 一 个 动 点 ,C 为 连结 P 和 QQ 的 任意 
了 @ 的 流体 着 量 一 条 有 方向 的 曲线 (参看 图 2. 18). 于 是 有 


(2.6.18) 


(2.6.19) 


P(r,) 


O 


M = udy ~ vdx = | dy + Sdx = pr) - gr 


Cc 


其 中 M 为 单位 时 间 内 流 过 PO 曲线 的 流体 体积 
由 此 可 见 , 流 函数 具有 下 述 物理 意义 :在 单位 时 间 内 ,从 流动 平面 上 任意 一 条 
有 方向 的 曲线 段 的 左 侧 , 流 过 该 曲线 的 流体 体积 通 量 为 曲线 终点 与 起 点 流 函 数 之 
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差 , 而 和 曲线 的 形状 无 关 . 特 别 地 ,如 果 连 结 两 点 的 曲线 是 一 条 流 线 , 由 于 流体 速度 
沿 流 线 法 向 的 分 量 为 零 ,从 而 有 M = 0, 故 同一 条 流 线 上 的 流 函 数 为 一 常数 ， 

现在 ,我 们 来 研究 二 维 无 源 无 旋 速度 场 的 基本 解 ,以 及 借助 于 基本 解 迭 加 的 速 

假设 通过 原点 且 与 坐标 平面 正 交 的 无 限 长 直线 上 均匀 分 布 着 三 维 点 源 , 在 无 
界 流 场 内 不 再 存在 其 他 扰动 源 ,这 样 得 到 的 平面 流动 将 是 (对 原点 ) 圆 对 称 的 .车 以 
极 坐 标 (R,0) 表示 , 则 有 un = fCR) 和 w= 0. 若 将 单位 长 度 直 线 源 上 射出 的 流 
体 通 量 记 为 m ,我 们 有 

m = b vadl = vr: 2xR. 


尺 二 常数 
于 是 
| 2 m Op. 
(RAR aR’ 
进而 可 得 速度 势 的 表达 式 
2o0(R) = 到 InR. (2.6.20) 
2 


这 种 流动 称 为 二 维 点 源 ,m 为 源 强度 ， 
同样 ,在 平面 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ,9 对 x 和 y 的 任意 阶 偏 导 数 仍 然 是 方程 (2.6. 16) 
的 解 ,由 此 可 以 引进 二 维 无 源 无 旋 流 动 的 多 极 子 基本 人 解 .其 中 ,二 维 偶 极 子 表示 为 


Pixsy) = lp VIns, (2.6.21) 
2 


其 中 下 为 偶 极 子 强度 矢量 ,8s = V(x 一 x + (y 一 J 六,(xo,Vo) 是 偶 极 子 所 在 
的 位 置 . 

下 面 来 研究 无 限 长 柱 体外 部 的 二 维 无 源 无 旋 流 动 . 先 假设 绕 双 连通 域 不 可 收 

缩 回 线 的 环 量 为 零 ,这 样 ,92 就 是 一 个 单 值 消 数 .我 们 仍 可 以 应 用 格林 公式 ,并 可 几 

乎 逐一 对 应 地 采用 以 前 对 一 维 单 连通 域 问题 用 过 的 处 理 方法 一 一 唯一 的 区 别 是 

以 二 维基 本 解 Ins 代 换 三 维基 本 解 9 ! 得 到 二 维 外 部 流动 速度 势 的 积分 表达 式 

DCr) = C+ 到 [ns Vo opr) Vins] ndA', (2.6.22) 


其 中 常数 C 和 m 定义 为 
C = lim| ¢(R) - InR | 
lim| 2 | (2.6.23) 
m = bo . nidAi. | 


全 
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应 当 指出 的 是 ,在 二 维 问题 中 ,如 果 mm 天 0, 则 当 尺 一 o 时 ,速度 势 将 按 InR 的 方 
式 趋 于 无 限 大 ,而 其 任意 性 只 在 于 有 一 个 可 随意 规定 的 常数 C 

将 式 (2.6.22) 中 的 Ins 在 PCro) 点 作 泰勒 展开 .并 令 r。= 0, 即 得 多 极 子 展 
开 式 


= ‘0 ncCe 人 宇 十 3 24) 
plr) C+C ”Inr+C ac Cy Bx ox 。 (2.6. 
其 中 ij = 1.2,r = Vxi + 站 ,各 项 系数 分 别 为 
Ce = bn .VpdA’, 
2 
Al 
cm = 也 和 xin, 9 + np)dA', 
FX) 、 (2.6.25) 


Ci = 1 He XN So — xinjp)dA', 
Xk 


对 刚性 边界 A1,C” = 0. 此 时 , 当 7 一 时 , |v|~r. 

对 于 9 为 多 值 函 数 的 情况 ,我们 应 当 给 定 绕 不 可 收缩 回 线 的 环 量 工 . 然后 ,就 
可 以 讨论 一 个 新 的 单 值 函 数 9 一 T9/2x, 其 中 0 = arctg(y/x). 这 时 ,上 面 得 到 的 结 
果 对 该 栅 数 都 适用 ,特别 是 ,我 们 有 积分 表达 式 


pr) = C+ i ms ve pr Vins ndAs (2.6.26) 
利多 极 子 展开 式 
or) = C+ rc er ons) + (2.6.27) 
2 OX 
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前 面 已 指出 ,流体 力学 是 一 门 定量 的 数理 科学 .从 理论 上 来 说 ,流体 力学 就 是 
要 研究 在 给 定 的 条 件 下 ,流体 运动 的 具体 形态 及 其 随时 间 的 变化 ,以 及 流体 和 其 边 
界 之 间 的 相互 作用 规律 . 因此 ,作为 定量 理论 研究 的 出 发 点 ,首先 要 确定 的 问题 就 
是 :支配 流体 运动 的 基本 物理 定律 是 什么 ?这 些 物理 定律 在 运动 流体 中 表现 为 何 种 
数学 形式 ? 

在 本 书 内 容 的 范围 内 ,我 们 只 限于 研究 流体 运动 的 动力 学 和 热力 学 问题 . 对 于 
这 类 问题 ,在 流体 运动 中 起 支配 作用 的 基本 物理 定律 是 : 

(1) 质量 守恒 定律 ; 

(2) 动量 转换 和 守恒 定律 ; 

(3) 能 量 转换 和 守恒 定律 (热力 学 第 一 定律 ); 

(4) 热力 学 第 二 定律 . 
在 流体 力学 理论 中 ,前 三 个 物理 定律 在 数学 上 表现 为 一 些 张 量 形式 的 守恒 方程 , 称 
之 为 流体 力学 基本 方程 .热力 学 第 二 定律 则 决定 着 运动 流体 中 热力 学 过 程 进行 的 
方向 ,特别 表现 为 耗 散 效应 . 在 实际 流体 中 ,这 种 效应 是 在 物质 分 子 对 质量 、 动 量 、 
动能 等 宏观 物理 量 的 输 运 过 程 中 产生 的 . 由 于 不 同 物质 具有 不 同 的 输 运 特性 ,所 
以 , 输 运 过 程 的 数学 表述 对 不 同 物质 会 有 所 不 同 .描写 流体 热力 学 状态 及 其 变化 的 
数学 方程 式 有 两 种 ;一 种 是 描述 流体 平衡 态 热 力学 特性 的 方程 , 称 为 状态 方程 ; 男 
一 类 是 描述 非 平衡 态 流体 输 运 特性 的 方程 , 称 为 本 构 方 程 .由 杆 这 些 方 程 因 物 性 的 
变化 而 形式 各 不 相同 ,通常 不 将 它们 列 入 流体 力学 的 基本 方程 ;但 应 指出 ,它们 对 
流体 的 运动 同样 起 着 支配 作用 . 

本 章 的 任务 就 是 要 建立 由 基本 方程 和 物性 方程 组 成 的 完备 的 流体 力学 方程 组 . 
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3.1 ”连续 性 方程 


质量 .动量 和 能 量 守恒 定律 ,都 是 描述 确定 的 物质 客体 存在 和 运动 形式 的 普遍 
物理 规律 .因而 , 当 我 们 研究 这 些 定律 在 流体 这 种 特殊 形态 物质 中 的 数学 表示 时 ， 
首先 要 做 的 ,就 是 取出 一 个 确定 的 物质 体系 ,然后 ,才能 考察 该 体系 质量 、 动 量 和 能 
量 的 变化 方式 . 关于 一 个 运动 着 的 流体 物质 体系 的 物理 量 如 何 随时 间 而 变化 ,雷诺 
(Reynolds) 曾经 给 出 了 一 个 普 适 的 运动 学 关系 式 . 利用 这 个 公式 ,很 容易 建立 质 
量 .动量 能量 的 转换 和 守恒 方程 .因此 ,我 们 先 来 介绍 这 个 有 用 的 公式 ， 


3.1.1 雷诺 输 运 公 式 


我 们 在 运动 流体 中 取 定 一 个 封闭 的 物质 体系 , 它 在 t 时 刻 所 占据 的 空间 区 域 
记 为 Q(0) ,0Q00) 的 边界 记 为 $(7). 设 张 量 场 :Xxi ,1) 是 表示 流体 某 种 物理 特性 的 
-个 强度 量 . 沿 2(7) 取 渡 xi,1) 的 体积 分 .得 到 的 
| xu, pdv (3.1.1) 
QL 
代表 该 物质 体系 在 上 时 刻 的 某 种 广 延 量 .例如 , 若 取 区 x ,1) 为 流体 的 质量 密度 2， 
则 77) 就 是 体系 的 总 质量 M .下 面 要 来 计算 在 流体 运动 过 程 中 ,积分 (3.1.1) 的 时 
间 变 化 率 d1/di. 


1(1) = 


o 由 于 0 是 一 个 随时 间 变 化 的 区 域 ,我 们 
n 在 计算 d1/dt 时 ,不 能 进行 求 导 和 积分 次 序 
SV 的 简单 交换 .要 交换 运算 次 序 ,必须 先 对 积分 
全 作 适 当 的 变换 处 理 ,使 得 变换 后 的 积分 区 域 ， 
是 一 个 不 随时 间 改 变 的 区 域 . 因此 , 我 们 想 
到 ,可 以 采用 从 欧 拉 变量 x; 到 拉 格 朗 日 变量 
# 的 变换 
xX; = Xi(E1 6, 63,1), i= 1,2,3. 

(3.1.2) 

3.1 ”一 个 任意 的 运动 物质 体系 ”在 上 述 变换 下 .积分 (3.1.1) 可 以 改写 成 
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1D = | re ED). dy, (3.1.3) 


有 


0 
其 中 2 是 该 物质 体系 在 某 一 初始 时 刻 所 占据 的 空间 域 ， 
三 = OCX1,X2 ,X23) 
A(E 555) 
是 变换 (3.1.2) 的 雅 可 比 行列 式 ,dV。= dd5d5 .由 式 (3.1.3) 所 表示 的 1(7) 
已 经 是 一 个 在 同 定 区 域 上 定义 的 普通 重 积分 ,被 积 隆 数 中 的 1 可 看 做 一 个 参数 . 只 
要 积分 一 致 收敛 ,我 们 就 可 以 写 出 
9 = 人 [时 5 + 7 dv 


Qo 


(3.1.4) 


其 中 积分 号 内 的 算 符 为 


$3- ,一 国 .'" 曲 ， 


Of OX 
它 表示 伴随 确定 流体 质点 的 时 间 导 数 . 
我 们 已 经 知道 
dj . 
df 二 JlV VU). 
因此 有 
df _ 必 [ 宇 + NAV. 0) dv 
dt WLdi " 
人 rdz iv, 
- 由 [9 上 + 区 六 o) lav. (3.1.5) 


《 


由 此 得 到 一 个 普遍 的 运动 学 关系 式 


Xray = | [a+ ar 0) dV 


DO00D) 
- 由 [La V ， C7v) Jav. (3.1.6) 


如 果 再 假设 被 积 函数 在 区 域内 和 边界 上 单 值 连续 可 微 .利用 散 度 定理 还 可 以 将 后 
一 个 体积 分 化 为 曲面 积分 ,从 而 得 到 

le ,DdV = 用 2 dY 十 由 二 。nds, (3.1.7) 
其 中 是 边界 曲线 S$(1) 的 外 法 向 单位 矢量 .表达 式 (3.1.6) 和 (3.1.7) 称 为 雷诺 输 
运 公式 . 式 (3.1.7) 表明 :一 个 物质 体系 内 某 种 流体 广 延 量 的 增长 率 , 等 于 体系 在 该 
时 刻 所 占 的 那个 空间 域 中 同一 物理 量 的 增长 率 , 加 上 单位 时 间 内 由 区 域 边界 流出 
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的 该 物理 量 的 总 通 量 . 
3.1.2 ”连续 性 方程 


利用 雷诺 输 运 公式 ,我 们 可 以 方便 地 建立 起 表示 各 种 守恒 定律 的 数学 方程 式 . 
首先 ,我 们 来 考察 流体 质 基 守恒 的 数学 形式 .此 时 ,可 假设 积分 式 (3.1.1) 中 的 基数 
克 x; ,1) 为 流体 的 质量 密度 pCxj; .站 ,积分 式 (3.1.1) 则 写成 

M(1) = | eo. vay. (3.1.8) 
Do) 
它 表 示 所 取 流 体 物质 体系 的 总 质量 .对 于 封闭 的 物质 体系 :流体 总 质量 应 为 -一 个 党 
数 , 即 有 qdM/dr = 0. 于 是 .由 式 (3.1.7) ,我 们 立刻 得 到 


| av + how. ndS = 0. (3.1.9) 
A ) St 


是 流体 质量 守恒 定律 的 积 (分 表示 形式 ， 也 称 为 积分 形式 的 连续 方程 
人 运动 为 定常 流 时 ,有 3o7/al = 0, 此 时 ,积分 形式 的 连续 方程 : 与 为 


Ye sndS = 0. (3.1.10) 


如 果 我 们 在 流体 | 中 取 -一 个 小 流 管 (图 3.2), 则 流 
管 面 上 的 流体 通 量 为 堆 . 于 是 在 

P101S1 二 oobyg9， = 常数 ， 
(PV:) (3.1.11a) 
其 中 "常数 ”是 对 同一 流 管 而 言 ,S 和 Ss 为 该 流 
管 的 任意 两 个 正 截 面 . 式 (3.1.11) 称 为 一 维 定 


图 3.2 定常 流 中 的 小 流 管 


常 流 的 连续 方程 . 
利用 式 (3.1.6), 质 三 守恒 方程 也 可 以 改写 为 


i+v- co) |dv = 中 人 +ovV .bjdy=0. 


d 
在 流 场 中 密度 刘 和 速 东 度 连续 变化 的 地 方 . 上 面 的 等 式 可 以 对 任意 区 域 成 立 . 故 有 
池 + V .pv0) = 对 +oV .ob=0. (3.1.11b) 


方程 (3.1.11b) 称 为 微分 形式 的 连续 方程 .在 流体 力学 理论 分 析 中 ,常用 的 是 微分 
形式 的 连续 性 方程 . 它 是 一 个 拟 线性 的 一 阶 偏 微分 方程 .连续 性 方程 是 流体 力学 基 
本 方程 中 的 一 个 运动 学 方程 ， 
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3.2 ”流体 的 动量 方程 


我 们 再 来 研究 流体 中 动量 守恒 和 转换 定律 的 一 般 数 学 形式 .把 式 (3.1.1) 中 的 
隧 数 折 x; ,1) 取 成 矢量 pv, 它 可 以 理解 为 单位 体积 流体 的 动量 , 即 动量 密度 . 于 是 ， 
积分 


P; = | pvidV (3.2.1) 


A 


就 表示 所 取 封 闭 物质 体系 中 流体 的 总 动量 , 动量 定理 告诉 我 们 :在 惯性 参考 系 中 ， 
物体 动量 的 变化 ,等 于 作用 在 物体 上 的 外 力 的 冲 量 .将 此 定理 应 用 到 我 们 所 考察 的 
流体 体系 ,就 可 写 出 


< = = 豆 用 ovidV = | eav + Pamds, (3.2.2) 
其 中 广 为 人 有 在 音 人 大 休 上 的 人 a 是 和 体系 接触 的 外 界 物体 作用 在 


Wee (P01) + Poi ,ae av - 一 1 | erav+ (onids. 
将 算 符 dydi 要 下 和 


3 9 . 
由 及 oooar + | Remav - = 用 ofidV + bp onjdS. (3.2.3) 
还 可 根据 格林 定理 ,把 上 式 左边 的 散 度 积分 变换 为 一 个 个 曲面 积分 ,于 是 就 有 
(oav = J oav - (Coo, ~ ji nds. (3.2.4) 
式 (3.2.4) 称 为 积分 形式 的 动量 方程 .将 曲面 积分 中 的 被 积 函 数 记 作 
I; 一 Oviv; 一 Gi， (3.2.5) 


该 消 数 称 为 动量 通 量 密度 张 量 , 它 的 分 量 [I; 表示 单位 时 间 内 通过 某 单 位 面积 元 动 
量 的 i 分 量 ,这 个 面积 元 的 法 向 与 xj 轴 方 向 一 致 .因此 ,单位 时 间 内 通过 法 向 单位 
矢量 为 nj 的 单位 面积 元 的 动量 就 是 

Hinj; = (Oo - oy) nj. (3.2.6) 
由 此 可 见 , 式 (3.2.4) 所 表示 的 动量 转换 与 守恒 关系 的 意义 是 :在 空间 的 一 个 固定 
区 域 中 ,单位 时 间 内 流体 总 动量 的 增加 ,等 于 该 时 间 内 通过 区 域 边界 面 进 入 区 域 的 
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动量 (包括 由 于 流体 进出 该 区 域 所 携带 的 动量 的 净 增 量 , 和 由 于 表面 力作 用 传递 到 
区 域内 的 动量 ), 加 上 在 外 场 力 作用 下 引起 的 区 域内 流体 动量 的 改变 . 
积分 形式 的 动量 方程 可 以 具有 直接 的 应 用 价值 ,在 有 些 情况 下 ,应 用 该 方程 能 
很 方便 地 求 得 流体 和 边界 作用 的 总 体 效 果 ,而 不 必 了 解 有 关 流 体 运 动 的 细节 情况 . 
基 将 积分 动量 方程 (3.2.4) 中 的 曲面 积分 改写 成 体积 分 
人 (Puiv; — oj)njds = Ba oes, -oi)dV. 


Sry 


则 有 


四 1 a 1 

ea JdV + Ws (pviv dV = 外 SdV+ Dowar. 

因为 上 述 方程 对 于 流 场 中 任何 一 个 参数 连续 的 无 穷 小 区 域 都 成 立 , 所 以 在 流动 参 

数 连续 的 地 方 ,可 以 写 出 微分 形式 的 动量 方程 

9 00 9 
3 0i1) 十 Bx 

将 上 式 左边 的 导数 展开 ,有 


9 9 _ op 9 ， OL) ， QU 
3 7) + Bx (O07) 三 ol 十 p07) | of 上 全， 小， 


Gaii 
(op ) = 3 + Of;. (3.2.7) 


Ot x at ‘Ox 
利用 连续 方程 (3.1.11b) .动量 方程 (3.2.7) 可 以 化 简 为 
ov; ai _ do _ lo ,rr ， 
Br Va dr pao 3.2.8) 
其 中 dwi/dt 是 流体 质点 的 加 速度 ,等 式 右边 则 分 别 是 作用 在 单位 质量 流体 上 应 为 


的 合力 和 体积 力 . 因 此 , 式 (3.2.8) 正 是 牛顿 第 二 定律 在 运动 流体 中 的 数学 表示 . 


3.3 流体 的 能 量 方程 


流体 在 运动 中 ,不 但 在 各 部 分 之 间 会 发 生 能 量变 换 , 是 且 流 体 的 各 种 能 量 形 式 之 
问 也 会 发 牛 互 相 转 换 . 在 本 书 将 要 讨论 的 问题 中 ,只 需 考 虑 流体 宏观 运动 的 机 械 能 和 流 
体 分 子 热 运动 能 量 一 一 内 能 之 问 的 转换 ;而 流体 各 部 分 之 间 的 能 量 交 换 则 是 通过 相互 
做 功 和 传 热 的 方式 来 实现 的 .能 量 方程 就 是 流体 中 能 量 交 换 和 转换 规律 的 数学 表示 . 
将 流体 的 比 内 能 函数 记 作 s .流体 的 能 量 密度 可 写 为 p(w/2 + e). 于 是 ,封闭 
* 70 ， 
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体系 2 中 的 流体 总 能 量 便 


并 


E(1) = ie(S +e)av. (3.3.1) 
按照 能 量 守恒 定律 ,封闭 体系 中 流体 能 量 的 增加 ,应 当 等 于 外 力 对 体系 所 做 的 功 . 
加 上 从 体系 边界 上 传人 体系 内 的 热量 . 以 单位 时 间 计 , 即 有 
dE _ ,， 
=W+Q. (3.3.2) 
其 中 W 表示 外 界 对 体系 做 功 的 功率 ,QO 是 单位 时 间 通 过 边界 流 和 人 体系 的 热 通 量 . 
引入 热 通 量 密度 矢量 q; ,在 正 交 笛 卡 儿 系 中 , 它 的 二 个 分 量 分 别 代表 单位 时 
间 内 流 过 法 向 分 别 沿 xxs ,xs 三 个 坐标 轴 方 向 的 单位 面积 元 的 热量 .单位 时 间 内 
通过 法 向 为 n; 的 微 面 元 ds 的 热量 则 为 


dQ = ginids. (3.3.3) 
(读者 可 参考 1.3 节 中 导出 应 力 张 量 的 方法 证 明之 . ) 于 是 ,我 们 有 有 
Q =— gnds. (3.3.4) 
另外 ,包括 体积 力 和 面积 力 在 内 的 外 力 做 功 的 功率 为 
w= || owav+ (avids. (3.3.5) 


Cr SUI) 


将 式 (3.3.1),(3.3.4) 和 (3.3.5) 一 起 代入 式 (3.3.2), 再 利用 公式 (3.1.6), 就 可 
得 到 积分 形式 的 能 量 方程 


aos) art (+) er 


QC Qn 


二 | opividv + fh ainivids - fh gmds. (3.3.6) 
Sn SE) 


(0 


将 上 式 右边 的 两 个 曲面 积分 改写 成 体积 分 


nvds= 90, ce Mi ogq: 
fh sonivids i vendV, amds = 中 Sgiqy, 


SCD PCD) 200 / 


于 是 ,在 流 场 内 参数 连续 变化 的 点 上 便 有 


驴 [6( 和 + = 上 汪 [ev 全 十 =)|= pfiv: + vigj) 一 3 
(3.3.7) 
这 就 是 微分 形式 的 能 量 方程 . 
方程 (3.3.7) 的 形式 过 于 复杂 ,可 以 利用 连续 方程 和 动量 方程 将 它 进 行 化 简 . 
首先 , 它 的 左边 为 
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(人 


Bf ax or Qxi ot Ox 
于 是 ,方程 (3.3.7) 第 -: 步 就 可 以 简化 为 
d 2 - 1 9 1 Ogi 23.: 
名 (十 一 十 二 一 "ps 一 一 一 一 . 3. .8 
| 5 e) fi 6 Be Cio py (3.3.8) 


该 式 左 边 表示 单位 质量 流体 的 能 基 变 化 率 ,右边 则 表示 单位 时 间 内 体积 力 和 面积 
万 对 单位 质量 流体 所 做 的 功 , 加 上 单位 质 基 流体 从 周 于 吸收 的 热 基 ， 
进一步 ,我 们 将 方程 (3.3.8) 中 复合 函数 的 导数 项 展开 ,就 有 


和 


dt\2 dt 一 
于 是 ,利用 动量 方程 (3.2.8) .我们 使 得 到 
de _ 1 eu 1 ad; 


dt po OX j 人 OX; 
该 式 表明 , 流 休 比 内 能 的 变化 是 由 于 内 应 力 做 功 将 -- 部 分 机 械 能 变 成 了 内 能 .还 有 


传 热 也 会 改变 流体 质点 的 比 内 能 . 


(3.3.9) 


3.4 ”流体 的 输 运 特性 和 本 构 方 程 


我 们 已 经 建立 了 表示 二 个 基本 物理 定律 的 数学 方程 式 , 即 连续 方程 . 动 攻 方程 
和 能 量 方程 .它们 包含 商 个 标 基 方 程 和 - -个 矢量 方程 .因而 是 由 五 个 篇 微 分 方程 组 
成 的 方程 组 .方程 组 中 出 现 的 未 知 晤 数 是 2; .2.604 和 9 一 共有 二 四 个 申 数 ;所 
以 .方程 组 是 远 不 完备 的 .前 已 指出 .要 完备 流体 力学 方程 组 .必须 补充 物性 方程 . 

必须 说 明 ,在 连续 介质 假设 成 立 的 条 件 下 ,流体 力学 基本 方程 适用 于 描述 -~ 切 
形式 和 一 切 物 质 的 流体 运动 .特别 是 .从 热力 学 角度 来 看 . 它 既 适用 于 平衡 态 体系 、 
义 适 用 于 和 非 平衡 态 体 系 .而 对 于 运动 流体 的 情况 .由 于 流动 区 域 中 流体 物理 特性 通 
常 是 分 布 不 均 的 .也 是 随时 间 不 断 变化 的 ,所 以 .实际 的 运动 流体 一 般 处 于 非 平 衡 
的 热力 学 状态 ,只 是 偏离 平衡 的 程度 各 有 不 同调 已 .但 是 ,到 日 前 为 止 ,我 们 还 没有 
谈 到 非 平 衡 态 热力 学 的 内 容 , 黄 至 连 正 平衡 态 如 何 规定 也 不 明确 . 比如 , 拿 能 量 方 
程 中 出 现 的 状态 是 数 比 内 能 es 来 党 .我们 就 还 没有 说 明 它 在 非 平衡 态 下 的 意义 .这 
方面 的 问题 将 要 在 本 节 中 作 补 充 交 行 ， 
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3.4.1 非 平衡 体系 的 热力 学 函数 


流体 力学 中 所 要 研究 的 物质 系统 , 绝 大 多 数 是 接近 平衡 态 的 非 平 衡 体 系 . 实践 
表明 ,对 这 样 的 宏观 体系 ,仍然 可 以 作 热 力学 的 描述 ,其 方法 是 经 典 热 力学 方法 的 
合理 推广 . 

大 家 知道 .对 于 一 个 均 质 的 平衡 态 体 系 ,描述 其 热力 学 状态 的 独立 变量 只 有 两 
个 ,例如 压强 和 温度 . 其 余 的 状态 变量 都 可 以 表示 成 这 两 个 变量 的 函数 ,函数 的 具 
体形 式 取 决 于 所 考虑 物质 的 特殊 性 质 . 

类 伏地 ,要 摘 述 一 个 非 平衡 的 体系 .首先 也 要 设法 引进 一 定数 目的 独立 的 状态 
变 基 .我 们 要 指出 ,在 描述 平衡 态 体 系 的 诸多 热力 学 变量 中 ,密度 和 内 能 这 两 个 变 
呈 最 易于 推广 到 非 平 衡 体 系 而 不 带 来 原则 上 的 用 难 . 

首先 ,密度 按 其 定义 是 单位 体积 内 物质 的 质量 .这 一 物理 特性 显然 和 体系 处 于 
平衡 态 还 是 非 平衡 态 没 有 什么 关系 . 我们 在 1.2 节 中 已 经 用 唯 像 方法 定义 了 流体 
的 密度 ,于 里 并 没有 涉及 流体 处 于 何 种 状态 的 问题 . 

内 能 就 其 白 身 性 质 而 言 , 是 一 个 只 具有 相对 意义 的 物理 量 . 热力 学 第 一 定律 的 
表达 式 


SE = EE: = 8Q+8W, (3.4.1) 
可 以 作为 平衡 态 内 能 的 定义 式 . 共 中 Es 和 Ei 是 终 态 和 初 态 的 内 能 ,而 热量 和 做 功 
则 是 两 个 可 测 其 的 物理 量 . 由 于 这 种 测量 对 平衡 态 体 系 和 非 平衡 态 体 系 都 是 同样 
可 行 的 , 且 能 量 守恒 定律 对 出 平衡 态 或 非 平衡 态 构 成 的 过 程 也 一 概 都 是 成 立 的 ,上 
述 表 达 式 也 就 可 以 用 来 定义 非 平 衡 态 的 内 能 函数 . 为 此 ,我 们 可 以 假设 所 考察 的 非 
平衡 态 体系 ,从 状态 1 经 过 某 种 热力 学 过 程 达 到 了 平衡 态 2. 在 平衡 态 2 下 ,内 能 Es 是 
一 个 有 确切 定义 的 函数 .于 是 ,利用 式 (3.4.1) 就 可 以 将 非 平衡 态 1 的 内 能 定义 为 


FE = E,-80- 8W. (3.4.2) 
特别 是 ,我 们 还 可 以 设想 过 程 这 样 进行 ;体系 由 状态 1 突然 变 成 一 个 孤立 系 ,然后 
自动 趋 于 平衡 并 达到 平衡 态 2. 这 样 ,就 有 3Q = SW = 0, 从 而 有 EE， = Es. 因 为 非 


平衡 的 流体 体系 是 非 均 匀 系 .我 们 在 上 述 定义 中 用 局 部 量 比 内 能 代替 总 内 能 
将 更 为 确 芒 . 比 内 能 一 般 是 位 置 和 时 间 的 函数 . 

在 完成 了 非 平 衡 体系 密度 和 内 能 的 定义 之 后 ,我 们 就 可 以 借用 经 典 热力 学 中 
状态 变量 之 间 的 各 种 关系 式 , 从 数学 上 定义 出 非 平衡 体系 的 其 他 热力 学 函数 ,如 温 
度 、 压 强 , 炉 等 .显而易见 ,由 于 这 些 状态 隐 数 是 用 经 典 热力 学 关系 式 定义 的 ,这 些 
消 数 关系 式 在 非 平 衡 态 热力 学 理论 中 就 依然 有 效 . 所 以 ,这 种 理论 推广 不 会 在 数学 
表达 上 上 带 来 任何 新 的 问题 . 值得 深究 的 倒是 ,那些 沿用 平衡 态 的 热力 学 关系 定义 出 
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米 的 非 平衡 态 热力 学 两 数 ,在 物理 上 究竟 具有 何 种 意义 ?比如 可 以 提出 "上 讨 强 是 下 
仍然 表示 作用 在 站 位 面积 上 的 六 站 2 之 类 的 问题 . 

没有 任何 根据 可 以 对 这 类 问题 给 予 绝对 肯定 的 回答 .可 以 预料 的 结果 只 是 , 当 
人 人 这 平衡 态 时 ,这 些 数学 量 应 能 近似 地 反映 它们 在 平衡 态 时 所 有 具有 的 那 种 物 
理 意 义 . 胃 外 ,当然 还 有 非 平衡 效应 .以 及 与 之 相关 联 的 过 程 不 可 道 效 应 问题 , 那 确 
是 我 们 将 要 着 重 分 析 的 一 个 重要 问题 . 


3.4.2 ” 传 热 定律 和 扩散 定律 


一 个 宏观 体系 的 各 个 部 分 之 间 , 总 要 发 生 相 互 作用 .由 于 非 平 衡 体 系 是 处 于 不 
均匀 状态 .各 部 分 的 状态 函数 .如 温度 .压强 、 密 度 .速度 等 一 般 互 不 相同 .这 种 相互 
作用 就 会 带 米 一 些 安 观 效 果 , 即 某 些 物理 量 :的 输 运 效应 ,其 中 ,最 重要 的 全 能 量 , 物 
质 和 动量 三 种 输 运 .前 两 者 是 标量 的 输 运 ,方式 比较 简单 ;动量 输 运 是 和 撩 昌 输 运 , 人 悄 
形 则 比较 受 杂 . 我 们 先 讨 论 前 项 种 输 运 . 即 传 热 和 传 质问 题 

设 有 商 个 温度 不 问 的 物体 互相 接触 它们 就 构成 “个 不 平衡 的 热 用 学 体系 . 结 
果 是 .热量 从 高 温 一 方 传 给 低温 一 方 .使 得 高 温 物 体 降温 .低温 物体 升温 ,直到 温度 
相等 . 即 达到 热平衡 状态 为 止 .大 基 事 实证 明 , 非 平衡 体系 各 部 分 间 的 相互 作用 ,总 
是 使 得 体系 不 断 趋向 平衡 

事实 上 ,上 述 过 程 万 是 大 量 分 子 随机 运动 的 必然 结果 .我 们 仍 以 传 热 问题 为 例 
六 以 说 明 . ne 接触 面 高 温 一 侧 的 分 了 具有 和 较 高 的 分 子平 均 动 
能 .如 果 介 质 是 气体 , 则 分 子 的 随机 运动 会 使 高 温 一 侧 的 气体 分 子 带 着 较 大 的 动能 
兴 入 低 刘 合 - 因 时 电 有 能 浊 二季 的 低 动人 分 季 浊 和 温 一 侧 . 这 种 交换 的 结果 就 
从 得 高 六 - 侧 分 子平 均 动能 减 小 ,温度 下 降 ; 而 在 低温 一 侧 则 是 分 子平 均 动能 增 
大 :温度 上 升 . 在 国体 介质 情形 下 .接触 面 两 侧 分 子 的 强 相互 作用 也 会 产生 动能 交 
换 .其 宏观 效果 与 气体 情形 是 相同 的 .不 峙 详细 说 明 . 以 上 的 简单 分 析 表 明 ， 尤 论 物 
体 的 微观 结构 如 何不 同 ,分 子 相 互 作用 机 制 各 有 差别 ,分 子 的 热 运动 总 是 促使 物质 
趋 于 平衡 状态 . 传 热 如 此 ,扩散 和 内 摩擦 亦 复 如 此 . 
对 于 由 两 个 不 同 温度 的 物体 所 组 成 的 非 平 衡 体系 ,其 能 量 输 运 的 快慢 程度 , 即 
平 位 时 间 内 通过 单位 接触 面积 所 传递 的 热量 ,依赖 于 机 个 物体 的 温度 太 ， 在 温度 连 
续 分 布 的 非 均匀 体系 中 , 传 热 在 某 一 点 上 进行 的 快慢 程度 以 热 通 量 密度 矢量 4; 来 
表征 ， 它 依赖 于 该 点 无 限 小 中 当时 的 温度 分 布 的 不 均匀 程度 , 即 和 温度 的 空间 
偏 导 数 有 关 . 注 意 到 在 均 布 温度 下 的 热 通 量 为 索 .我 们 可 以 于 出 
= kn of } ci oT } 
” Bri ”BriGxtnx 


(3.4.3) 
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其 中 系数 大凡 ,大 禹 ,只 取决 于 当地 的 热力 学 状态 变量 . 对 于 接近 平衡 的 非 平衡 体 
系 , 可 以 略 去 式 (3.4.3) 中 的 高 阶 项 .从 而 得 到 一 个 很 好 的 近似 关系 式 


AaT 
di 一 = ky ox (3.4.4) 
一 步 ,如 果 介 质 中 的 传 热 是 各 向 同性 的 ,K 咏 应 当 是 一 个 各 向 同性 张 量 ,于 是 有 
ki 一 一 ki. 
代入 式 (3.4.4) 即 得 
__ .of ， 
qi ke (3.4.5) 


其 中 大 是 一 个 标量 , 称 为 导热 系数 . 式 (3.4.5) 称 为 傅 里 叶 (Fourier) 传 热 定律 ,或 
传 热 本 构 方程 ， 
关于 扩散 问题 ,我 们 在 这 里 只 作 简单 的 说 明 . 不 同 成 分 组 成 的 混合 流体 中 ,如 

果 某 种 成 分 的 本 分 浓度 C 分 布 不 均匀 , 则 会 出 现 该 种 成 分 的 物质 输 运 过 程 ,其 结果 
总 是 趋 于 使 它 的 浓度 分 布 均一 .扩散 进行 的 速度 由 质量 通 量 密度 矢量 mm 来 表征 ， 

它 和 热 通 量 密度 有 着 相仿 的 意义 . 对 于 接近 平衡 态 的 非 平 衡 体 系 , 质量 通 量 密度 
m; 和 所 扩散 成 分 的 浓度 梯度 成 线性 关系 , 故 扩散 规律 可 表示 成 
本 
其 中 标量 DD 称 为 扩散 系数 . 式 (3.4.6) 称 为 福 克 (Fock) 扩散 定律 或 扩散 本 构 方程 


3.4.3 ”内 摩擦 . 牛顿 流体 黏 性 律 


应 当 注 意 , 上 面 所 讨论 的 传 热 和 传 质 , 只 是 由 分 子 热 运 动 所 引起 的 输 运 现象 ， 
并 不 包括 流体 宏观 运动 所 伴随 的 能 量 和 质量 迁移 ,因而 4 和 m 实际 上 是 在 随 流体 
质点 一 起 运动 的 参考 系 中 测量 香 的 通 量 . 现在 转向 研究 动量 的 输 运 过 程 , 表 征 这 种 
矢量 输 运 进行 快慢 的 物理 量 , 就 是 3.2 节 中 介绍 过 的 动量 通 量 密度 张 量 . 当然 .这 
里 也 应 当 取 随同 所 论 质点 一 起 运动 的 参考 系 ,此 时 ,质点 的 速度 为 v; = 0. 于 是 ,由 
式 (3.2.5), 与 分 子 热 运 动 有 关 的 动量 通 量 密度 就 是 *- oj;”. 这 表明 ,分 子 热 运 动 所 
oar 宏观 上 表现 为 该 面 元 所 受 面积 力 的 反 号 .事实 

- ,即使 对 于 动量 均匀 分 布 的 平衡 态 体系 ,分 子 的 动量 输 运 也 表现 为 内 应 力 , 只 不 
注 导 量 是 名册 同性 的 法 向 应 力 .好 有 

oi =— P6j， (3.4.7) 
其 中 pp 为 压强 . 式 (3.4.7) 也 是 静止 流体 的 应 力 表 达 式 . 在 运动 流体 中 ,由 于 宏观 运 
动 速度 ww 分 布 不 均匀 ,应 力 一 般 不 是 各 向 同性 张 量 . 流体 面 元 上 所 承受 的 除法 应 
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力 外 ,还 有 切 应 力 即 内 摩擦 力 . 运动 流体 所 具有 的 这 种 力学 疙 特性 称 为 黏 性 . 
按照 前 面 能 量 输 运 中 的 一 般 推 理 , 我 们 也 可 以 建立 应 力 cy 和 速度 场 不 均匀 度 


3 之 间 的 数学 关系 式 .不 过 ， 对 于 动量 答 运 ,我 们 要 作 两 点 特殊 说 明 : 


(1) 速度 梯度 张 量 Ei ,可 以 分 解 为 对 称 部 分 es 和 反对 称 部 分 Q; 之 和 ,其 中 


5 代表 流体 微 轩 作出 | 休 汪 外 动 的 贡献 如 果 我 们 到 的 参 苏 系 还 随 b 流体 做 轩 一 起 起 
转动 , 则 有 0Q; = 0. 但 应 力作 为 一 个 客观 物理 量 , 不 应 随 人 参考 系 选取 的 改变 击 改 
变 . 因此 ,927 对 的 贡献 应 为 零 . 


(2) 如 前 所 述 ，: 当 S = = 0 时 ,应 力 不 应 消失 ,而 是 成 为 一 个 各 向 同性 张 量 


“- p8s”. 所 以 ,车 将 mi 近似 地 到 成 ey 的 线性 函数 ,常数 项 不 应 为 零 , 出 应 是 
“— ps” 

根据 以 上 两 点 ,我 们 可 以 写 出 cy 和 ej 之 间 的 线性 本 构 方程 

oj =— pes + Dimen, (3.4.8) 

其 中 p 是 一 个 标量 , Di 是 一 个 由 阶 张 量 ,它们 都 和 应 变速 率 无 闫 ,只 决定 于 泊 地 
流体 的 热力 学 状态 变量 . Dam 称 为 黏 性 系数 张 量 ， 

我 们 在 实际 问题 中 所 处 理 的 大 多 数 流 体 ,在 动量 输 运 中 表现 出 各 向 同性 的 性 
质 . 即 不 论 坐 标 架 作 怎样 的 旋转 , 式 (3.4.8) 展开 后 ,应 变速 率 各 分 量 的 系数 将 不 改 
变 .也 就 是 说 , 张 量 Diw 在 坐标 旋转 中 保持 各 分 量 的 值 不 变 . 因 而 是 一 个 各 向 加 性 
张 量 .各 向 同性 的 四 阶 张 量 可 以 一 般 地 表示 成 (参看 附录 1) 


Dix = 16867860 + AGO +t Ordx) + COKOP 一 Oi Oj ) ， (3.4.9) 
其 中 ,4,7 都 是 标量 .我 们 还 应 注意 到 oj 和 es 都 是 对 称 张 量 ,从 而 可 知 
已 大 = Dijn Din = Dix、 
于 是 有 7 三 0. 所 以 ,应 力 -应 变速 率 关 系 应 为 
oi =— py + Aeudi t+ 2Hei. (3.4.10) 


我 们 把 服从 本 构 关 系 (3.4.10) 的 流体 , 称 为 牛顿 流体 ,x 和 分 别称 为 第 一 和 第 二 
黏 性 系数 , p 称 为 静 压 ,其 物理 意义 下 面 还 要 作 详 细 说 明 ， 
牛顿 兽 最 早 研究 过 黏 性 规律 ,他 当时 只 考察 了 一 种 简单 的 前 切 流 动 


vl 二 ul (Xs), Vv» 二 Vs = 0, 

并 指出 相 邻 两 层 流 体 间 作用 在 单位 面积 上 的 内 摩擦 力 为 
T= da 
dx ” 


这 正 是 式 (3.4.10) 的 特殊 情况 .“ 和 牛顿 流体 ”就 是 为 纪念 他 的 这 - -开拓 性 研究 而 命 
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名 的 .而 牛顿 流体 的 应 力 - 应 变速 率 关 系 式 (3.4.10), 则 是 由 纳 维 (Navier) 和 斯 托 
克 斯 后 米 建 立 的 . 
现在 ,我 们 来 考察 应 力 本 构 方程 (3.4.10) 中 标量 p 的 物理 意义 .为 此 ,我 们 将 
该 式 改写 成 
oj =— P87 t+ (A+ Ep) emudy 十 24 (es 


3 
对 i,j 取 缩 并 后 .得 到 标量 


1 
可 eu) (3.4.11) 


可 见 , 这 里 的 标量 p 和 流体 动力 学 压强 万 相差 为 
六 一 万 = (4 + SA)enw. (3.4.12) 
因此 ,如 果 满 足 条 件 
eu = 0 (不 可 压缩 流体 ,参看 4.1 节 ) 
A + 所 4 = 0 (斯 托 克 斯 流 休 )， 
式 (3.4.10) 中 的 标量 p 就 等 于 流体 动力 学 压强 Pp. 
另 一 方面 ,在 本 节 开 头 我 们 曾 将 密度 和 内 能 的 定义 推广 到 非 平衡 体系 ,并 借助 
a 非 平衡 态 的 热力 学 压强 ,此 处 暂 记 作 p。. 容易 看 出 ， 
如 速度 场 局 部 处 于 均匀 状态 , 即 ey = 0( 取 Qj = 0 的 参考 系 ), 则 热力 学 压强 p。 应 


等 于 动力 学 压强 一 号 只 有 当 流 体 偏离 平衡 态 , 即 ej 和 0 时 , 才 会 有 Pp: 与 - 倪 之 
间 的 差别 .在 线性 近似 下 ,此 差别 应 与 ej 成 正比 .故人 而 得 知 
pe 本 一 Bies. 


其 中 B 是 一 个 与 速度 场 无 关 的 张 量 系数 . 根据 各 向 同性 假设 ,有 By = 685 ,于 是 
得 到 


PPe 十 于 = Cen. (3.4.13) 
对 比 式 (3.4.12) 和 (3.4.13) ,并 注意 到 它们 对 于 一 切 流 动 都 成 立 ,就 可 得 知 
p= p.. C=A+ En (3.4.14) 


这 表明 ,应 力 本 构 方程 中 的 标量 户 , 就 是 非 平衡 态 流体 的 热力 学 压强 ,标量 上 则 称 
为 体积 黏 性 系数 . 
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3.4.4 黏 性 流体 的 机 械 能 耗 散 


在 建立 能 量 方程 时 ,我 们 曾 指出 ,cy Se 表示 单位 体积 流体 机 械 能 向 内 能 的 转 


到 .现在 .我 们 将 er 写成 


oj = py + os (3.4.15) 
其 中 cy 表示 应 力 对 于 平衡 态 应 力 的 偏离 , 称 为 儿 性 应 力 . 从 而 有 
本 ov 二 QU t ‘ OV; 
0 OXj OX 258xi 


上 上 式 右边 第 一 项 表示 流体 体积 变化 时 ,外 (热力 学 ) 压强 在 单位 时 间 内 对 单位 体积 
流体 所 做 的 功 , 它 将 机 械 能 变 成 内 能 ;但 是 ,这 种 转变 是 可 逆 的 .第 二 项 则 表示 流体 
变形 时 ,外 部 通过 黏 性 应 力 对 单位 体积 流体 做 功 的 功率 ,这 部 分 机 械 能 向 内 能 的 转 
灾 基 不 可 闭 的 .我 们 将 它 写 成 


O00) ou (am ao 
?= CBx) A ($e) + 2 (及 十 3 ) ， (3.4.16) 
2 称 为 耗 散 函 数 .于 是 ,由 热力 学 第 二 定律 ,我 们 断定 对 一 切 流体 和 一切 流动 都 有 
下 人 0. (3.4.17) 


特别 地 ,我 们 把 这 一 论断 应 用 于 下 述 两 种 情况 : 
(1) 对 任意 流体 . 当 divo = 0 时 ,有 
01930180 
?= 2 (3 + 5) >0， 
战 可 私 [.x 这 0 对 -一 切 流体 成 立 . 
(2) 对 任意 流体 , 当 eu = ew = ess 关 0, 且 ey = 0(i 关 让 时 ,有 


DB QA+ 名 eh 二 0. 
因 遇 .5 = 和 +24/3 全 0 对 一 切 流体 成 立 . 


所 以 .任何 流体 的 第 一 竺 性 系数 4 和 体积 秋 性 系数 5 一定 是 正 数 . 


3.5 ”流体 力学 方程 组 和 边界 条 件 


至 此 .我们 已 经 引入 了 表示 流体 三 大 守 便 定律 的 微分 方程 式 ,也 给 出 了 摘 写 流 
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体 物性 的 各 种 本 构 方 程式 ,因此 有 条 件 去 建立 完备 的 流体 力学 方程 组 了 . 

流体 力学 方程 组 是 支配 流体 运动 的 普 适 的 方程 式 . 要 确定 某 种 具体 的 流体 运 
动 , 就 是 要 找 出 流体 力学 方程 组 的 一 种 确定 的 解 . 为 此 ,就 必须 给 出 决定 这 种 流动 
的 该 方程 组 的 定 解 条 件 . 这 通常 包括 边界 条 件 和 初始 条 件 . 因为 流体 力学 的 方程 式 
很 复杂 ,流动 区 域 的 几何 结构 又 是 多 种 多 样 的 ,给 出 流体 力学 方程 组 定 解 条 件 的 一 
般 提 法 至 今 仍 是 一 件 相当 困难 的 事 .所 以 ,本 节 将 不 从 数学 上 讨论 流体 力学 方程 解 
的 存在 性 ,唯一 性 和 稳定 性 的 一 般 条 件 , 而 只 是 根据 以 后 求解 流动 问题 的 需要 ,给 
出 几 种 常见 的 边界 条 件 . 


3.5.1 流体 力 学 方程 组 


将 我 们 得 到 的 表示 流体 夭 性 和 导热 性 规律 的 本 构 方 程 (3.4.10) 和 (3.4.5), 代 
人 动量 方程 (3.2.8) 和 能 量 方程 (3.3.9) ,再 加 上 连续 方程 (3.1.11) ,就 得 到 完备 的 
流体 力学 方程 组 .写成 笛 卡 儿 张 量 方程 的 形式 ,它们 是 


连续 方程 
ao ，a _ 
3 一 习 (pv ) = 0; (3.5.1) 
动量 方程 
avi |» _19op.l 2 (a oo) 
ot 1 Ox; POx; COxi\ ak 
1 9 ov; , Ovi\|+ re. 
+ 站 fi; (3.5.2) 
能 量 方程 
2 oe _-_P/ov\, 1 1 9 oT _ 
YB) po Fac (Ki) (3.5.3a) 
其 中 @B 是 由 式 (3.4.16) 定义 的 耗 散 函数 . 
利用 连续 方程 
de __,/9v 
1 p( 3) 
和 热力 学 关系 式 
h 二 E 十 2, 
p 


也 可 以 将 方程 (3.5.3a) 化 成 另 一 种 形式 
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ohn,, on ,1dp,l 


6+19 (£2 ). (3.5.3b) 


ot ar Pdr 0 Pp Oxi\ Bxi 
在 方程 组 (3.5.1) 一 (3.5.3) 中 ,未 知 函 数 是 v;,p 和 P,e,h 和 本 可 以 由 热力 
学 关系 式 或 状态 方程 写成 为 p 和 6 的 已 知 函 数 . 输 运 系数 4,K 和 Kk 也 是 (p,P) 的 隐 
数 ,这 些 函 数 的 形式 通常 由 实验 来 确定 ,对 于 简单 分 子 的 气体 ,也 可 以 用 气体 分 子 
运动 论 的 方法 计算 出 来 .因此 ,方程 (3.5.1) 一 (3.5.3) 构成 了 一 个 完备 的 拟 线性 
偏 微分 方程 组 . 


3.5.2 ”分 界面 上 的 运动 学 边界 条 件 


这 里 所 说 的 “分 界面 ", 是 指 两 种 介质 的 接触 面 ,其 中 至 少 有 一 种 介质 是 我 们 所 
攻 虑 的 流体 . 假设 分 界面 两 边 的 物质 在 界面 上 不 发 生 蒸发 .凝结 渗透 和 互相 溶解 
等 现象 , 则 此 种 分 界面 就 是 一 个 物质 面 , 即 在 运动 过 程 中 ,分 界面 始终 由 同一 批 质 
点 所 组 成 .物质 面 两 侧 质点 速度 应 满足 的 运动 学 边界 条 件 是 
0 = Vv, (3.5.4) 
其 中 mw， = p.m ,是 界面 上 质点 沿 法 向 的 速度 , 上 标 (1) 和 (2) 表示 界面 两 侧 的 
如 果 分 界面 是 一 个 运动 的 空间 曲面 $, 它 在 坐标 系 {x,y,z} 中 的 方程 写 为 
F(x,y,zZ,1) = 0， (X,Yy,Z) ES, (3.5.5) 
那么 ,由 于 $ 是 一 个 物质 面 ,分 界面 上 流体 质点 速度 的 法 向 分 量 2 ,i = 1.2 应 当 
等 于 该 曲面 沿 法 向 的 移动 速度 , 即 


oo = Wn, i = 1,2. (3.5.6) 
其 中 uu, 是 这 样 定义 的 : 设 r 是 1 时 刻 $ 
面 上 的 一 点 ,过 该 点 作 $ 面 的 单位 法 
线 秋 nn 与 1+ dt 时 刻 的 $ 面 交 于 r + 
dr, 则 ww, = Sr 。n. 由 于 点 r+ dr 洲 
在 t+ dt 时 的 S$ 面 上 ,显然 有 

Flridr,t +dt)=0. 
由 上 式 减 去 式 (3.5.5) ,并 写成 一 次 微 
VF .dr+ dr=0 
ot 
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, dr __ er 
dt ot 
另 一 方面 ,$ 面 上 指向 玉宇 0 一 侧 的 法 向 单位 矢量 为 n = 六, 于 是 有 


(i (1) 加 vo” .VF 


v= 00 nn (3.5.8) 
以 及 
_ dr _ eoF/at 
us = eat (3.5.9) 
将 以 上 两 式 代入 式 (3.5.6) ,就 得 到 
SF + ow VF=0, i= 1.2. (3.5.10) 


当 分 界面 是 一 个 物质 面 时 ,上 式 就 是 分 界面 上 运动 学 边界 条 件 的 一 般 数 学 形式 .该 
曲面 的 位 置 和 形状 ( 即 函数 ) ,可 以 是 已 知 的 或 有 待 求解 的 . 


3.5.3 ”分 界面 上 的 动力 学 和 热力 学 边界 条 件 


为 了 考察 界面 上 的 动力 学 相 容 条 件 , 我 们 在 分 界 
面 上 任 取 一 个 小 面 元 dS ,并 作 一 个 扁 形 控制 体 将 该 
面 元 包 于 其 中 .控制 体 的 两 底面 与 所 取 面 元 平行 , 侧 
面 与 面 元 正 交 ,厚度 dh 远 远 小 于 面 元 的 线 尺度 ( 见 
图 3.4) .在 对 该 控制 体 应 用 动量 定理 之 前 ,我 们 先 要 
说 明 : 当 分 界面 两 边 为 不 同 介质 时 ,界面 上 存在 着 表 


小 a, 称 为 表面 张力 系数 ;表面 张力 的 方向 和 边框 线 
垂直 并 与 面 元 相 切 .热力 学 理论 已 经 证 明 , 对 于 无 限 
小 面积 dS 的 界面 元 ,其 所 受 表面 张力 的 合力 ,可 表 
示 为 wCRil+ Ri)nds, 其 中 于 为 面 元 的 法 向 单位 0 
矢量 ,Ri 和 Rs 是 曲面 在 该 点 的 两 个 主 曲率 半径 . 当 图 3.4 界面 上 的 微 元 控制 体 
对 应 的 主 法 截 线 的 曲率 中 心 在 n 指向 的 一 侧 时 ,R;， 
i = 1,2 取 正 值 ;反之 ,就 取 负 值 . 因 此 ,表面 张力 应 当 参 与 界面 控制 体 的 力学 平衡 ， 
据 此 ,我 们 可 以 将 动量 定理 写成 

pdSdn det = [Co — oP)ny + a(R- + Ri) ndS + pdSdh ef 
其 中 上 标 (1) 表示 n 所 指 一 方 的 介质 参数 ,(2) 表示 另 一 方 .上 式 两 边 同 除 以 ds ,并 
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令 dh 一 0. 就 得 到 


(1) 
《ai 


人 + 二 )n; =0， (3.5.11) 
1 2 
或 写成 应 力 矢量 的 分 量 形式 


(oH — oF nn;+ (Ri 让)= 0.| 

(od — or nt = 0. | 

其 中 t 足 曲 而 上 所 论 面 元 的 任意 切 向 单位 矢量 .上 式 表 明 . 分 界面 上 两 侧 介 质 的 蕊 

向 应 力 总 是 连续 的 ; 当 界 面 的 平均 曲率 不 为 替 时 ,表面 张力 会 导致 法 向 应 力 的 一 个 

类 似 地 ,我 们 也 可 以 对 前 面 所 最 的 控制 体 写 出 能 量 守 恒 表达 式 . 如 果 将 控制 体 

有 到 成 随 界面 流体 一 起 运动 (此 时 ,v= 0, 参 看 式 (3.5.14)), 则 可 得 到 能 量 守 恒 的 
边界 形式 


(3.5.12) 


qi ni = qi ni, (3.5.13) 
即 界 面 两 侧 的 热 通 量 密度 相等 . 

在 流体 的 分 界面 上 同样 有 分 子 的 得 运 效应 , 它 导 致 的 效果 就 是 ,消除 界面 着 侧 
介质 之 间 的 不 平衡 .包括 减 小 界面 上 物理 其 的 法 向 梯度 ,以 及 消除 一 旦 出 现 的 任何 
由 非 平衡 引起 的 物理 景 分 布 的 间断 现象 .1 此， 我 们 立刻 得 到 

v= vv (3.5.14) 
利 | 

TD = TT, (3.5.15) 
式 (3.5.14) 表明 .界面 两 侧 介质 的 运动 不 仅 要 法 向 速度 相等 , 切 向 速度 也 必须 相 
等 .这 一 条 件 称 为 无 滑 移 条 件 . 

实际 情形 表明 .边界 条 件 (3.5.14) 和 (3.5.15) 对 于 稠密 流体 的 界面 是 精确 成 
立 的 .可 能 的 例外 是 一 侧 流体 为 稀薄 气体 的 情形 . 由 于 气体 分 子 密度 过 小 .分 子 随 
机 运动 的 输 运 能 力 很 弱 , 在 稀薄 气体 和 同体 或 液体 的 分 界面 上 , 式 43.5.14) 和 
(3.5.15) 不 一 定 成 立 ; 那 时 要 代 以 另 一 种 边界 条 件 , 即 切 向 速度 和 温度 可 能 产生 间 
内 ,此 处 不 再 作 进 一 步 的 讨论 . 


3.5.4 固 壁 边界 条 件 和 自由 面 边界 条 件 


以 上 建立 的 边界 面相 容 条 件 , 只 有 在 界面 两 边 都 是 流体 ,并 且 问 题 需要 对 两 边 
a 求解 时 , 才 取 作 方 程 组 的 边界 条 件 . 在 有 些 情 况 下 ,可 以 对 上 述 边 
条 件 作 适当 的 简化 .其 中 两 种 重要 的 情况 ,就 是 周 壁 边界 和 液体 自由 面 边 界 . 
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具有 国 壁 边界 的 流动 是 最 广泛 或 许 也 是 最 重要 的 一 类 流动 . 此 时 ,固体 边界 的 
运动 通常 作为 已 知 条 件 给 定 出 来 .因此 ,这 和 分 界面 两 边 都 是 求解 对 象 的 问题 相 
比 ,运动 方程 组 的 方程 数 就 减少 了 一 半 , 边 界 条 件 的 关系 式 也 须 相 应 地 减少 一 半 . 
由 于 在 周 体 边界 上 ,给 定 的 条 件 是 固 壁 的 运动 而 不 是 问 体 中 的 应 力 ,应 当 放 奔 的 边 
界 条 件 显 然 是 应 力 关 系 式 .所 以 , 国 壁 边界 上 的 动力 学 条 件 是 速度 的 无 滑 移 条 件 . 

如 果 固 体 是 作 刚体 式 的 运动 , 同 壁 上 的 质点 速度 写成 

u=v,+ARxr. 
其 中 ze 是 固体 的 平移 速度 ,Q2 是 浆 体 的 旋转 角速度 .r 是 同体 表面 质点 对 于 转轴 上 
某 一 参考 点 O 的 相对 矢 径 .此 时 ,流体 运动 在 固 壁 上 应 满足 的 边界 条 件 为 

v= vv,+Qxr. (3.5.16) 
其 中 口 是 边 界面 上 流体 质点 的 速度 .特别 地 , 当 坐 标 系 取得 合 ww = 0.2 = 0 时 ,有 
vw = 0. 

当 流 体 和 同 壁 间 还 存在 热 交 换 过 程 时 , 固 壁 上 还 要 满足 一 个 热 边界 条 件 .是 用 
热 通 量 条 件 (3.5.13) ,还 是 温度 边界 条 件 (3.5.15) . 当 视 问题 的 实际 情形 而 定 ; 此 
时 ,向 体 一 侧 的 热 通 量 密度 或 温度 应 当 是 已 知 的 . 

液体 自由 面 是 液体 和 真空 或 液体 和 自由 大 气 的 接触 面 .在 后 一 种 的 情况 下 , 问 
题 关 心 的 通常 也 仪 是 液体 的 流动 ,而 不 是 自由 面 外 侧 气 体 的 运动 . 在 这 种 情况 下 ， 
界面 上 同样 只 能 容许 一 半数 目的 边界 条 件 关系 式 . 此 时 ,由 于 问题 中 不 能 提供 气体 
运动 的 情况 ,或 者 更 确切 地 说 ,是 由 于 气体 的 密度 和 理性 系数 部 很 低 , 它 的 运动 一 
般 不 会 对 液体 产生 显著 影响 ,我 们 应 当 放 弃 速 度 边 界 条 件 , 而 采用 应 力 边界 条 件 ， 
并 且 可 以 将 气体 的 慕 性 应 力 略 去 不 计 . 于 是 ,我 们 得 到 液体 自由 耐 上 的 边界 条 件 为 


enjt; = 0， 


| (3.5.17) 
启 + 二 )| 
其 中 ;为 自由 面 法 向 单位 矢量 ,指向 大 气 一 侧 ; 1; 为 自由 面 切 向 单位 矢量 ;常数 p。 
为 大 气压 强 ,p 为 日 由 面 上 的 液体 压强 .w 为 液体 黏 性 系数 ,ey 是 液体 在 月 由 面 上 
的 应 变速 率 张 量 . 此 时 ,自由 面 曲 率 中 心 若 在 液体 一 侧 , 式 (3.5.17) 右 方 表面 张力 
项 为 正 值 ;反之 , 则 为 负 值 . 

需要 指出 的 是 ,液体 月 由 面 的 形状 通常 是 待 求 的 内 容 ,因此 ,还 需要 补充 一 个 
自由 面 的 运动 学 边界 条 件 


p — ZrHeinin,) = Po 一 a( 


or 十 vv; oF 
or OX i 


其 中 F(xi,1) = 0 是 自由 面 方程 ,F 是 一 个 未 知 洱 数 .v; 是 白 由 面 上 的 液体 速度 . 


= 0， (3.5.18) 
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木 节 所 讨论 的 ,主要 是 猪 性 流体 分 界面 上 的 边界 条 件 , 远 不 是 求解 流体 力学 广 
程 时 可 能 过 到 的 边界 条 件 的 全 部 内 容 .在 有 些 问题 中 ,还 需要 补充 其 他 边界 条 件 . 
特别 是 , 当 对 流体 力学 方程 作 简化 处 理 时 .方程 的 性 质 可 能 会 发 生变 化 ;此 时 ,要求 
分 界面 边界 条 件 的 形式 和 数 日 也 要 作 相 应 的 变化 . 这些 问题 ,我 们 将 留 到 后 面 有 关 
的 章节 中 去 讨论 ， 


3.6 流体 的 静 力 平衡 


现在 ,我 们 应 用 已 建立 的 流体 力学 方程 . 先 来 研究 流体 的 一 种 特殊 形式 的 运动 
整个 流体 处 于 静止 或 作 刚 体式 的 运动 .后 一 种 情况 .也 可 以 通过 选择 适当 的 参 
车 系 , 而 使 其 满足 
or .1 三 0. (3.6.1) 
所 以 .可 以 将 两 种 情况 都 称 为 流体 处 于 静 力 平衡 . 静 力 平衡 的 流体 在 这 样 的 参 葵 系 
中 加 速度 为 零 , 其 动量 方程 写 为 
Se +0, = 0. (3.6.2) 
应 当 注 意 ,这 里 的 参考 系 ,可 能 是 惯性 系 ,也 可 能 是 非 惯 性 系 . 如果 是 非 惯 性 系 , 休 
租 力 f; 就 应 当 包 括 惯 性 力 , 如 离心 力 之 类 . 
我 们 说 过 ,静止 的 流体 不 能 承受 剪 切 力 . 其 应 力 张 量 为 各 向 同性 张 量 


Oi 三 一 poy. (3.6.3) 
将 式 (3.6.3) 代入 式 (3.6.2) ,就 得 到 流体 的 平衡 方程 

9 

pf. (3.6.4) 

OX; 


特别 地 , 当 不 存在 外 场 力 时 ,有 
Vp=0 或 p= 常数 . (3.6.5) 
这 就 是 热力 学 中 已 经 讨论 过 的 力学 平衡 条 件 ( 这 里 指 惯性 参考 系 而 言 ). 
下 面 .我 们 研究 儿 种 典型 的 流体 静 力 学 问题 . 
3.6.1 保守 力 场 中 的 流体 平衡 
当 作 用 在 静 力 平衡 流体 上 的 外 力 为 保守 力 时 ,可 以 引入 势能 珊 数 炎 ,使 了 = 
。84 。 
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一 Vy. 此 时 ,平衡 方程 写 为 
Vp =- pW. (3.6.6) 
对 方程 两 边 取 旋 度 , 有 
VxVp=-VY Xx(pV)=- VexVvy=0. 
所 以 , 静 力 平衡 时 ,矢量 Ve 与 W 处 处 方向 一 致 ,P 的 等 值 面 也 是 势能 的 等 值 面 , 因 
而 2 是 Y 的 单 值 函 数 .将 Ce = PCy) 代入 式 (3.6.6) ,积分 得 到 
p(¥) =-|pCy)dy. (3.6.7) 


由 此 可 知 ,处 在 保守 力 场 中 的 平衡 流体 ,其 等 压 面 .等 密度 面 和 等 势能 面 三 者 是 重 
会 的 . 
均匀 密度 流体 是 一 种 重要 的 情况 .此 时 , 式 (3.6.7) 可 写成 简单 的 代数 式 
p= jpo 一 0， (3.6.8) 
其 中 积分 常数 po 取 为 势能 基准 面 上 的 流体 压强 .流体 力学 问题 中 最 常见 的 外 力 是 
重力 ,在 这 种 情况 下 ,Y = gz. 如 果 我 们 定义 海平 面 上 的 重力 势能 为 零 ,z 就 是 从 海 
平面 起 算 的 高 度 .于 是 ,均匀 密度 流体 在 重力 场 中 的 平衡 压强 公式 表示 成 


p= po — Pgz. (3.6.9) 
值得 介绍 的 还 有 一 种 情况 一 一 等 速 旋转 参考 系 中 的 流体 平衡 问题 ,其 旋转 参 


考 系 的 转轴 与 重力 方向 一 致 .我 们 将 该 轴 到 成 z 轴 , 向 上 为 正 , 则 在 此 旋转 参考 系 
中 ,体积 力 的 势能 ; 


Ox ys) = gz — Bo + ye), (3.6.10) 
其 中 wow 为 参考 系 转动 的 角速度 .如 果 液 体 在 此 参考 系 中 处 于 静止 状态 ,在 不 计 表 面 


张力 的 情况 下 ,自由 表面 应 当 是 液体 的 一 个 等 扑面 ,因而 也 是 等 势能 面 . 于 是 ,立刻 
可 以 写 出 自由 面 方程 , 它 是 以 z 轴 为 转轴 的 抛物 旋转 面 


8z 一 于 2 + y*) = 常数 . (3.6.11) 
2 
利用 式 (3.6.8) ,可 以 写 出 旋转 液体 中 的 压强 分 布 
PCXyy,z) = po — pgz + Sx + y2), (3.6.12) 


其 中 常数 po 为 自由 面 上 的 液体 压强 , 亦 即 大 气压 强 , 此 时 ,自由 面 已 被 取 成 势能 基 
准 面 . 


3.6.2 浮 体 定律 
现在 研究 悬浮 在 静止 流体 中 的 固体 受 力 问 题 . 当 流 体 和 固体 处 在 重力 场 作用 
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之 下 时 ,国体 除 受到 地 球 的 引力 外 ,还 有 周围 流 
体 作用 于 它 表面 上 的 上 诗 力 . 

取 一 个 直角 坐标 系 { x ，X2，X3 》 ,使 X3 轴 铅 
直 向 上 ,因而 重力 势能 的 等 值 面 为 x; = 常数 ， 
流体 的 密度 和 压强 都 只 是 xs 的 函数 .利用 压强 
表达 式 (3.6.7) 和 dy = gdxs, 可 以 写 出 作用 在 
固体 表面 S$ 上 的 流体 不 力 的 合力 表达 式 


xX 


F; =— (bonds = 一 (hip, 一 g| p(xs)dxs lnidS, 
: Sy ) 


这 里 ,我们 已 把 液体 的 表面 取 作 x; = 0, 表 面 的 压强 为 大 气压 强 po 注意 到 由 id 
= 0, 在 利用 格林 定理 将 曲面 积分 化 为 体积 分 后 ,就 得 到 


Xt 


-号 [josoaslr 


0 0 


Xe 
3 


其 中 0 为 岗 体 所 占 的 区 域 ,函数 | e( xdx3 是 将 液体 密度 pCxs) 解析 延 拓 到 Q 中 
的 密度 函数 ,实际 上 就 是 2 区 域外 同 高 度 上 的 液体 密度 . 于 是 有 
F; = agocx av = Me6i3. 


[gg 


即 
P= 记 =0，  F:= Mg， (3.6.13) 
其 中 


M = ocxayqv 


是 被 回 体 所 排 开 的 流体 的 质量 . 式 (3.6.13) 就 是 我 们 熟知 的 浮 体 定律 或 称 阿 基 米 
德 (Archimedes) 定律 :浸没 在 静止 流体 中 的 国体 ,受到 流体 作用 于 它 的 一 个 浮力 ， 
大 小 等 于 固体 所 排 开 的 流体 重量 ,方向 与 重力 相反 .该 定律 不 仅 对 完全 浸没 在 流体 
中 的 固体 适用 ,也 适用 于 浮 在 液体 表面 上 的 问 体 ,读者 试 将 上 述 论证 推广 之 . 
3.6.3 ”毛细 现象 

如 果 将 静止 液体 的 压强 公式 
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中 的 po 取 为 液体 内 某 个 基准 水 平面 上 的 压强 ,而 将 z 看 做 是 白 由 而 距离 该 水 平面 
的 高 度 . 则 疡 就 表示 自由 面 上 的 液体 压强 .在 表面 有 遇 率 的 情况 下 ,由 于 表 而 张力 
的 作用 ,表面 液体 不 强 p 和 大 气 奈 强 p, 要 满足 下 列 边界 条 件 
pp, a (去 元) = 0 (3.6.14) 
这 里 规定 , 主 昌 率 Ri 和 Rs! 所 对 应 的 曲率 中 心 处 于 液体 一 方 时 ,曲率 为 正 . 反 之 
为 负 . 于 是 ,我 们 得 到 自由 面 方 程 
O82 十 a (RR 十 元 
志 在 ,我 们 就 一 种 简单 情况 来 说 明 如 何 册 方 
程 (3.6.15) 求解 出 自由 而 的 形状 . 
假设 一 个 方形 容 右 中 装着 液体 . 幽 辟 馈 
各 :图 中 方向 尺度 很 大 ,因此 离 前 后 壁面 足 
够 远 处 的 表面 .可 以 看 做 是 平行 于 y 轴 的 柱 
状 面 . 此 处 的 表面 方程 写作 
z = §(x). 图 3.6 ”容器 中 弯曲 的 液体 自由 面 
表面 的 两 个 主 晶 率 分 别 为 
fs 


-1 二 -1 二 
人 


其 中 每 一 撤 表 示 对 x 求 一 次 导数 .由 此 得 到 白 由 面 高 度 的 微分 方程 


名 pg - 
GT 


要 确定 自由 面 形状 , 须 给 出 方程 (3.6.16) 的 两 个 边界 条 件 . 我 们 注意 到 参数 d = 


= 常数 . (3.6.15) 


(3.6.16) 


pg 具有 长 度量 纲 , 它 是 表征 自由 面 高 度 变化 的 一 个 特征 长 度 . 如 果 水 池 宽 为 上 
Hd 亏 工 , 则 方程 (3.6.16) 的 边界 条 件 可 取 为 
x=0,.5=h; X -> co 6->(0. (3.6.17) 
其 中 天 是 侧 壁 (xz = 0) 自由 面 高 出 (或 低 于 ) 中 心 处 (x 一 % ) 水 平面 的 位 移 . 利用 
边界 条 件 (3.6.17), 可 积分 得 微分 方程 (3.6.16) 的 解 
:= arch( 笃 )- arch (EE )+ (4 和) (4 二 ) (3.6.18) 
解 中 的 参数 h 由 d 值 和 接触 角 6 确定 .所 谓 接 触角 ,是 指 以 问 壁 为 边界 的 自 出 而 对 
问 辟 的 倾斜 角 ( 见 图 3.6). 它 可 由 气 。 疝 ` 气 。 液 和 液 一 固 一 种 交界 面 的 表面 张 
力 系 数 aw ,azs 和 as 算出 .在 处 于 平衡 的 三 相交 线 上 ,表面 张力 的 平衡 方程 给 出 
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al = asl + axCcCoSO， 


所 以 

0 = arccos( 2 es ). (3.6.19) 
利用 方程 (3.6.16) 的 一 次 积分 式 

上 

56 (1 re ~ 
将 = .6 = 一 cot0 代入 上 式 , 就 得 到 

全 =+ VII Hig. (3.6.20) 


共 中 *+” 与 “~” 分 别 对 应 于 as > aa 和 av 过 aw 两 种 情况 ,我 们 分 别称 之 为 浸润 
液体 和 不 浸润 液体 . 

还 有 一 种 更 简单 的 情况 ,是 将 一 根 小 
直径 的 网 管 锅 直 地 从 自由 面 插入 静止 液体 
之 中 .这 时 , 圆 管 中 液 体 的 表面 会 比 管 外 液 
体 表 而 上 升 或 下 降 一 个 高 度 太 . 它 取决 于 
液体 对 管 壁 是 浸润 还 是 不 浸润 . 这 种 现象 
称 为 毛细 现象 . 细 管 中 的 液 面 可 近似 看 做 
图 3.7 ”毛细 现象 一 个 球面 , 若 管 的 半径 为 ge, 利用 几何 关系 


容易 求 得 该 球面 的 半径 为 =,0 为 接触 


角 . 贞 利 用 压强 公式 (3.6.9) 和 自由 面 方程 (3.6.15) ,就 可 以 确定 出 管 中 液 面 上 升 
或 下 降 的 高 度 


_ 2d’*cos0 
一 人 


H 0< 0<T， (3.6.21) 


共 中 dz = pe 当 0 一 0 二 六 时 , 娘 盖 0; 当 了 一 9 一 x 时 ,H 一 0( 参 看 图 3.7). 


3.6.4 平衡 大 气压 强 公式 
现在 来 研究 在 重力 场 中 处 于 静 力 平衡 的 大 气 , 它 的 等 计 面 、 等 容 面 和 等 高 而 入 
合 . 因 而 有 


ap ap 由 
Ox Oy dz 8. 
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p(z) = Po 一 g|e(z Ydz", (3.5.23) 
其 中 po 为 海平 面 z = 0 处 的 大 气压 强 . 
我 们 可 以 近似 地 将 大 气 看 做 完全 气体 ,有 
_ PM 
= 7 
其 中 M 是 空气 的 分 子 量 , R 为 通用 气体 常数 .将 它 代 入 气压 方程 (3.5.22) ,积分 后 
得 到 


Pp Me| dz 


no RJ Tz) 


大 气 的 温度 垂直 分 布 是 容易 测量 的 .统计 结果 表明 ,对流层 中 的 大 气温 度 近似 地 随 
高 度 线性 下 降 :T(z) = Tu 一 yz ,7 为 海平 面 温度 ,7 为 大 气温 度 的 直 降 率 . 这样， 
我 们 得 到 平衡 大 气压 强 随 高 度 变化 的 公式 


(3.5.24) 


PCz) = pol -元 (3.5.25) 


实践 表明 ,这 一 气压 公式 对 实际 大 气 也 是 近似 成 立 的 . 


附录 2” 正 交 曲线 坐标 系 


流体 力学 中 的 茶 些 问 题 ,采用 曲线 坐标 系 挤 述 要 比 用 币 卡 儿 坐 标 系 更 为 简便 . 
一 般 曲 线 坐 标 系 的 数学 理论 , 须 建立 在 张 量 分 析 的 理论 基础 上 , 它 已 经 超出 本 书 的 
叙述 范围 .但 是 , 正 交 则 线 坐 标 系 中 矢量 和 张 量 的 表述 方法 和 运算 规则 ,可 以 通过 
某 些 特殊 的 途径 来 建立 .这 里 将 介绍 一 种 正 交 曲线 坐标 的 表述 方法 , 旨 在 帮助 读者 
方便 地 阅读 本 书 的 有 关内 容 . 


1. 正 交 曲线 坐标 系 


设 {xi ,xxs} 为 一 正 交 稍 卡 儿 坐标 系 .线性 独立 的 琐 数 
di 二 di(X1: Xz Xs3), 1 二 1.2,3. (A.2.1) 


当 其 雅 可 比 行列 式 
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Ot(q1. G42 43) 
OCX1 ,Xs Xs) 


处 处 都 不 为 零 和 无 限 大 时 ,就 能 建立 芒 个 数 集 {xX1 ,XX3) 和 441.42z.931 之 问 的 
一 一 变换 关系 .每 两 组 对 应 的 数 1 .xXxs) 和 1g1.4z.4s) ,都 代表 一 维 空间 的 - 
个 点 ,前 者 称 为 点 的 笛 卡 儿 和 坐标 ,后 者 称 二 的 曲线 坐标 . 

由 方程 


jj 三 


Gi(XI1.Xu.X3) = 常数 ， = 1.2.3 (A.2.2) 
定义 的 三 个 空间 J 出面 族 ， 容光 出 并 全 标 系 的 学 标 曲面 族 两 个 不 同族 坐标 曲面 的 交 
线 称 为 坐标 曲线 . 过 空间 任 -- 点 可 引 三 条 不 同 的 举 标 遇 线 , 若 一 族 坐 标 曲线 处 处 正 
交 , 这 种 坐标 系 就 称 为 正 交 曲线 坐标 系 . 
和 和 笛 卡 儿 坐 标 系 -- 样 ,在 正 交 山 线 坐标 系 中 进行 入 恒 运 算 , 首 先 要 建立 华 标 系 
的 基 矢 量 . 为 此 .考虑 空间 的 任意 一 点 PP, 它 的 笛 卡 儿 华 标 矢 径 表示 为 
R= xi+txj+ .xk. (A.2.3) 
我 们 将 已 点 处 正 交 曲线 坐标 系 1g1.42 .ds 的 二 个 基 矢 量 定义 为 
六 
这 样 .每 一 基 矢 量 e; 部 科 对 应 的 坐标 曲线 相 切 ;并 有 目 , 由 华 标 系 的 正 交 性 .以 有 
ej。ei = (0)， 当天 了 了 时， (A.2.5) 
正 交 曲线 坐标 系 的 基 矢 共和 笛 天 儿 系 是 撩 斌 有 了 两 点 重 旧 的 区 别 , 训 
(1) 在 空间 不 同 点 | 让 交 阳线 系 的 大 从 媒 的 大 小 和 方向 最 可 不 相同 | 
(2) 正 交 曲线 坐标 系 的 基 矢 量 一 般 不 是 单位 长 度 的 矢量 . 这 决定 了 正 交 曲线 
坐标 系 中 的 矢量 分 析 . 比 笛 卡 儿 矢 研 分 析 的 数学 形式 更 复 杂 . 
2. 矢量 的 分 量 和 物理 分 量 
正 交 曲线 系 中 的 矢量 表示 成 分 量 形 式 为 
a = del+asey +a2ses， (A.2.6) 
其 中 (a1,as,as) 称 为 a 的 分 量 .矢量 a 也 可 以 用 下 角 标 表示 为 a; .但 是 ,物理 上 更 
常用 的 一 种 表示 方法 是 ,到 当 地 基 和 方向 的 单位 氏 度 矢量 n; 作为 矢量 计算 单位 ， 
将 矢量 a 表示 成 


i = 1.2.3. (A.2.4) 


a=ani+t+dsh, + dshs. (A.2.7) 
其 中 ， 


~ 


* 本 附录 中 的 重复 下 标 , 都 不 是 跟 慰 ,它们 不 表示 求 和 运算 
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hn; = 天， (A.2.8) 


hh = Ve = ) (总 ) (2 i123 


(A.2.9) 
h; 是 基 矢 量 e; 的 长 度 ,也 是 g9; 坐标 由 线 上 当 gq ;改变 单位 值 时 的 曲线 弧 长 , 称 为 正 
交 有 曲线 坐标 系 的 尺度 因子 或 拉 梅 (Lame) 系数 .有 的 文献 上 将 ni; 称 为 单位 基 矢 量 ， 
而 将 ai 称 为 @ 的 物理 分 量 .由于 本 书 以 后 只 采用 (A.2.7) 形式 的 分 量 表示 ,而 不 用 
(A.2.6) 形式 的 分 量 , 所 以 ,就 把 ww 所 接 称 为 a 的 分 量 


3. 单位 基 矢 量 的 偏 导 数 


为 了 推导 正 交 曲线 坐标 系 中 物理 量 场 的 梯度 . 散 度 、. 旋 度 , 以 及 流体 加 速度 和 
应 变速 率 的 表达 式 , 以 便 写 出 正 交 明 线 坐标 系 中 分 量 形式 的 流体 力学 方程 ,关键 的 
步骤 是 要 得 到 单位 基 天 量 n; 的 偏 导数 计算 式 . 


根据 
oe! _ oe» _ oR 
Og: 904: 94q19g: 
和 
Oe1 口 On oni 
Se = Onn)=h + ， 
OQq2 3q2 i ! Gdq， 1 Aq2 
OAes QO on, ,Bhs 
= (hn,.)= h. 十 . 
Ogq1 Od! 2 AQq1 * Oqi 
我 们 有 
nl ahi On Ooh, 
h | = h, 十 hn. 
! OQq: 抽 Gd: Od 1 nz Ogq1 


注意 到 n; 是 单位 长 矢量 ,并 且 当 : 7 时 ,nj; 处 在 坐标 曲面 (qd 9) ) 的 密切 平面 
内 ,并 与 q; 坐标 曲线 处 处 正 交 ， 网 而 3 ， 必定 3 平行 于 nj. 于 是 得 到 


,On -ht | h, nz - 9ha 
3g, Bq ”3di ”2Dq， 
即 当 i 关 j 时 ,有 交叉 导数 的 表达 式 
om - 1 oh (A.2.10) 


Qd h; qr 
进一步 ,注意 到 当 i,j ,k 为 1.2,3 的 轮换 排列 时 ,有 ni; = nj Xx ni. 代 入 2 总: 后 计 
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算得 到 
OP i 1 DA 1 ah, 


= ny. (A.2.11) 
9q: hj 59 he 30 


4. 正 交 曲 线 系 中 的 矢量 微分 算 子 V 


根据 “梯度 ”的 物理 意义 :物理 量 沿 空 间 任意 方向 的 方向 导数 ,等 于 该 物理 量 的 
梯度 点 乘 那个 方向 的 单位 矢量 , 即 


9 
Os i 


= 。V， 171=1， 
我 们 可 以 得 出 
工 
h; aq; 
其 中 dS， = hidg; 是 9 坐标 曲线 上 的 做 元 弧 长 于 是 ,我 们 得 到 梯度 矢量 算 符 V 
在 正 交 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 
-hn 9 :Nz: 0 ,ns 9 

hi Ogqi1 h, Odz hs OQqs 
由 于 微分 算 符 Y 可 以 作为 一 个 矢量 进行 形式 运算 ,我们 立刻 就 可 得 到 矢量 的 散 度 
表达 式 


Nn; 。V= 


(A.2.12) 


.an .cam .Ga .ed 
h! 9gqi h: 9q: h: dq 


再 将 式 (A.2.7) 代入 ,利用 nj 的 偏 导 数 表 达 式 (A.2.10) 和 (A.2.11) ,经 过 计算 整 
理 后 就 得 到 


va- ya 人 ao， 


.2.1: 
hihihsf{ oqi\ h; (A.2.13) 
类 似 地 ,由 
nl ~ 9a xx GQ .moa 
Vxa= x 十 ~ . 
a h! 9qi a ~ Bq; hs 9qs 
可 计算 整理 得 
hin h2n, hns 

Wh ， 5 (A.2.14) 


hshs|l dq 9: 39; 

hiai ha, hsas 
容易 看 出 , 正 交 曲线 华 标 系 中 的 梯度 、 散 度 、 旋 度 表 达 式 (A.2.11) ~ (A.2.14), 是 
正 交 箭 卡 儿 坐 标 中 对 应 量 表 达 式 的 推广 形式 . 当 所 二 二 hh 三 1 时 ,(A.2.13) 
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和 (A.2.14) 两 式 就 分 别 退 化 为 笛 卡 儿 矢 量 的 散 度 和 旋 度 表达 式 . 
5. 正 交 曲线 坐标 系 中 的 加 速度 矢量 和 应 变速 率 张 量 
流体 质点 加 速度 矢量 的 不 变形 式 为 
4= 一 = 一 +(D。V)D， 


ov OAVI AUVs, 〇 D3 
= 十 2 3 
ot a a or 


对 流 项 为 
3 
vr Vo= (v0 VW) (DO vn) 
3 ~ 3 
= PTCv: Vv mi + >》) vi[(v» Vn |]. 
i=1 i=1 
对 其 中 的 


(DVIn = 5 2 
t=1 
可 利用 n; 的 偏 导 数 公式 .经 过 计算 整理 后 得 到 


~ Ty OV; Ah, vv /Mh A vr 
(or Wo Pn» hy oq (vg 2 Sg + (v1 Sy, 起 
其 中 当 i 值 取 定 后 ,i, j,k 构成 1,2,3 的 轮换 循环 .例如 ,i = 2, 则 j= 3,k = 1. 于 
是 .我 们 可 写 出 正 交 曲线 坐标 系 中 ,流体 加 速度 的 分 量 表达 式 


3 
Av; LU QQDi DA ohj bj ah; oh Dk 
， 一 + 十 . 
A oat 和 名 有 3d， - 人 " Ogq; Ee (2 Bqr 99 i 
(A.2.15) 


为 求 蘑 点 (q1,9:,43) 处 的 应 变速 率 ,我 们 先 在 该 点 建立 一 个 局 部 的 正 交 币 卡 
儿 系 {x1,xz，x3)} ,Xi 轴 分 别 与 曲线 gq; 相 切 .于 是 ,该 点 的 应 变速 率 张 量 在 局 部 稍 卡 
儿 系 中 表示 为 
av; ,av 
Ci (a + Bx )， 
这 里 的 vi 和 wj 都 是 速度 的 局 部 笛 卡 儿 分 量 ,也 可 认为 是 正 交 曲线 坐标 系 中 速度 的 
物理 分 量 . 以 6 表示 局 部 笛 卡 儿 系 的 基 矢 量 , 我 们 有 


Ov _ 四 /。 
Bx 二 e) V(ei* v0), 2 = ei* Vl(ej;* 0). 
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因为 e’ 为 常 失 量 , 有 恒等式 
(eV)(e’* 0)= el [Lei V)D]， 
将 它 代 入 ej 的 表达 式 . 并 注意 到 在 微分 算 符 之 外 .e’ 可 以 用 ni 代 换 ,就 得 到 
ei = in . [CPP . VvV)v| 十 nj;* | (Cn; 。 V)D 1 
册 代 入 z5 的 曲线 兴 标 分 量 表达 式 , 利 用 nj; 的 偏 导数 公式 .计算 上 整理 后 得 到 
1 


) ， ) h; ) DA 
Ei 六 (3 (90) a (Sg ) 


‘A.2.16) 
机 


hh 9 /vy 1 
Co 下 区 2 3 人 (小 i]. (A.2.17) 


式 (A.2.16) 中 的 jk 仍然 到 1,2,3 的 轮换 排序 方式 . 
6. 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 


规 在 .我 们 将 以 上 一般 结果 应 用 于 两 种 最 常用 的 正 交 曲线 坐标 系 : 柱 坐 祭 系 
(R.9.z) 和 球 坐 标 系 (Cr,0,98). 它 们 分 别 定义 为 (参看 图 3.8 和 3.9): 


图 3.8 柱 坐 标 系 图 3.9 球 坐 标 系 
柱 坐 标 系 
X= Reosp, y= RSinp，z= 2; (A.2.18) 
球 坐 标 系 
X= rsingcosp, y= rsinbsin2， z= rcosO. (A.2.19) 


丙种 正 父 届 线 系 的 八 度 因子 是 
柱 坐 标 系 :hr = 1,hs = R,h, = 1; | 
球 举 标 系 : hh, = 1,j = hy = rsin0. 人 
利用 公式 (A.2.12) 一 (A.2.14) ,可 以 算出 柱 坐 标 和 球 坐 标 下 ,梯度 . 散 度 . 旋 度 利 


(A.2.20) 
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拉 普 拉 斯 式 的 表达 式 . 它 们 分 别 是 : 
柱 坐 标 系 
VI 3 RR Er Fe": 
19 1 ae + a: 
Vy a RR TR 32 
_ /lo aas dar Oa; 
Vxa -= (a 3 了 ) r+ (SF SR )ns (A.2.21) 
19 加 让 | 
+ | 于 溉 CRay) 六 20 n. 
,1 3 of 1 3/ of 
二 R | - 。 
Vi/ RR 3 ) R* ap’ gz 
球 坐标 系 
.of Laf ,1 af 
Vi Br ro rsingoap”’ 
109,,: 1 
Va-= 2 Fy Q 7) ng osinO) 
1 oag 
rsing OP * 
9 加 Gav 
Y rE Sing) op hn | 
(A.2.22) 
+ | 1 EE 9 (pq, ) |m， 
rlLsing 0PF Or 
1Te， QQ 
r [ 坟 (rao) DO 上 
Vv*f = 1 (天 2 ) _1 9 (sing 3 ) 
r* Or Or rsinG 90 DO 
1 of 


和 12sSin20 OP 

利用 加 速度 和 应 变速 率 的 表达 式 (A.2.15) 一 《A.2.17), 和 不 可 上 压缩 流 的 应 
力 -应 变速 率 关 系 式 c = 一 0 + 2ne ,并 注意 到 通常 对 于 不 可 上 讨 缩 流 有 4 = 常数 和 
可 以 导出 柱 坐 标 和 球 坐 标 系 中 的 应 力 分 量 表达 式 和 不 可 


V.e=-YxXVxov, 
压缩 黏 性 流 的 运 二 动 方程 组 
柱 坐 标 系 


流体 力学 《CD 全 


1 忆 ] 
| 
;, 1 Ovr , Bte bs ， 
oz = p+ ow (Ro 3R RR) (A.2.23) 
_ lav, 10 Qu: ,OVa), | 
Ce = (3 TR 3¢ ) om = sR Oz ): 
连续 方程 
ov ] ove | Ou, UR 口 ， 
十 十 = 0; .2.24 
aR "Ra 2 RT (A.2.24) 
动量 方程 
OUR , OAVR Ver OAVUR 1, OUR 1 1 op 
十 (a 十 - T 了 > 一 
3 aR R 9 dz R 0 aR 
十 (2 UR | 1 Oo UR 十 a UR 十 1 Ovr 2 Quc | 
“\oR: R’: op daz RaR Rap R:/ 
Ove are | Ve OVe 1 yous ,Lave __ 1 op 
ot aR Ray az _R ORap | ,2 2) 
; ( 引 oz 1 Ov A vs + 1 Ovy 2 OvVR 2 ) 
DR  R’: op’ dz ReoR Riop R: 
QUz | jn 0 4 Ve OV J Ov: _ ap 
3 R ay az O D3z 
Du， 1 dv, Ov, 1 5u， 
十 2 十 -一 2 十 2 十 z ] ， 
"( aR: Ra Bz R 3R ) 
球 坐 标 系 
Or = p +24 2, 
四 1 ve | 也 vo cot i 
ow = p + 2 (rans 3 + )， (A.2.26) 
1 9v v, 
mo 
本 1 Ov, ,Ovsg vg 
on = 4, 30 ”可 2 )， 
_ 1 ve 19or urcotO | 
ow = (in 3 了 2 )， (A.2.27) 
_ OUy 1 ov, Uy 
二 十 。 
Or | Dr rsin0 O99 r ) 
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连续 方程 
av, ,19v , 1 oo ,2v, + DocotO _ 0 
ar ra rsngap rr r = 0; (A.2.28) 
动量 方程 
au 985 4 Vedv, ,Ve au wt 1 op 
ot or r 60 Rsing 097 r O Dr 
132(m) 1 Ov, 1 Ov, 
十 二 十 一 < 十 一 一 
中 r ar’ r” 90° rsin 0 Op’ 
cotO Gu 2 Ovy 2 Bo 2v, 2coth 
十 一 2 2 2 2 2 vo); 
r” 0900 r” 90 广 SinO oF r r 
Ovo | , Ve | Vo Bue | Ve OVy | Vvp 邮 cotg _ 19% 
ot ”Dr r 00 rsing oF r r pr DO 
1 OO: (rva) 1 oa: Uy 1 a’ vo 
十 “< 十 一 十 一 5 
a r Br r: 30 rsin:0 OP? 
二 cotg oue 2c0s0 OvVg + 2 Ov, vo ] QUr 
1 00 jsin2Oaop rr: 00 rsin20 ot 
| vy, oe | Vo QU， 二 Do Guv Drv + DovecotO 
Dr rr 90 rsinG OP r r 
_ 1 Op -lo(rve) 1 Ov 1 Ovy 
一 1 fy 2 + 2 二 2 
Orsing0 Do r Dr 7 60 rsin 0 O99 
CotO ouy 2 9v, 2cosb Gu vs 
| 2 十 -2 十 -2 2 J]. 
r og rsing oF rsin0 OP rsin® 


(A.2.29) 
在 动量 方程 中 ,vy = Kx/。 是 流体 的 运动 黏 性 系数 . 
至 于 可 压缩 流动 ,由 于 密度 4。 和 输 运 系数 ,4,k 等 通常 都 是 p 和 了 的 函数 ,能 
基 方 程 和 连续 方程 .动量 方程 之 间 出 en 此 时 的 流体 力学 方程 组 在 曲线 
坐标 系 下 具有 更 为 复杂 的 形式 . 限于 篇 幅 ,这 里 就 不 一 一 列 出 其 具体 的 数学 表达 
式 了 . 


。 97 。 


第 4 章 黏 性 流体 的 不 可 压缩 流动 


流体 力学 基本 方程 (3.5.1) ~ (3.5.3) ,是 一 组 非 线 性 的 偏 微分 方程 . - - 般 地 
说 ;无 论 是 用 解析 的 方法 或 者 数值 的 方法 ,去 求解 这 -一 组 完全 的 方程 .以 得 到 对 流 
动 的 精确 的 描述 ,都 是 一 项 非常 困难 的 任务 .因此 .流体 力学 的 一 项 基本 任务 .就 是 
研究 化 简 问 题 进 市 实现 求解 的 各 种 方法 .化 简 问题 的 日 标 始 终 集 中 在 两 个 方 而 :一 
足 减 少 方程 组 中 变量 的 数目 ;二 是 简化 方程 的 形式 ,包括 探讨 是 下 可 能 将 方程 组 中 
的 某 些 方程 化 简 为 线性 方程 .本 章 将 要 讨论 一 类 较为 简单 的 黏 性 流动 不 可 压 
缩 的 黏 性 流动 ,所 采用 的 基本 假设 是 流体 的 密度 等 于 常数 .这 一 假设 对 许多 实际 情 
而 它 不 仅 减 少 了 一 个 杰 知 变量 2 ,并且 连续 性 方程 也 被 线性 化 

了 .因此 .准确 地 说 ,本 章 的 内 容 是 均匀 黏 性 流体 的 不 可 压缩 流动 . 


4.1 不 可 压缩 流动 


我 们 在 1.4 节 中 曾经 在 热力 学 的 意义 上 .研究 了 流体 的 可 压缩 性 问题 .并 曾 指 
出 ,流体 的 可 压缩 性 仅 指 一 种 物性 ;再 流体 可 斥 缩 性 对 流体 运动 的 影响 . 则 还 和 流 
动 本 身 的 特性 有 关 , 了 两 者 并 不 完全 是 一 回 事 . 在 流动 分 析 中 ,我 们 关心 的 主要 是 后 
- 件 事 .因此 ,本 书 以 后 将 压缩 性 对 流动 影响 小 到 可 以 忽略 不 计 的 情况 (更 确切 地 
说 .是 流体 密度 变化 对 流动 的 影响 可 略 去 不 计 的 情况 ), 称 为 不 可 压缩 流动 . 而 尽量 
少 用 “不 可 床 缩 流体 ”这 一 术语 .于 是 ,我 们 约定 ,满足 下 你 方程 


dp 二 GO . 二 
di 31 tv*Ve=0 (4.1.1) 
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的 流动 , 称 为 不 可 上 奈 缩 流动 .顺便 还 要 指出 ,dP/dt = 0 并 不 要 求 6 = 常数 .而 1 = 
常数 的 流体 一 定 满足 dp/dt = 0. 所 以 ,均匀 密度 不 可 压缩 流动 是 一 个 更 强 的 假设 . 


4.1.1 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 (Navier-Stokecs 方程 ) 


连续 方程 


是 对 一 切 流体 普遍 成 立 的 一 个 运动 党 关系 式 . 如 果 流 动 可 以 采用 不 可 斥 缩 假设 
(4.1.1) 它 的 质量 守恒 就 表示 为 
VD=0. (4.1.2) 
这 是 一 个 关于 速度 的 线性 方程 , 称 为 不 可 压缩 流 的 连续 方程 .可 见 , 不 可 压缩 流 假 
设 的 一 大 功效 .就 是 将 原来 非 线性 的 连续 方程 , 变 成 了 一 个 线性 方程 . 
男 一 方面 .在 不 可 压缩 流 的 情况 下 ,应力 - 应 变速 率 关 系 简 化 为 


_ A QU Gui 。 
oj =— pe A + 5) (4.1.3) 
开 昌 .由 于 此 时 可 作 常 数 看 待 ,动量 方程 中 的 黏 性 力 项 可 以 化 简 为 
9 四 Ov Ba 1Du Ov 
2 2 一 十 一 一 一 一 ， 
OX j C223) = # OXjOX; OXi (3 ) ‘ OX jOX 
将 它 代入 动量 方程 (3.5.2). 就 得 到 
dv _o% 。 -二 1 2 
dr Di +(D。V)D Vp+t+vyViv+f. (4.1.4) 


这 就 是 有 名 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ,简称 N-S 方程 .其 中 vy = 1/w 称 为 运动 锋 性 系 
数 , 因 为 它 的 量 纲 L 长 度 : .时间 :] 具有 运动 学 量 的 量 纲 属性 . 

当 密度 为 常数 时 .连续 方程 (4.1.2) 和 N-S 方程 (4.1.4) 就 构成 了 完备 的 运动 
方程 组 .也 就 是 说 .能 基 方 程 和 连续 方程 .动量 方程 不 发 生 耦 合 .我 们 可 以 先 求解 速 
朗 场 .然后 表单 独 求解 能 量 方程 而 得 出 温度 场 .此 时 ,能 量 方 程 (3.5.3) 中 的 内 能 项 
可 写成 


ds |( 半 ) d47 + (全 de _ ,dT 


di aTi, dt \ep/irdt "dr 
于 是 .能量 方程 就 成 为 关于 变 其 了 的 一 个 单 变量 偏 微分 方程 
, of 。 2 
oC (5 + VT)=KYT+5， (4.1.5) 


其 中 
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是 己 知 冰 数 ， 

应 当 指 出 .如 果 不 可 压缩 流 中 的 密度 不 是 常数 ,而 是 一 个 末 知 函数 ;比如 ,由 于 
热心 冷 缩 ,使 密 度 2 随 温 了 发 生变 化 ,此 时 , 则 完备 的 流体 运动 方程 组 应 由 方程 
(4.1.2) (4.1.4) 和 (4.1.5) 所 组 成 ,关于 这 种 密度 分 层 流 动 ,我 们 将 在 后 面 的 水 
法 理论 中 有 机 会 接触 到 ,本 党 不 巴 考 虑 . 


4.1.2 不 可 压缩 流动 的 一 般 判 别 条 件 


于 面 的 分 析 告 诉 我 们 ,不 可 大 缩 流 动 假设 的 采用 ,导致 了 连续 方程 和 动量 方程 
的 简化 .这 说明 ,如 果 压 缩 性 对 流动 的 影响 可 以 忽略 不 计 的 话 ,流动 问题 的 数学 分 
析 将 变 得 大 为 方便 .那么 .究竟 在 何 种 物理 条 件 下 ,流体 压缩 性 的 影响 会 变 得 可 以 
略 到 不 计 呢 ?下 面 我 们 就 来 分 析 一 下 这 个 问题 
首先 .我 们 应 当 注 意 到 ， 为 数学 分 析 带 来 方便 的 决定 性 条 件 是 


ou OAV Ow 
. 二 一 一 十 一 -十 一 一 
2 


此 由 Casesmw) 是 速度 的 二 个 稍 卡 儿 分 量 . 表达 式 (4.1.2 ) 中 三 项 偏 导数 之 和 为 
全 意味 着 它们 之 间 具 有 世相 抵消 的 性 质 . 而 在 近似 意义 上 来 讲 , 则 是 二 项 之 和 与 
其 中 任何 一 个 单项 比较 ,总 是 个 小 量 . 用 一 个 数学 式 子 来 表达 ,就 是 


|1VY .PbDl|= 1 3 < 了 (4.1.6) 


其 中 UL 是 表示 流 场 速度 梯度 (或 速度 散 度 中 的 一 个 单项 ) 量 级 的 特征 量 ,U 是 代 
表 速 度 显 著 变 化 的 某 个 特征 速度 ,上 是 产生 速度 显著 改变 的 一 个 特征 长 度 . 对 一 个 
共 体 的 问题 来 说 ,U 和 上 须 是 问题 中 已 经 给 出 的 物理 量 . 我 们 所 希望 的 ,是 能 对 一 
个 县 体 流 动 问题 .判断 式 (4.1.6) 是 否 成 立 . 

用 热力 学 压强 p 和 上 比 焙 s 作为 独立 的 热力 学 变量 ,可 以 将 o-:dovdt 表示 成 


= 0， (4.1.2') 


Ws 
di op S dt Os )， dt 
由 热力 学 关系 式 有 
0 P| - pc2 ， -1 车 = or (ap/37)，- BT 
OP Os J (Os/ oT), C, 
其 中 ec 为 声速 .有 RH 心 系 数 .于 是 .如 果 
?| 二 世 7 ds U 
ze dt < 和 | 坊 ， dr | I (4.1.7) 
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同时 成 立 , 不 可 上 庄 缩 流动 条 件 (4.1.2) 就 能 近似 满足 .我 们 称 式 (4.1.7) 为 不 可 压 
缩 流动 的 一 般 判 别 条 件 , 并 由 它 去 引导 出 不 可 压缩 流动 的 某 些 具体 判别 条 件 ， 


4.1.3 ”不 可 压缩 流动 的 几 种 具体 判别 条 件 


几 于 液体 的 压缩 性 系数 很 小 Cec* 很 大 ) ,不 可 压缩 流动 假设 适用 于 液体 流动 . 
一般 可 认为 是 不 成 问题 的 ,只 有 在 某 些 极端 条 件 下 (如 强 冲击 波 ). 才 会 出 现 例外 . 
但 是 .不 可 压缩 流 假设 是 否 也 能 适用 于 气体 , 却 是 一 个 需要 认真 分 析 的 问题 ,我 们 
关心 的 也 主要 是 这 种 情况 . 

现在 就 以 气体 流动 为 对 象 ,进一步 考察 判别 式 (4.1.7) 成 立 的 具体 条 件 . 为 讨 
论 方便 ,不 妨 先 假定 该 式 后 一 个 炉 变 化 条 件 已 经 满足 ,而 专门 考察 


二 四 |<L ly 


在 何 种 情况 下 成 立 . 利用 动量 方程 (3.5.2), 可 以 写 册 


1 dp 二 le + . | 
cc dt pec:Latr ve Vp 


1 9%P vdv ,1,., 
Pat CC dt ce Pe” 


其 中 
ay = (Be )as 十 + (Pe + Su) 
为 竺 性 应 力 张 量 . 因此 ,对 于 某 种 流动 ,如 果 
ed 和 | 


同时 成 立 , 则 该 种 流动 就 可 以 看 做 不 可 压缩 流动 . 

下 面 ,分 别 讨论 几 种 情况 . 

(1) 定常 气体 流动 

在 气体 动力 学 问题 中 ,体积 力 通常 可 略 去 不 计 , 定 常 气体 流动 作为 不 可 压缩 流 
的 条 件 就 减少 为 


1 


(V0* V)v’ U 
C 


Uv 7 
pe Vo TT: 


由 于 速度 大 小 为 U 的 量 级 ,速度 梯度 为 U/L 的 基 级 ,对 流 项 (v，V)w 就 是 U/L 的 


U 
< 了 和 
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流体 力 常 (人 人 和 


量 级 .因此 ,上 面 的 第 一 个 条 件 写成 /CeL) < U/L, 也 就 是 


Ue. (4.1.9) 
在 第 二 个 条 件 中 ,可 设 和 与 1 Doh 并 是 在 流 场 中 其 值 变 化 不 大 . 则 VY .eo 
的 大 小 应 当 是 U/L 的 量 级 ,第 二 个 量 级 不 等 式 就 变 为 
w < 


由 气体 分 子 运 动 论 可 知 ,气体 的 运动 香 性 系数 与 cl 为 同 量 级 ,其 中 /为 分 子 的 平均 
自由 程 .于 是 ,第 二 个 条 件 可 化 为 


L 

v< (7) 
通常, 流 场 的 宏观 尺度 比分 对 平 均 自 市 各 1 要 大 得 多 所以, 具 要 式 C4.1.9) 成 
立 .第 二 个 条 件 也 一 - 定 成 立 . 出 此 ,我 们 得 出 重要 结论 :如 果 气 体 作 定常 运动 . 则 当 


流体 运动 速度 度 远 ， 小 于 声速 时 .流动 的 压缩 由 生效 应 可 以 忽略 不 计 . 
(2) 非 定常 气体 流动 
此 时 , 除 条 件 (4.1.9) 仍 应 满足 外 ,还 须 补 充 两 个 非 定常 条 件 . 即 


LU 和 | 二 2 
cc2 Di | 一 oc” ot 


L -Li 

但 我 们 应 当 注 意 到 ,假若 307/37 在 量 级 上 不 超过 (pD .V)D, 则 和 条件 (4.1.9) 可 以 包 

括 这 两 个 非 定 常 条 件 . 只 有 当 Bo78r 量 级 上 超过 对 流 项 Co 。V)pD 时 , 才 需 加 上 述 两 

个 条 条件 这 就 要 求 在 加 速度 中 ， Bv/91 是 主要 项 ,从 而 有 | 300/81 | 一 1VPp/Lo | .利用 
量 级 关系 .可 知 流 场 中 压强 改变 的 量 级 为 疡 一 UL rz, 其 中 rz 是 固定 点 上 速度 

发 和 显著 改变 的 特征 时 间 将 它 代 入 第 一 个 非 定常 条 件 . 得 到 


p> 上， (4.1.10) 
第 二 个 非 定 常 条 件 也 可 以 改写 为 

tT > UL/c’, 
该 条 件 在 式 (4.1.9) 和 (4.1.10) 成 立时 自然 满足 .由 于 上 是 表 征 流 场 慌 度 的 特征 
长 度 ,上 Ac 就 表示 上 声波 通过 流 场 这 段 距离 所 需 的 时 间 . 因此, 我们 得 出 结论 : 当 非 定 


常 流动 中 的 质点 速度 变化 远 远 小 于 声速 ,并 且 速 度 发 生 显 著 变化 的 时 间 比 声波 通 
过 流 场 特征 距离 所 需 的 时 间 大 得 多 时 .流体 的 压缩 性 效应 可 以 略 去 不 计 . 

能 说 明 这 一 结论 的 简单 例子 是 气体 中 的 声波 传播 问题 ,在 气体 中 传播 的 点 波 
是 - -种 非 定常 流动 . 流 场 的 特征 长 度 可 取 波 长 人 . 某 点 参数 变化 的 特征 时 间 可 肥 周 
期 .然而 ,由 于 T= 4/c, 式 (4.1.10) 明 显 地 不 能 满足 .所 以 尽管 式 (4.1.9) 成立， 
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声波 中 的 气流 仍 必须 作为 可 压缩 流 处 理 . 

(3) 重力 场 中 的 大 气 运 动 

处 于 重力 场 中 的 大 气 ,其 质点 在 铅 直方 向 运动 时 ,会 经 历 可 观 的 压强 变化 ,从 
而 引起 密度 的 相当 变化 . 在 这 种 情况 下 ,即使 上 面 讨论 过 的 条 件 成 立 , 还 能 不 能 作 
为 不 可 压缩 流动 看 待 呢 ? 要 回答 这 个 问题 ,就 必须 考察 一 下 外 力 判 据 


D。8g| 已 
| 


因为 重力 项 只 出 现在 错 直 分 量 的 动量 方程 中 .上 面 的 | v，g | 应 理解 为 | w | 
8 ,而 2 应 理解 为 w 的 变化 量 , 上 是 流 场 的 铅 直 尺度 . 此 时 ,我 们 得 到 一 个 量 级 比 
较 式 


cs 
[< (4.1.11) 


若 用 常温 状态 作 估计 ,c*/g 之 1.2 X104 m. 所 以 , 式 (4.1.11) 表明 :如 果 所 考察 的 
空气 运动 ,在 重力 方向 的 流 场 尺度 远 小 于 10 km 量 级 的 话 , 近 地 面 的 空气 运动 可 以 
不 计 重 力 场 引起 的 压缩 性 效应 . 容易 理解 ,在 如 此 小 的 尺度 范围 内 ,重力 引起 的 大 
气压 强 变 化 ,还 不 致 导致 密度 的 显著 改变 ,因而 可 以 不 考虑 压缩 性 对 流动 的 影响 . 
但 是 ,对 于 研究 天 气 现象 的 气象 学 ,常常 要 考察 整个 对 流 层 内 的 大 气 运动 ,而 对 流 
层 厚 度 正好 为 10 km 左右 .所 以 ,在 气象 学 问题 中 就 必须 把 大 气 运 动作 为 可 压缩 流 
动 对 待 . 

最 后 ,我 们 对 式 (4.1.7) 中 的 第 二 个 精 变 条 件 作 一 点 简单 的 说 明 . 由 能 量 方程 
(3.5.3) ,我 们 有 


ds _de Pdo_ 1 oT 
Tar™ at p22 df so ra (ts) 
因此 , 炉 变 条 件 可 写 为 


志 [e (428)] 
如 果 将 表征 流 场 温度 变化 的 特征 量 记 为 6, 则 上 述 条 件 就 分 解 成 

各 和 <1 BA < 1 (4.1.12) 
其 中 天 = k/PC。, 是 流体 的 热 扩 散 系 数 .假设 

L=1im, U=1m/s, 9=10C. 

计算 表明 ,对 于 空气 和 水 这 类 介质 来 说 , 在 这 种 情况 下 满足 箭 变 条 件 是 绰绰有余 
的 .所 以 ,一般 而 言 , 炉 变 条 件 ( 包 括 传 热 和 耗 散 效 应 ) 不 会 改变 上 面 由 压强 变化 条 
件 所 引出 的 结论 . 


< 
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4.1.4 不 可 压缩 流 中 体积 力 项 的 处 理 


我 们 已 经 假定 ,本 章 所 讨论 的 问题 痢 是 针对 均匀 密度 流体 的 . 如果 作用 在 流体 
上 的 体积 力 只 含 重 力 , 并 且 g 为 常 矢量 .我 们 可 以 将 N-S 方程 


-p+ vyViv+t+eg 
写 为 
于 二 一 Vp + Pgz) +yV’v, 
这 里 已 经 把 z 轴 取 为 错 直 向 上 .再 引进 一 个 “修正 压强 ” 
p = p+ fez. (4.1.13) 
N-S 方程 就 可 以 写 为 
Vp vv, (4.1.14) 


即 重力 项 不 再 在 方程 中 以 显 式 出 现 .进一步 阅 , 如 果 在 问题 的 所 有 边界 条 件 中 也 都 
不 会 重力 项 . 则 整个 问题 就 变 成 一 个 不 显 含 体积 力 的 问题 ,数学 处 理 就 要 方便 得 
多 .例如 ,不 含 自由 边界 的 问题 就 是 如 此 .但 要 记 住 ,这 样 解 出 的 床 强 实际 上 已 经 扣 
除了 由 重力 场所 资 献 的 静 力 学 压强 “- pgz”, 而 上 只 计 及 由 于 流体 运动 所 产 千 的 附加 
压强 .所 以 , 须 加 上 静 力 学 讨 强 . 才 得 到 物理 讨 强 . 记 住 这 个 说 明 后 ,我 们 以 后 瑟 N-S 
方程 时 ,一 般 就 不 再 写 出 体积 力 项 , 讨 强 也 直接 用 p 来 表示 而 不 加 一 撤 . 


4.2 ”定常 的 平行 剪 切 流动 


寻找 N-S 方程 的 精确 解 .历来 就 是 流体 力学 研究 感 兴趣 的 课题 .由 于 和 性 流 方 
程 的 复杂 性 ,只 有 在 一 些 很 特殊 证 简 单 的 情况 下 , 才 有 可 能 求 得 这 样 的 精确 解 . 据 
有 人 统计 ,迄今 为 止 找 到 的 各 种 精确 解 . - 共 只 有 八 二 多 个 .尽管 如 此 :这 为 数 不 多 
的 精确 解 ,在 流体 力学 中 芭 有 着 特别 重要 的 意义 . 正 是 凭借 由 这 些 精确 解 所 描述 的 
基本 流动 ,人 们 才 得 以 揭示 黏 性 流动 的 物理 忆 制 ,认识 黏 性 流动 的 规律 性 . 本 童 的 
大 部 分 内 容 ,就 是 介绍 -- 些 简单 黏 性 流 问 题 的 数学 解法 ,并 阐明 所 得 结果 的 物理 
我 们 列 出 均匀 流体 不 可 不 缩 流 动 的 主 控 方 程 组 
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dv 
dt 


先 要 讨论 的 是 这 样 一 类 简单 的 流动 :所 有 流体 质点 都 沿 着 空间 某 一 确定 的 方向 运 
动 , 且 流 场 中 各 种 物理 量 的 分 布 均 不 随时 间 而 改变 .这 种 流动 称 为 定常 平行 剪 切 流 
动 .我 们 把 流体 速度 的 方向 取 为 x 轴 , 速 度 分 量 就 可 以 表示 为 

& = u(xX,y,Z), v= w=0. (4.2.2) 
于 是 , 黏 性 流 方程 简化 为 


= (4.2.1) 


Ou - 
Vv 0= 3 0 
1 9p Ou , Ou 
十 一 十 汪 )) 一 0， 
O Ox "(3 Oz ) 0 (4.2.3) 
ap op, 
Oy 4 


这 表明 ,流体 质点 的 加 速度 处 处 为 零 , 作 用 在 流体 上 的 压力 和 黏 性 力 相 互 平 衡 . 方 
程 组 (4.2.3) 可 以 写成 


LSP - ,( 3) (4.2.4) 


pdx ‘dy 9z’ 

因为 该 方程 左边 只 是 x 的 函数 ,右边 义 只 是 y 和 z 的 函数 ,方程 两 边 必须 为 同一 个 
dp _ 

= 


一 CO， 


则 有 
au du__6G 
oy: Dz? 太 
下 面 , 我 们 分 别 研究 定常 平行 剪 切 流 几 种 不 同 边 值 问题 的 解法 . 
4.2.1 平板 考 艾 特 (Couette ) 流 云 
考 艾 特 (1890) 研究 了 这 样 一 种 流动 :在 两 块 无 限 大 的 平行 平板 之 间 充 满 了 流 
体 , 让 其 中 一 据 平 板 相 对 于 另 一 块 平板 以 不 变 的 速度 在 其 自身 平面 内 运动 ,从 而 使 
得 流体 在 摩擦 力作 用 下 发 生 运 动 . 当时 间 充 分 长 后 ,流体 运动 达到 定常 状态 ,要 求 
出 此 定常 流动 的 速度 场 . 
分 析 这 一 问题 可 以 取 一 个 固 连 于 某 一 块 平板 的 笛 卡 儿 坐 标 系 {x,y,z} ,使 该 
平板 所 在 平面 为 xy 平面 . 另 一 块 平板 处 于 z = hh 的 平面 内 , 它 的 运动 方向 就 取 作 尺 
。 105 。 


(4.2.5) 


轴 方 向 .出 丁 流体 的 运动 是 由 运动 平板 作用 
在 相 邻 流体 二 的 麻 探 力 所 引 起 的 .并 且 没 有 
施加 任何 压强 梯度 来 排 动 或 阻 清流 体 运 动 ， 
方程 (4.2.5) 中 应 取 G = 0. 上 利用 平板 在 : 
方向 和 方向 上 无 界 的 假设 .可 得 知 w = 


常 微分 方程 


du 


二 0. 
dz” 


0 x 


图 4.1 考 艾 特 流动 ， 
滑 移 条 件 


z= Ou = 0; z= hu = U, 
入 中 UU 是 平板 运动 的 速度 .由 式 (4.2.6) 和 (4.2.7) ,立刻 可 以 积分 得 


u(z) = Uz, 0 三 Zz 三 上 . 
h 


容易 算出 运动 平板 面 上 的 流体 应 力 
£ du 


_4U 
dz 


Gxz 二 4 i h 


因此 ,在 单位 面积 的 交界 面 上 ,运动 平板 在 单位 时 间 内 对 流体 的 做 功 为 “ 


W= orU.1= jpU/h. 
另 … 方 面 , 单 位 体积 流体 中 机 械 能 耗 散 浆 是 
一 188 cfduy jpn: 
0 = 人 (和 MO 
故 两 板 之 间 单 位 底面 积 的 流体 柱 内 ,单位 时 间 的 机 械 能 耗 散 为 
Deh.l1= WU /h, 


u(z). 于 是 .方程 (4.2.5) 退化 为 - 


-个 简单 的 


(4.2.6) 


在 流体 与 平板 的 交界 商 上 , 笑 性 流 应 满足 励 


(4.2.7) 


(4.2.8) 


它 正 好 等 于 单位 时 间 内 平板 对 流体 所 做 的 功 .所 以 ,维持 平板 等 速 运动 所 需 输入 的 
功率 ,正好 补偿 平板 间 的 流体 在 单位 时 间 内 的 摩擦 生 热 ,这 就 是 考 茧 特 流动 中 的 能 


4.2.2 平面 泊 肖 叶 (Poiseuille ) 流 动 


假设 在 两 块 处 于 相对 静止 的 无 限 大 平行 平板 之 问 充 满 了 流体 . 大 沿 着 和 
平板 平行 的 某 一 方向 在 流体 内 作用 一 个 不 变 的 压强 梯度 .使 流体 在 此 压力 场 
作用 下 运动 , 则 当时 间 充 分 长 以 后 ,作用 在 流体 上 的 卜 力 和 黏 性 力 就 会 达到 平 
衡 ,使 流体 停止 加 速 并 到 达 定 常 流 动 状 态 . 这 种 流动 称 之 为 泊 肖 叶 流 动 . 现 要 
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确定 其 速度 分 布 . 
我 们 仍 政 同样 的 坐标 系 , 并 将 压强 梯度 

的 反方 向 取 为 x 轴 方 向 , 即 有 

PP 0 G.G = 党 数 二 0 
Oy Oz dx 

由 于 流动 是 由 x 方向 的 恒定 的 压力 梯度 所 
驴 动 ,上 故 可 知 = wu(z),v = w= 0, 从 而 
可 得 简化 的 流体 运动 方程 


du --G， (4.2.9) 
dz 图 4.2” 泊 肖 时 流动 
在 两 块 平板 面 上 ,流体 应 满足 光滑 移 条 件 人 
z= 0.u = 0; z= hu = 0. (4.2.10) 
在 定 解 条 件 (4.2.10) 下 积分 微分 方程 (4.2.9) 得 到 
Wu(2) = Cz(h -2z). (4.2.11) 
24 


办 此, 泊 肖 叶 流动 的 速度 是 沿 板 面 的 牌 直 方向 成 抛物 线 分 布 ,最 大 速度 出 现在 两 板 
之 间 的 中 心 位 置 上 . 


最 大 速度 值 uw = 名 


i ~h Gh’ 2 
长 的 流量 二 二 二 二 
单位 展 长 的 流量 J u(z)dz 124 3 hu max* 


在 注 肖 叶 流 动 中 ,压强 场 对 流体 所 做 的 功 ,正好 补偿 流 体 在 运动 中 的 机 械 能 
散 . 因 为 流体 质点 的 动能 在 运动 中 不 发 生变 化 ,改变 的 是 与 压力 有 关 的 “压强 位 
能 ”; 所 以 ,也 常常 用 总 压强 损失 (p， - pz) 一 词 来 表示 流 过 某 一 距离 的 机 械 能 损 
失 , 其 中 ,pi 与 pz 分 别 表 示 起 点 与 终点 的 压强 .这 里 ,我 们 不 拟 进 行 具体 计算 ,请 读 
者 参照 考 艾 特 流 动 的 能 量 分 析 , 自 己 对 上 述 内 容 作出 计算 验证 . 

我 们 还 可 以 在 泊 肖 叶 流 动 中 同时 考虑 两 平板 有 温度 差 时 的 流体 传 热 问题 . 设 
在 两 平板 上 保持 不 同 的 恒定 温度 Tu 和 ,热能 将 以 流体 为 介质 从 高 温 板 传 向 低 
温 板 .当时 间 充 分 长 后 ,流体 的 速度 场 和 温度 场 都 将 达到 稳定 状态 . 如 果 和 忽略 因 温 
度 变 化 而 引起 的 密度 改变 ,并 假设 流体 不 存在 热 对 流 运动 . 此 时 , 泊 肖 叶 流 动 将 
不 受 传 热 的 影响 而 改变 ,但 流动 反 过 来 要 影响 传 热 过 程 ,这 从 能 量 方程 中 可 以 清楚 
地 反映 出 来 .此 时 能 量 方程 为 


kVT+®=0, 
其 中 @ 为 能 耗 散 函数 . 同样 , 由 于 速度 和 温度 沿 x 方向 分 布 的 均匀 性 ,有 了 = 
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将 泊 肖 叶 流 动 的 速度 函数 代入 后 ,得 到 
dT _ 人 hy 


dz* A 


(4.2.12) 
0<G<G<C， 加 上 边界 条 件 
z=0,T= 了 0; z= h,T = TT, 


(4.2.13) 


7 T 
图 4.3 ”不同 压 力 梯度 下 的 温度 分 布 ， 
就 可 以 解 得 温度 分 布 


时 (Oa 4 h 4 CT 人 To)z | 太 
T(z) = eile 16(z -3) 下 + T,. (4.2.14) 


4.2.3 ” 哈 根 - 泊 肖 叶 (Hagen-Poiseuille) 流 动 


假设 在 无 限 长 等 截面 寺 圆 管 中 充 满 不 可 压缩 的 昔 性 流体 ,并 且 , 沿 管 轴 方 向 在 
流体 内 作用 一 个 压强 梯度 ,流体 在 压力 差 驱 动 下 发 生 运动 . 同样 ,要 确定 充分 长 时 
间 后 ,定常 管 流 在 横 截 面 内 的 速度 分 布 . 

现在 , 取 一 个 柱 坐 标 系 (x,r.9) ,使 得 x 轴 与 管 轴 重 合 ,x 的 正方 向 沿 压强 梯度 
的 反方 向 ,于 是 有 


oP - op = 0， dp = 一 G. 
or OP dx 
由 对 称 性 得 
vr = vr), v, = ur = 0. 
方程 (4.2.5) 在 柱 坐 标 下 化 为 
LH (re)-= 2 (4.2.15) 


解 此 方程 需要 两 个 边界 条 件 ,在 管 壁 上 仍 用 无 滑 移 条 件 , 管 轴 上 则 须 使 速度 保持 有 
界 , 即 


r=a,v=0; r=0.v< 过 ~%,， (4.2.16) 
其 中 a 为 圆 管 半径 .积分 后 给 出 
vlr) = Cg pp). (4.2.17) 
44 


最 大 速度 出 现在 管 轴线 上 ,为 
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CC: 

4A 

这 一 著名 结果 是 由 哈 根 (1839) 和 泊 肖 叶 (1840) 分 别 研究 得 出 的 ， 
由 速度 分 布 (4.2.17) 很 容易 求 得 管 流 的 通 量 


v max 


O = | em2rrdr = Ea. (4.2.18) 
) 


因此 ,在 一 定 的 压强 梯度 驱动 下 ,管道 流动 的 流量 和 管 从 的 四 次 方 成 正比 ， 


4.3 ” 非 定 常 的 平行 前 切 流动 


非 定 常 的 黏 性 流动 有 两 种 可 能 的 情况 :一 种 是 由 于 流动 的 边界 条 件 随 时 间 发 
生变 化 ,使 得 作用 在 流体 上 的 外 力 以 及 流体 内 部 的 相互 作用 力 都 跟着 发 生变 化 ,从 
而 导致 了 流动 随时 间 的 改变 . 另 一 种 则 是 由 于 流动 失去 了 稳定 性 .这 时 纵使 边界 条 
件 不 随时 间 改 变 ,N-S 方 程 也 不 存在 稳定 的 定常 解 .或 者 说 ,此 时 N-S 方 程 的 解 不 唯 
一 ,其 中 的 定常 流 解 是 不 稳定 的 ,而 非 定常 流 解 才 是 稳定 的 . 后 一 种 情况 的 问题 很 
复杂 ,我 们 要 讨论 的 只 是 前 一 种 问题 . 这 种 问题 又 分 两 种 类 型 :一 类 是 边界 作 有 周期 
性 变化 的 "边界 值 问题 ”, 求 解 的 是 一 种 稳定 振动 的 浙 近 状态 ; 男 一 类 是 边界 作 任 意 
运动 的 “初始 值 问题 ”, 求 解 的 是 一 种 不 断 随时 间 变 化 的 “ 瞬 态 运动 ”. 


4.3.1 斯 托 克 斯 第 一 问题 


假设 有 一 块 无 限 大 平板 浸没 在 无 界 的 静止 流体 中 .突然 .平板 以 速度 上 0 沿 其 自 
身 所 在 的 平面 运动 起 来 ,并 且 -- 直 保持 着 速度 的 大 小 和 方向 不 变 . 要 求解 平板 起 动 
后 流体 运动 的 演化 过 程 . 

平板 两 侧 流体 的 运动 是 对 称 的 ,所 以 ,我 们 只 需要 讨论 其 中 一 侧 的 流动 . 在 平 
板 突然 起 动 的 一 瞬间 ,流体 内 部 的 质点 还 处 在 静止 状态 ,因为 流体 速度 改变 总 需要 
时 间 ;但 无 滑 移 条 件 却 要求 黏 附 在 固 壁 而 上 的 流体 质点 跟随 平板 一 起 运动 . 这 样 ， 
平板 的 突然 运动 就 在 板 的 一 侧 产 生 了 一 个 切 向 速度 的 间断 面 ( 即 平面 涡 层 ). 于 是 ， 
我 们 的 问题 也 就 等 价 于 研究 无 限 大 平面 涡 层 的 黏 性 扩散 过 程 . 

芭 一 个 和 无 穷 远 处 的 流体 相同 连 的 笛 卡 儿 坐 标 系 , 使 xy 平 面 与 平板 重合 ,z 轴 
指向 所 讨论 流体 运动 的 一 侧 , 平 板 运 动 的 方向 为 x 轴 方 向 . 由 题 意 可 知 
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WW=u(zs1)，V=w=0，p= 常数 ; 
N-S 方程 就 简化 成 为 
Qu ou 


二 了 。 4.3.1 
Bt ”oz ‘4.3.1) 


这 是 大 家 熟悉 的 热传导 方程 . 它 表 明 , 黏 性 引起 的 动量 输 运 和 导热 引起 的 能 量 输 运 
具有 相同 的 物理 机 制 .我 们 写 出 问题 的 初始 条 件 和 边界 条 件 , 它 们 是 
{= 0,u(z.0) = 0,z > 0; 
z= 0u0,1) = U;z > cucl) = 0,.1>0. 
在 方程 (4.3.1) 和 边界 条 件 (4.3.2) 中 给 出 了 两 个 物理 参数 ;U 和 v. 由 问题 的 
线性 性 质 .我 们 可 以 把 解 写 为 下 面 的 无 量 纲 形式 
Ul(z1t) 
U 


并 且 可 知道 ,f 应 当 是 由 x,1,v 所 组 成 的 某 个 无 量 纲 组 合 变量 的 函数 .根据 量 纲 分 
析 ( 参 看 附录 3) ,由 z,t,y 只 能 组 成 一 个 无 量 纲 变量 z/w vi ,因此 我 们 取 新 变量 


(4.3.2) 


f(z,t;v), 


7 = z/2 Vvt, (4.3.3) 
并 将 函数 写成 
u = Uf(). (4.3.4) 
代入 方程 (4.3.1) 后 ,得 到 了 满足 的 常 微分 方程 
fr+27f =0. (4.3.5) 
相应 地 ,边界 条 件 化 为 
Fo) =1， Ac) =0. (4.3.6) 
在 边界 条 件 (4.3.6) 下 对 微分 方程 (4.3.5) 求 积 ,再 利用 高 斯 (Gauss) 积分 
可 _ Yn 
|: d7 pk 
就 得 到 该 问题 的 精确 解 
u(z,1) = v1 le ar) (4.3.7) 


该 速度 剖面 如 图 4.4a 所 示 . 

在 上 述 表 达 式 中 ,如 果 我 们 令 z 和 + 同时 趋 于 零 ,并 且 使 7 = z/(2 Vy) 一 %， 
则 有 wu(0; ,0, ) = 0; 但 在 板 面 上 (Cz = 0), 总 有 w = U. 这 表明 ,在 平板 突然 运动 的 
那 一 瞬间 , 紧 贴 板 面 的 确 是 一 个 流体 速度 的 切 向 间断 面 . 可 是 ,对 于 任何 确定 的 t 
汪 0, 当 z 一 0 时 却 有 w = 愉 , 又 表明 切 向 间断 面 在 瞬间 出 现 后 又 随即 消失 ,显示 了 
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动量 的 黏 性 输 运 对 速度 间断 的 平滑 作用 .对 表达 式 (4.3.7) 作 进 一 步 的 分 析 , 还 可 
以 揭示 涡 量 的 黏 性 扩散 过 程 , 即 流体 黏 性 对 角 动 量 的 输 运 效应 . 
对 式 (4.3.7) 求 z 的 导数 ,我 们 可 得 到 涡 量 
ou _ UU -六 证 ， 3 


[eh 二 二 已 yu 
Oz nvt 


是 壁面 的 涡 量 .从 式 (4.3.7) 可 以 看 出 ,在 1 = 0 时刻, 在 z 


其 中 wolt) = 


nvil 
= 0 处 w= wm; 而 在 z 之 0 处 w= 0. 这 表明 在 平板 突然 起 动 的 瞬时 ,壁面 上 有 一 层 
流体 切 向 速度 的 间断 面 ( 涡 屋 ). 当 上 > 盖 0 以 后 时 刻 , 虽 然 壁面 上 的 涡 量 总 有 一 极 大 
值 ,但 是 它 随时 间 增 加 按 wo 一 -三 规律 吉 碱 与 此 同时 , 涡 量 在 平板 垂直 方向 上 扩 


vi 


散 , 涡 量 扩散 的 范围 按 Vvt 随时 间 扩大 ,而 涡 量 的 大 小 按 指 数 函 数 规律 随 离 平 板 的 
垂直 距离 迅速 衰减 . 涡 量 在 z 方 向 的 分 布 随时 间 的 变化 如 网 4.4b 所 示 . 我 们 还 容易 
从 式 (4.3.7) 算出 , 当 z = 4ww 时 涡 量 w(z,t) 已 减少 到 壁面 渴 量 的 1 中 左右 :而 
这 时 的 wu(z,7?) 已 下 降 到 上 的 1% 以 下 .由 此 可 见 ,如 果 vy 很 小 , 涡 量 实际 上 只 集中 
在 壁面 附近 的 薄 层 内 ,其 厚度 为 6 ~ Vvt 量 级 .我们 把 这 一 薄 层 称 为 边界 层 . 从 这 
个 典型 例子 中 我 们 可 以 看 出 : 涡 量 因 舟 性 从 壁面 上 生成 ,又 因 黏 性 在 流体 中 扩散 ， 
最 终 还 因 夭 性 而 耗 散 ， 


z/2.7 w 


ti<b<t<t 


1.0 u/U 过 


图 4.4a 式 (4.3.7) 速度 分 布 图 4.4b 涡 量 分 布 随时 间 变 化 


4.3.2 斯 托 克 斯 第 二 问题 


斯 托 克 斯 还 研究 过 另 一 个 重要 的 非 定常 黏 性 流 问 题 , 即 一 个 浸没 在 静止 流体 
中 的 无 限 大 平板 ,让 它 在 自身 平面 内 沿 某 一 固定 方向 作 简 谐 的 平移 振动 ,作用 在 流 
。 11ll 。 
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体 上 的 周期 性 剪 切 力 又 带动 流体 作 振 荡 运 动 . 当时 间 充 分 长 ( 瞬 态 效应 消失 ) 后 , 流 
体 的 振动 会 渐 近 地 达到 一 种 稳定 状态 .他 得 到 了 这 种 稳定 周期 流动 的 速度 分 布 . 
求解 这 一 问题 仍 可 采用 前 一 问题 中 所 用 的 坐标 系 .将 平板 的 振动 速度 写 为 
Mo(CL) = Ucoswt, (4.3.8) 
其 中 U 和 w 分 别 为 振动 速度 的 振幅 和 角 频 率 , 利 用 问题 的 对 称 性 ,可 知 
Wu= ul(z,yt)， v= 二 w=0，p= 常数 . 
于 是 ,速度 u 仍然 满足 运动 方程 (4.3.1) ,而 边界 条 件 为 


z= 0u = uo = (Ue *), 


(4.3.9) 
z= cu =0. 
因为 问题 是 线性 的 ,稳定 振动 解 可 以 写成 
wz1) = WN[f zee], (4.3.10) 
其 中 f(z) 为 一 复 函数 , 代 人 方程 (4.3.1), 可 以 得 到 f(z) 满足 的 常 微分 方程 
f°+ wy = 0. (4.3.11) 


引入 


方程 (4.3.11) 的 通 解 写 为 
f(z) = Ac + Bee . 
由 无 穷 远 处 的 边界 条 件 , 可 以 得 知 B = 0, 再 利用 板 面 上 的 边界 条 件 ,就 求 得 
u(z,1) = Ue cos(kz — wt), (4.3.12) 
其 中 K = Vw/2v. 这 一 结果 表明 ,振荡 流动 是 沿 zZ 方向 传播 的 横 波 ,波幅 随 波 的 传 
播 距 离 按 指数 律 衰减 .我 们 可 以 定义 一 个 贯穿 深度 


8 = /22 (4.3.13) 


定性 地 说 , 因 平 板 切 向 振动 引起 的 流体 振动 ,其 有 效 传播 距离 和 贯穿 深度 8 为 同一 量 
级 .因此 ,在 流体 黏 性 系数 很 小 和 振动 频率 很 高 的 情况 下 ,振动 只 存在 于 板 面 附近 的 
一 个 注 层 区 域内 ,因此 ,6 也 可 以 理解 为 振荡 边界 层 的 厚度 (边界 层 概念 详 见 第 8 章 ). 
4.3.3 ”管道 流动 的 起 动 过 程 

前 一 节 所 研究 的 定常 圆 管 流动 ,文献 上 称 为 充分 发 展 的 管 流 ,意思 是 指 黏 性 力 
的 效应 已 经 充分 发 展 ,达到 了 和 上 庄 差 驱动 力 相 平衡 的 程度 .这 种 流动 出 现在 离 管 道 
和 人口 充分 远 的 地 方 和 压 差 作 用 了 充分 长 时 间 以 后 . 至 于 管道 入 口 附 近 的 流动 和 刚 
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从 静止 起 动 的 流动 ,由 于 其 黏 性 作用 都 还 没有 得 到 充分 的 发 展 , 哈 根 - 泊 肖 叶 解 是 
不 适用 的 .现在 我 们 来 研究 圆 管内 的 流体 在 压 差 作用 加 上 后 的 流动 发 展 过 程 . 

如 果 不 考虑 入 口 段 的 流动 , 仍 可 假设 圆 管 为 无 限 长 . 设 在 某 一 初始 时 刻 打 开 阀 
门 , 施 加 一 个 压 差 的 驱动 作用 ,流体 开始 加 速 运 动 . 下面 分 析 流 动 随时 间 的 演变 过 
程 .在 柱 坐 标 系 (x,r,0) 中 , 非 定 常 黏 性 管 流 方程 写 


Ou _G Ou 1 Ou 
= , (2 + 了 这). (4.3.14) 
初始 条 件 和 边界 条 件 分 别 为 
t= 0,u(r,0) = 0; r=a,u(a.t)= 0. (4.3.15) 
作 函 数 蔡 换 
writ) = Ca 7) ulr,t), (4.3.16) 
44 
非 齐 次 的 管 流 方程 (4.3.14) 变换 成 齐 次 方程 . 
aw _ /ow 1ow 
= "(3 + = “). (4.3.17) 
初 边 值 条 件 也 相应 地 变 为 
wr,0) = 总 (a? 一 六)， wla,t) = 0. (4.3.18) 
对 齐 次 方程 (4.3.17) ,可 用 分 离 变量 法 求解 , 令 
wlr,t) = fr) Tt), (4.3.19) 
可 得 
T 1 lp、 2 
JT 一 让 十 2 ) 一 人 9 
其 中 a 为 常数 .于 是 得 到 TT 和 上 满足 的 下 列 方程 
T’+ va:T = 0， 
ud nf D ~ (4.3.20) 
f + 3 +af=0.| 
再 作 变 换 x = ap ,我 们 就 得 到 函数 的 下 列 本 征 值 问题 
df 十 1 df +k:*f=0 
dc: 1 do 1 | (4.3.21) 
oe=1,f=0. | 


这 是 零 阶 的 贝 塞 尔 (Bessel) 方程 ,其 中 大 = aa. 定 解 的 条 件 为 JoCk) = 0.Ju(k) 为 
零 阶 贝 塞 尔 函 数 . 满足 上 述 条 件 的 大 值 构成 一 个 无 穷 数列 {K ,7 = 1,2,…}, 称 为 
零 阶 贝 塞 尔 方程 的 本 征 值 ,对 应 的 本 征 函 数 为 
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由 a$ = 太 /4 可 以 求 得 对 应 的 函数 


于 是 ,我 们 得 刍 


fu (pe) 一 JoCKoo). 


T,(1) = exp(— kiyt/a’). 
满足 边界 条 件 (4.3.18) 的 齐 次 方程 (4.3.17) 解 的 一 般 形式 


GO “A 、 可 2 2 
wlr.1) rn 阮 )exp( kiyt/a ) . 
利用 式 (4.3.18) 中 的 初始 条 件 


, 1 r 
a A (Kk, 二 ). 
nl 


可 以 求 出 传 里 叶 系 数 


最 后 我 们 得 到 
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1 


圆 管内 流体 在 压 差 驱 动 下 
的 起 动 过 程 


性 影响 很 小 ,流体 在 压力 作用 下 几乎 是 


2a” | 2 一 88a 
A, 一 CA 0 )Jo Ck ie) de 天 3 Ji (大 ，) 
;= (ks) 
OG,. 2Ga: '( "a : 2 : 
2 2) _ 。 (一 天“ “) . 4.3.22 
dn 2 TR) SP kat/a). | 


这 就 是 所 要 求 的 解 , 它 的 物理 意义 很 清 
楚 : 等 号 右边 第 一 项 表示 已 经 充分 发 展 
的 管 流 ,第 二 项 描述 流动 向 定常 状态 接 
近 的 发 展 过 程 . 当 ! = 0 时 ,u(r,1) = 
0, 这 时 ,管内 流体 还 没有 受到 黏 性 力作 
用 ,它们 在 压力 作用 下 开始 加 速 . 随 着 
时 间 的 推移 ,一 方面 流体 在 上 压力 作用 下 
速度 越 来 越 大 , 另 一 方面 黏 性 力 的 阻 清 
效应 也 越 来 越 强 ,并 且 从 管 壁 向 管 轴 扩 
展 .相应 地 ,表示 对 定常 分 布 全 讽 程 度 
的 级 数 项 随时 间 逐 渐 减 小 . 愈 靠 近 管 
壁 , 减 小 得 愈 快 . 速度 剖面 随时 间 的 演 
释 过 程 和 流体 的 黏 性 系数 . 圆 管 半径 等 
参数 有 关 . 网 4.5 给 出 了 无 量 纲 的 剖面 
速度 分 布 随时 间 的 变化 . 它 清楚 地 表 
明 ,流动 刚 发 生 时 ,管道 中 心 部 分 受 秋 
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均匀 加 速 . 随 着 时 间 推 移 , 黏 性 阻 洁 的 作用 越 来 越 强 , 流体 的 加 速度 越 来 越 小 . 而 
由 这 一 过 程 在 靠近 管 壁 的 地 方 比 轴线 附近 进行 得 更 快 . 当 vi/a”= 0.75 时 .速度 


很 接近 泊 肖 叶 分 布 了 


4.4 圆 对 称 的 平面 竺 性 流动 


另外 一 种 县 有 高 度 对 称 性 的 黏 性 流 , 是 流 线 族 为 同 轴 圆 周 线 的 二 维 流 动 . 例 
如 ,圆柱 轴承 配合 面 间隙 内 的 润滑 油 流动 ,就 可 以 看 做 是 这 样 的 黏 性 流动 . 在 这 类 
流动 中 .流体 的 同 轴 同 柱 面 上 受到 重 直 于 柱 面 母线 的 切 向 应 力作 用 , 调 沿 圆柱 面 法 
向 的 压强 梯度 则 提供 流体 作 圆 周 运动 的 向 心力 .流动 的 对 称 性 质 , 可 以 使 儿 性 流 方 
程 得 以 大 大 简化 .本 节 将 讨论 其 中 几 种 有 精确 解 的 流动 . 


4.4.1 圆柱 考 艾 特 流 去 
我 们 来 研究 这 样 的 问题 :两 个 同 轴 的 圆柱 壁 之 间 充 满 流 体 , 令 壁面 以 不 同 的 角 


速度 绕 轴 作 匀速 转动 ,流体 在 壁面 摩擦 力 驱动 下 发 生 运动 . 充分 长 时 间 后 ,流体 的 


运动 达到 定常 状态 ,要 确定 这 种 定常 流 的 速度 分 布 . 
为 了 使 问题 得 以 简化 ,我 们 假设 内 外 两 个 圆柱 面 都 是 无 限 长 的 .这样 .流动 沿 
柱 轴 方 向 不 会 有 改变 ,是 一 种 在 与 柱 轴 正 交 的 平面 族 内 的 二 维 圆周 运动 ,以 采用 极 


坐标 (r ,8) 进行 分 析 最 为 方便 . 写 出 极 坐 标 系 中 二 维 不 可 压缩 定常 黏 性 流 的 N-S 


方程 组 
9 ov 
(ru)+ = 0， 
学 (io 35 0 
au uau 只 1% 2 0 
3 + 3 = po (Vu 2 5) - (4.4.1) 
) ) 9 | 
uo .DOV uv- 1 p (w+ 二 2 二) 
Or r OF r Pr DO rop I 
其 中 (u,v) 为 速度 的 (r ,8) 分 明 ， 
»_ 19/,.9 1 0 
VW- S$(? 系 )+ 2 (4.4.2) 
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由 流动 的 对 称 性 ,可 以 得 / 
u=0, v= vn), p= p(n). 
于 是 ,方程 (4.4.1) 立刻 化 简 为 


; (rg ) 六 = "| 


dp Ov: | 


(4.4.3) 


dr r 
我 们 将 内 外 圆柱 壁 的 半径 分 别 记 为 Ri 和 Rz, 转 动 角 速度 记 为 2 和 Q22, 于 

是 ,圆柱 壁面 上 的 边界 条 件 为 

r= Ri,v= QR; r= Rs,v = QR;. (4.4.4) 
积分 (4.4.3) 的 第 一 个 方程 ,利用 边界 条 件 (4.4.4) 确定 出 两 个 积分 常数 ,就 得 到 

v(r) = RI Ri r+ 3 0 
一 般 地 ,我 们 不 关心 流体 中 的 压强 分 布 情况 , 故 用 不 着 求解 (4.4.3) 的 另 一 个 分 量 
方程 .但 是 ,摩擦 应 力 却 是 一 个 重要 的 物理 量 ,计算 可 得 


(4.4.5) 


) 一 个， 
Ory 一 ( 二 | = RR (4.4.6) 
由 此 可 知 , 作 用 在 单位 长 内 柱 面 上 的 力矩 为 
2 2 
Mi -2rR ele ow Ri = LQ QORIRS (4.4.7) 


Ri— R? 
假设 外 柱 面 是 一 个 周 定 轴 套 的 内 辟 ,2，= 0, 我 们 可 以 求 得 维持 内 轴 转 动 所 需 的 
功率 
4rULOY RERE 


P= MAL = Ri 一 R? 9 


(4.4.8) 
其 中 工 为 内 轴 的 长 度 . 

注意 一 下 解 (4.4.5) 的 形式 .不 难 发 现 , 该 式 右边 第 一 项 表示 刚体 式 的 转动 ,第 
二 项 表示 一 种 无 旋 运 动 .特别 地 ,如 果 尺 ,= 0, 式 (4.4.5) 就 变 为 

DCr) = Qur, r 三 R,. (4.4.9) 
这 表示 一 个 旋转 圆柱 容器 内 的 流 休 随同 圆柱 作 整 体 转动 ,是 流体 处 于 静 力 平衡 的 
情形 . 男 一 种 情形 是 , R; 一 ,并且 Q2Rs 一 0, 式 (4.4.5) 则 变 成 
QR 
a 


v(r) = 六 之 Ri. (4.4.10) 


它 表 示 当 柱 面 绕 自身 轴 旋 转 时 , 柱 面 上 的 周 向 切 应 力 带 动 外 部 无 界 流体 作 圆 周 运 
动 的 一 种 情况 .这 一 结果 表明 ,N-S 方程 也 可 以 存在 无 旋 流 解 ; 虽 然 , 这 是 一 个 很 特 
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殊 的 例子 . 
把 上 面 两 种 情况 结合 在 一 起 ,还 可 以 考虑 在 一 个 很 注 的 长 圆柱 壁面 内 外 ,都 充 
满 了 流体 , 当 圆 柱 壁 旋转 时 ,同时 带动 柱 面 内 外 流体 作 同 轴 的 圆周 运动 . 易 知 , 当 1 
一 % 时 ,定常 流 为 
v= Orr 坪 上代 ; | 
二 2 ， =R. | (4.4.11) 


其 中 R 为 圆柱 面 半径 ,0 为 转动 速度 车 假 设 

在 + = R 处 并 不 存在 圆柱 壁面 ,而 是 在 整个 0 

过 一 = 的 无 界 流体 中 都 充满 了 流体 ,并 且 

流动 仍 由 表达 式 (4.4. 11) 描述 , 这 种 流动 就 0 

称 为 兰 金 (Rankine) 涡 ,r 所 R 的 刚体 式 转动 

部 分 称 为 涡 核 .数值 计算 中 , 兰 金 涡 常 被 人 们 。 图 汪 6 转动 辐 桩 璧 内 外 的 流体 
用 来 作为 一 种 简化 的 二 维 离散 涡 模 型 训 分 布 


4.4.2 ” 考 艾 特 流动 的 起 动 过 程 


现在 我 们 假设 两 个 同 轴 的 圆柱 壁面 是 从 某 一 个 1+ = 0 的 时 刻 同时 开始 转动 的 ， 
柱 面 间 的 流体 原先 处 于 静止 状态 .要 求解 圆柱 间 流 动 的 发 展 过 程 . 
假设 流动 是 圆 对 称 的 ， 黏 性 流 运动 方程 为 


R r 


au _ 人 1 9v 2 
ot ar ror r2/° 
ap ow (4.4.12) 
0 
Dr 7 | 
给 定 的 初始 条 件 和 边界 条 件 分 别 是 
v(r,0) = 一 0,R rR,; 
? | (4.4.13) 
uvCR],1) 二 《21 Ri,vCR,,1) 二 (2. R,. 


为 了 数学 上 的 简单 ,这 里 仅 考 虑 Ri = 0 的 特殊 情况 .此 时 , 初 边 值 条 件 化 简 为 


v(r.,0) | C44.14) 
v CR,1) = QR,t > 0. 

引入 新 的 函数 
U(r,t) = fr — vr.,1t), (4.4.15) 


* 在 其 些 流 动 参数 下 .该 流动 可 以 有 非 加 对称 的 解 . 
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我 们 得 到 一 个 齐 次 边 值 问题 
Ou _ (2 ~ lou_u ) | 
at 2)° 


Dr ror rr 
U(r.0) = Qr.u(R.t) = 0. | 
如 同 4. 3 节 中 的 做 法 一 样 ,可 以 邻 
ur.t) = f(r)T(1)., (4.4.17) 
就 得 到 fr) 和 TC) 满足 的 方程 
rf +rf + (or: -1)f= 0, 
T’'+a:yT = 0. 

青 设 2 = r/R ,就 引出 一 阶 贝 塞 尔 方程 本 征 值 问题 的 标准 形式 
0 (4.4.18) 
=1,.f= 0,k = 2R. | 

由 此 可 得 齐 次 边 值 问题 (4.4.16) 的 一 般 解 表达 式 


u(r,t) = Sa (k, 太 )exp( ks Xz) 
有 一 1 


其 中 本 征 值 数列 {k,} 由 方程 上 (KK) = 0 的 根 给 出 ,4, 可 由 式 (4.4.16) 中 的 初始 
条 件 


(4.4.16) 


确定 . 即 有 
1 
_ 2RNO | __ 20R 
A, TT Fe JiCKO)dO 一 大 Jn( 天 ，) 
于 是 ,我 们 得 到 问题 的 解 为 
2 i(k, 荆 
) 二 r R 2 vt 
vr,1) Or + 20R 2 Cet exp( kz 入) (4.4.19) 


这 个 解 的 数学 形式 和 同 管 流动 过 程 有 一 定 程度 的 相似 ,因为 它 也 是 表示 慕 性 影响 
由 圆柱 边界 向 轴 心 发 展 , 最 后 渐 近 地 趋向 于 整个 流体 随 柱 壁 作 刚体 式 的 定常 旋转 


运动 . 
4.4.3 “无限 长 直 涡 丝 的 黏 性 扩散 


我 们 曾经 指出 ,位 势 流 1/7 也 是 N-S 方程 (4.4.1) 的 一 个 特 解 .假设 解 
IT 


0 二 一 一 
2nr 


(4.4.20) 
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在 整个 无 界 平面 上 成 立 , 它 表示 在 轴线 r = 0 处 存在 一 条 无 限 长 的 直 涡 丝 ,常数 下 
表示 涡 丝 的 强度 .但 是 . 涡 丝 在 黏 性 流体 中 是 不 能 保持 的 ,因为 渴 量 具有 黏 性 扩散 
效应 .这 一 扩散 过 程 在 数学 上 可 以 表述 为 方程 (4.4.12) 的 一 个 初始 值 问 题 ,初始 条 
件 即 为 式 (4.4.20) .为 解 此 初 值 问题 ,我 们 引入 训 量 

orD = 时 + (4.4.21) 
由 方程 (4.4.12) 可 推 得 涡 量 方程 
Guo _ , (9 二 1 dw 
oat Or r or 


} = y Viw. (4.4.22) 


相应 的 初始 条 件 为 
ar 0) = TOCr) = TSCcOSCY)， (4.4.23) 
其 中 $ 表示 狄 拉克 (Dirac) 6 函数 . 
”在 无 界 平面 上 的 初始 值 问题 (4.4.22), (4.4.23) 的 解 , 称 为 平面 热传导 方程 的 
格林 函数 .我 们 可 以 用 积分 变换 的 方法 解 出 此 项 数 . 
作 傅 里 时 (Fourier) 变换 


orD = | fCks errdkdk,. (4.4.24) 
代入 方程 (4.4.22) 可 得 
二 (于 和 kv )ewr dk dk, = 0， k* = ki + ks. 


因此 ,f 满足 微分 方程 


Sf 十 大 = 0. 
从 而 有 
fkst) = fkOe teY. (4.4.25) 
作 傅 里 时 反 演 变换 
flk,.t) = |) oer De wr dx'dy,. (4.4.26) 
4 
于 是 有 
fk,0) = 1 le .0O)ekrdx dy . (4.4.27) 
Ar 


将 式 (4.4.25) 和 (4.4.27) 代入 式 (4.4.24) ,我们 得 到 
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-ec 


并 注 ; 


和 


我 们 就 能 得 


KRCr 一 r) 


3 


cc 


wr = er, Oe ertudx’ dy dkdk,. 
4i 省 : 
将 天 平面 上 的 积分 改写 为 


endK dK， = |e 


-> 


kvf cosk (x — x ) +isink. (x — x )ldk. 


x | et Leosks yy) +isinks Cy — y Ydk,, 


—% 


意 到 


出 


-1 | /1 | 
wir,t) = pp | wlr ,0)exp 


oe 


| etvcostkCx -x )ldk = Ve 
vy 


oo 


| esinl k(x —- x )1dk = 0， 


-2 


2 


再 将 式 (4.4.23) 代入 上 式 , 利 用 8 


图 4.7 
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直 涡 丝 狐 性 扩散 过 程 中 
的 速度 场 变 化 


(x x yy ) 


A dx ‘dy . 
盟 数 的 积分 性 质 , 立 刻 就 得 到 
Cr = eth. 4.4.28) 
4nvi 


这 是 无 界 域 中 一 根 无 限 长 百 涡 丝 黏 性 扩 
散 的 数学 表达 式 .将 它 代 入 微分 方程 (4 
2.21) ,积分 后 给 出 速度 场 表 达 式 


y OT (4.4.29) 
2xr 


由 式 (4.4.28) 表示 的 旋涡 模型 ,文献 上 
常 称 之 为 奥 辛 (Oseen) 涡 或 奥 辛 - 兰 姆 
(Oseen-Lamb) 涡 . 图 4.7 画 出 了 儿 个 不 
同时 刻 的 速度 分 布 曲线 ,可 以 看 出 .旋涡 
中 心 的 速度 奇 性 只 在 1 = 0 瞬时 存在 . 
当 黏 性 一 号 发 牛 影响 .原来 油 心 部 分 的 


速度 奇 性 立刻 消失 .在 任意 时 刻 上 对 于 
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r Vvi 的 核心 部 分 ,速度 随 r 近似 线性 增 大 ;而 对 了 六 Vvt 的 远 场 ,速度 则 大 体 
按 7! 的 规律 衰减 .因此 , 若 用 -系列 具有 不 同 涡 核 半径 的 兰 金 涡 来 表示 涡 丝 速度 
场 随时 间 的 演变 , 仍 不 失 为 一 个 可 以 接受 的 近似 描述 ( 见 图 4.7 虚线 ). 


4.5 “ 几 种 非 线性 籍 性 流 问题 的 精确 解 


以 上 所 讨论 的 黏 性 流动 ,都 属于 N-S 方程 可 以 线性 化 的 问题 . 至 于 N-S 方程 不 
可 能 线性 化 的 黏 性 流动 ,可 以 精确 求解 的 问题 更 是 密 密 无 几 . 这 里 要 介绍 的 ,是 两 
个 可 以 对 非 线性 黏 性 流 问 题 精确 求解 的 著名 例子. 


4.5.1 二 维 驻 点 流动 


我 们 研究 均匀 来 流 绕 无 限 长 钝 头 柱 状 物体 的 定常 二 维 黏 性 流动 .来 流 流 线 族 
中 有 一 条 流 线 和 物 面相 交 , 这 个 交点 称 为 驻 点 .假设 物 面 轮廓 线 在 驻 点 附近 为 光滑 
曲线 (参看 网 4.8) ,我 们 要 研究 驻 点 邻 域内 二 维 
黏 性 流 的 性 状 及 其 数学 表达 形式 . 
由 于 我 们 的 兴趣 在 于 了 解 驻 点 O 的 一 个 极 
小 邻 域 内 的 流动 特性 ,这 个 邻 域 的 尺度 要 比 驻 点 
处 物 面 曲线 的 曲率 半径 小 得 多 , 所以, 不妨 把 该 
处 的 物 面 曲线 看 成 一 条 直线 (在 极限 意义 下 ). 这 
样 ,研究 驻 点 附近 局 部 流动 特性 的 问题 ,就 化 为 
“无 穷 远 处 ”来 流 沿 平板 法 线 方向 冲击 无 限 大 平 
壁 的 二 维 流 问 题 .形象 地 讲 , 这 就 是 在 "放大镜 ” 
下 观察 到 的 驻 点 附近 流动 的 放大 网 像 ， 
下 一 个 平面 直角 坐标 系 ,使 x 轴 顺 平 壁 方 
向 ,y 轴 沿 平 壁 的 法 向 ,通过 驻 点 并 与 流向 驻 点 
的 流 线 相 重合 ,坐标 原点 就 是 驻 点 .于 是 ,可 以 写 图 4.8 ”了 驻 点 附近 的 流动 
出 平面 定常 茜 性 流 的 运动 方程 组 
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ou 92- 0. 
Ox oy 
Bu Bu_ 1%P Ou ,Ou 
“37 Yay pa aw ) (4.5.1) 
op D2 > 1 
uo rv =- 1 of + (2 : | 
Ox Gy 0 Dy OX OV 
在 物 面 上 ,我们 可 以 提出 如 下 边界 条 件 : 
当 二 0 由 和 二 0 二 0; 
当 y hu . | (4.5.2) 
当 x = y= O00.p= Pi. 


重要 的 是 , 远 场 (y 一 %) 的 边界 条 件 必须 给 出 一 个 合理 的 提 法 .已 经 说 明 , 这 是 一 
个 “放大 ”了 的 流动 图 像 . 所 以 ,y 一 % 实际 上 应 理解 为 驻 点 极 小 邻 域 的 外 部 边界 ， 
故 那里 的 流动 速度 实际 仍 是 0 点 邻 域 中 流体 的 速度 ,可 以 取 为 外 流速 度 函 数 在 O 
点 展开 的 一 次 近似 式 .由 于 x = 0 时 uw=0 和 y= 0 时 w= 0, 我 们 有 
y—>%,， UW=ax. =-—ay. (4.5.3) 
其 中 上 和 vw 的 常数 系数 取 为 大 小 相等 符号 相反 是 连续 方程 所 要 求 的 .读者 对 边界 
条 件 (4.5.2) 和 (4.5.3) 不 妨 暂 且 作 为 一 种 规定 来 对 待 . 而 在 这 种 合理 规定 之 下 ,N-S 
方程 可 以 进行 精确 求解 . 它 所 包含 的 物理 意义 在 研究 了 上 | 上述 问题 大 雷诺 (Reynolds) 
数 CRe = UL/v 污 1) 流动 的 外 部 势 流 解 和 边界 层 理论 后 将 会 更 加 清楚 . 
注意 到 本 问题 中 不 存在 特征 长 度 , 平 面壁 是 无 限 大 的 ,可 知 对 于 任何 给 定 的 x 
值 ,无 量 纲 量 uw/us 和 v/v 应 当 只 是 y 的 了 数 而 不 随 x 改变 (此 处 ,下 标 o 表示 
y 一 % 的 速度 渐 近 值 ). 于 是 我 们 可 设 
COx,y) =— fly). (4.5.4) 


由 连续 方程 义 可 写 出 
u(x»y) = xf Cy). (4.5.5) 
将 速度 分 量 u,v 的 表达 式 (4.5.4) 和 (4.5.5) 代入 式 (4.5.1) 中 的 动量 方程 ， 
然后 比较 方程 中 各 项 的 数学 形式 ,我 们 得 知 压 强 可 以 表示 成 下 面 形 式 的 函数 


ps— p= oa [ + FCy)]. (4.5.6) 


其 中 FCy) 为 另 一 个 待定 函数 .将 式 (4.5.4) ~ (4.5.6) 代入 方程 (4.5.1), 就 得 到 
厂 和 下 满足 的 常 微 分 方程 
fF fr 二 a 十 "| 


1 


pf Jy of 六 (4.5. 7) 
1 = a .| 


相应 的 边界 条 件 为 
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y=0,f=0,.f=0,.F=0; y-> cj 大 =a. (4.5.8) 
引信 无 量 纲 变量 
7= y/o. pW) = f(y)/ Vav, (4.5.9) 
y 
得 到 无 量 纲 形 式 的 方程 
”+ op -p+1=0. (4.5.10) 
力 界 条 件 为 
7=0,9=0,9 =0; 7—>%,.9 =1. (4.5.11) 


西门 子 (Hiemenz) 首先 解 出 了 方程 (4.5.10) ,以 后 又 有 其 他 人 作 了 改进 .这 里 
不 准备 介绍 方程 的 解法 ,只 讨论 解 得 的 结果 .图 4.9 画 出 了 9 ,2 和 9” 随 7 的 变化 晶 
线 ,其 中 值得 注意 的 是 当 7 -> % 时 ,9' 渐 近 地 趋 于 1. 也 就 是 说 ,u(x,y) 渐 近 地 趋 
于 外 流速 度 wu . 如果 我 们 认为 当 w/u。= 0.99 时 ,流动 速度 的 x 分 量 已 经 达到 了 
外 流速 度 值 ( 此 时 7 = 2.4) ,那么 ,外 流 所 在 处 到 平面 壁 的 实际 距离 约 为 

6 = 2.4 Vy/a. (4.5.12) 
由 此 可 见 , 黏 性 系数 y 愈 小 ,这 一 层 的 厚度 也 愈 小 . 该 层 表 示 黏 性 具有 显著 作用 的 
流体 层 , 称 为 边界 层 (关于 边界 层 的 一 般 理 论 ,我们 将 在 第 9 章 中 作 详 细 介 绍 ). 所 
以 ,由 边界 条 件 (4.5.3) 规定 的 外 流速 度 , 应 当 是 边界 层 外 缘 处 无 黏 流 的 速度 ; 而 在 
无 竺 流 模 型 (此 时 8 = 0) 下 , 驻 点 附近 的 速度 分 布 正 是 由 式 (4.5.3) 表示 的 .这 可 
以 帮助 我 们 更 好 地 理解 边界 条 件 (4.5.3) 站 图 4.10 是 根据 数值 解 绘 出 的 驻 
点 附近 流动 的 流 场 结构 ( 流 线 族 和 速度 分 布 剖 面 


0 0.8 1.6 2.4 3.2 


图 4.9 方程 (4.5.10) 的 数值 解 图 4.10 ”了 驻 点 附近 的 流 场 结构 
4.5.2 ”转动 圆 盘 附近 的 黏 性 流 


上 面 对 物 面 驻 点 附近 的 流动 分 析 表 明 , 当 流 体 冲 着 固 壁 运动 时 ,分 子 黏 性 在 物 
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面 法 向 上 的 动量 输 运 会 受到 迎面 来 流 作 用 的 抑制 ,使 得 条 性 影响 仅 局 限 在 物 面 附 
近 的 区 束 . 下 面 要 讨论 的 则 是 另 一 种 有 趣 的 情况 : 同 壁 在 其 捕 身 平面 内 作 定 轴 旋 
转 , 由 于 惯性 离心 力 导 致 近 旁 流体 作 径 向 运动 ,也 能 抑制 物 面 法 向 方向 的 动 基 输 
运 , 把 慕 性 影响 局 限 在 壁面 近 旁 的 一 层 流 体内 ,为 了 说 明 这 种 茜 性 流动 的 图 像 ,我 
们 假设 一 个 半径 很 大 的 圆 盘 平 板 , 绕 着 通过 圆 盘 中 心 并 与 板 面 垂直 的 轴 等 速 旋 转 . 
这 时 ,转盘 近 旁 的 流体 内 受到 圆 盘 上 摩擦 力 的 作用 ,要 跟随 圆 盘 作 周 向 运动 ;市 由 
于 流体 中 不 存在 径 向 的 压力 梯度 ,流体 不 可 能 保持 圆周 运动 ,就 会 在 惯性 作用 下 产 
生 沿 径 向 的 运动 ,把 流体 从 圆 盘 中 心 部 分 甩 向 四 周 . 另 一 方面 ,又 由 于 连续 性 的 要 
求 ,在 轴线 方向 远离 圆 盘 的 流体 会 沿 中 心 轴线 方向 流向 圆 盘 , 以 补充 被 甩 散 的 流 
体 .我们 要 分 析 的 是 圆 盘 中 心 附近 的 黏 性 流动 ,并 构造 与 此 相对 应 的 模型 问题 的 精 
确 解 . 


x 因为 只 研究 圆 盘 中 心 附近 的 流动 ,我 们 不 
妨 把 圆 盘 的 半径 看 做 无 限 大 ,以 消除 圆 盘 边 缘 
的 影响 .鉴于 问题 具有 轴 对 称 性 , 宜 采 用 柱 华 
标 系 (xz,r,92), 使 轴 与 圆 盘旋 转轴 一 致 ,并 将 
三 个 速度 分 量 记 为 u,v,w. 这样 一 来 ,本 问题 
中 就 不 存在 特征 长 度 , 从 而 , 不 难看 出 ,u， 
v/r，w/r 和 压强 p 都 只 是 x 的 函数 ,而 与 + 无 


0 一 关 . 从 连续 方程 
Ou | 1 oC(rv) _ 0、 
图 4.11 圆 盘 转动 所 引起 的 流动 ar + Or 
我 们 可 以 将 速度 分 量 表示 成 
u = fx), v =— 57 x). (4.5.13) 
进而 再 设 
w = 18(Cx)， (4.5.14) 
并 将 它们 一 起 代入 x 分 量 的 柱 坐 标 N-S 方程 
Du au au ,wou __1%P du 190/,.0u\, 1 Ou 
Br “ax ar rap po 人 
经 过 简单 计算 后 ,得 到 一 个 常 微分 方程 
-df __ 1dp df 
1 dx A qx dx 


积分 一 次 有 
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卫 二 df 一 FF 党 类 
0 vd 2 常数 . (4.5.15) 
再 将 式 (4.5.13) 和 (4.5.14) 代 人 和 ?分量 的 N-S 方程 ,又 可 得 到 
1 FF 1 fF/2 方 2 一 J | 


(4.5.16) 
持 - gf = 过 
这 里 每 一 撒 表 示 对 x 求 一 次 导数 .相应 的 边界 条 件 为 
0,f=f =0,8 = 0, 
- 1 - /i 8 \ (4.5.17) 
-> oo, 一 0,5 一 0. | 
其 中 0 为 圆 盘 的 旋转 角速度 . 
引入 无 量 纲 变 量 
]172 关 , 加 
x = 人) §, f= (0), g = fg, (4.5.18) 
方程 (4.5.16) 变换 为 
1 /2 1 1 2 — 1 pw 
4/ ~ 3H -8 2 | (4.5.19) 
fe’ -8f=8 
边界 条 件 (4.5.17) 变 为 
E = 0， ”= 0， 1 ， 
f=1 8 (4.5.20) 
Eo%,f —>0,g—0. 


在 式 (4.5.19) 和 (4.5.20) 中 , 撤 号 表示 对 § 的 导数 . 
卡门 (Karman) 首先 给 出 了 非 线 微 分 方 ”1.0 

程 边 值 问题 (4.5.19), (4.5.20) 的 解 ,这 里 

我 们 用 曲线 图 给 出 解 的 数值 结果 (图 4.12)， 

图 上 面 出 了 一 (人) ,=- 广 (6)/2 和 8(5) 三 种 

计算 曲线 .曲线 表明 , 当 5 一 wm, 一 了 一 常数 

2 0.89,4 ->- 0.89(y0Q)2 .也 就 是 说 ,x = 

= 处 的 流体 以 一 定 的 速度 流向 圆 盘 , 这 和 上 A 

面 说 到 的 远 处 流体 要 沿 旋转 轴 的 方向 流向 ”人 一 270 一 一 0 一 é 

板 面 以 补充 径 向 流出 的 流体 是 符合 的 .另外 图 4.12 ”转盘 流动 的 数值 解 

两 个 速度 分 量 z 和 w 则 随 x 一 % 而 迅速 衰 

减 .如 果 将 周 向 速度 吉 减 到 w = 0.01 Qr 的 地 方 看 做 黏 性 输 运 效应 已 经 实际 消失 ， 

就 可 以 把 厚度 8 = 5.4(y/0Q)3 定义 为 入 性 层 的 序 度 或 边界 层 厚度 .还 可 以 算出 作 
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用 在 旋转 圆 板 ( 双 面 ) 上 的 流体 阻尼 力矩 为 
M = xpyv: R'NY g'(0), 
其 中 R 为 圆 板 的 半径 .这 一 计算 结果 与 实验 值 吻合 良好 ,证 明 该 理论 结果 的 精确 性 . 


4.6 黏 性 流动 的 相似 律 


如 前 所 述 .可 以 求 得 理论 上 精确 解 的 流动 ,只 是 一 些 简单 的 模型 化 的 流动 . 实 
际 的 情形 要 复 全 得 多 ,以致 求 解 一 种 真实 的 流动 ,往往 会 变 得 非常 困难 甚至 无 实现 
可 能 .要 解决 复杂 的 真实 流动 问题 ,一 方面 依靠 发 展 各 种 近似 理论 和 数值 解法 , 男 
一 方面 则 要 通过 实验 观测 和 对 观测 结果 的 正确 分 析 . 
流体 力学 实验 原则 上 是 要 研究 尺度 上 缩小 或 放大 了 的 真实 流动 .通过 对 这 种 模 
拟 流动 的 观测 与 分 析 , 去 推 知 真实 流动 的 特性 与 规律 .例如 ,用 飞机 模型 在 风 洞 中 作 
吹风 试验 . 舰 船 模型 在 水 模 中 拖 动 测量 等 .这 里 ,就 需 归 回答 这 样 一 些 问题 ;在 模拟 流 
动 和 真实 流动 之 间 是 否 可 能 存在 - 定 的 变换 关系 ?有 具备 何 种 条 件 的 实验 才能 使 模拟 
流动 和 真实 流动 之 名 有 简单 的 上 从 换 关 系 ? 应 当 怎 样 表 达 和 分 析 实 验 结果 才能 引出 可 
应 用 于 真实 流动 的 合理 结论 等 .这 些 问题 必须 由 流动 的 相似 理论 米 解 决 . 
相似 的 概念 起 源 于 儿 何 学 .把 一 个 几何 图 形 按 
照 比例 关系 放大 或 缩小 ,得 到 的 新 图 珍 称 为 原来 图 
形 的 相似 形 . 为 了 对 相似 关系 进行 定量 描述 , 可 以 
地 一 个 直角 坐标 系 {xai,xz,xs}) 然后 将 两 个 相似 
的 图 形 在 此 坐标 架 中 适当 放置 (如 图 4.13), 就 可 以 
从 数值 上 建立 起 两 个 图 形 点 集 之 间 的 一 一 对 应 关系 
Xi(pi) = Kx;(p,), (4.6.1) 
其 中 pi 和 ps 是 任意 一 对 对 应 的 点 ,K 为 一 常数 . 
我 们 可 以 把 常数 K 取 为 相似 图 形 的 某 种 特征 长 度 
之 比 ,例如 ,图 4.13 中 两 个 三 角形 的 对 应 边 长 之 比 


图 4.13 ”几何 相似 形 Li/Lz. 于 是 , 式 (4.6.1) 就 可 写成 
Xi(p1) Xi( ps) 一 工 
1 xX;. (4.6.2) 
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这 表示 ,如 果 两 个 相似 图 形 分 别 用 各 自 的 特征 长 度 作 度量 单位 , 则 对 应 点 的 坐标 测 
量 值 x; 相同 .x; 称 为 无 量 纲 坐 标 . 

在 建立 了 两 种 流动 区 域 几何 相似 的 概念 后 ,要 引入 “运动 相似 ”的 概念 ,就 需 建 
立 四 维 空间 (xi ,xz ,Xxs,1) 中 的 图 形 对 应 关系 .为 此 ,我 们 首先 得 对 黄种 流动 取 一 
个 适当 的 对 应 时 刻 作为 时 间 原 点 ! = 0, 然 后 再 选取 适当 的 时 间 对 应 关系 


t1 = Kt,; (4.6.3) 
或 者 是 ,规定 出 对 应 的 时 刻 tf; 和 4. 使 它们 县 有 相间 的 无 量 纲 时 间 
站 
7， 元 L (4.6.4) 


这 样 ,如 果 两 个 流动 在 一 切 空间 对 应 点 以 及 一 切 对 应 的 时 刻 , 都 具有 相同 的 无 量 纲 
速度 , 即 有 


让 、 
Ui UD, v, (4.6.5) 


这 两 种 流动 就 称 为 运动 相似 .此 时 ,在 式 (4.6.4) 和 (4.6.5) 中 ,了 T.Ts 和 Ui,U; 是 
两 种 流动 的 特征 时 间 和 特征 速度 . 

仅仅 具有 运动 相似 性 的 流动 还 不 一 定 能 成 为 相似 流动 . 相似 流动 除 具 有 几何 
相似 性 和 运动 相似 性 之 外 ,还 必须 具备 动力 相似 性 , 即 流动 在 四 维 空间 对 应 点 上 的 
各 种 动力 学 量 和 热力 学 量 , 如 体积 力 、 黏 性 应 力 .压强 、 密 度 .温度 、. 热 通 量 密度 等 ， 
都 应 当 具 有 相应 的 比例 变换 关系 . 按照 上 面 的 分 析 . 我们 立刻 可 以 得 知 : 对 于 两 种 
完全 相似 的 流动 ,一 定 可 以 通过 适当 方式 将 各 种 流动 变量 无 量 纲 化 , 即 可 构造 出 各 
自 的 无 量 纲 变数 7 和 XX; ,以 及 无 量 纲 场 3;,p,5,T,05 和 等 ,使 它们 的 各 同名 变量 
成 为 无 量 纲 四 维 连续 统 (Xi ,Xz ,Xx3,1) 上 的 相同 函数 . 

现在 举 一 个 例子 来 说 明 . 我 们 来 考察 一 下 圆 管 泊 肖 叶 流动 ,其 速度 分 布 写 为 


人 A , ， 
v(r) = OP Ca: 一 7 ). 
4HL 


改写 成 无 量 纲 形式 就 是 


让 


v(r) = =]— 1， 


Urnax 

其 中 = r/aons = Ap*，a*/(44L). 于 是 ,我 们 得 知 ,任何 两 种 圆 管 泊 肖 叶 流 动 
都 是 相似 流动 . 因为 ,只 要 用 每 一 种 流动 的 管 径 a 作为 特征 长 度 , 而 用 带 有 速度 量 
纲 的 组 合 变 量 Ap。，a?*/(pL ) 作为 特征 速度 ,无 量 纲 速 度 5 就 是 无 量 纲 坐标 7 的 确 
定 函 数 , 而 这 两 种 泊 肖 叶 流 动 的 实际 物理 参数 却 是 可 以 完全 不 同 的 . 比如 ,它们 中 
可 能 一 种 是 液体 , 另 一 种 是 气体 ;或 者 一 种 是 油 , 另 一 种 是 水 .也 可 能 一 种 是 数 米 直 
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径 的 粗 管 , 另 一 种 却 是 针头 那样 的 细 管 等 . 

两 种 相似 的 流动 可 以 在 无 量 纲 数学 形式 的 描述 上 表现 出 完全 一 致 ,使 得 我 们 
能 够 寻找 出 确定 流动 是 否 相 似 的 某 些 判 据 .因为 描述 流动 的 各 种 物理 量 的 场 函 数 ， 
都 是 N-S 方程 在 特定 的 定 解 条 件 下 的 解 ， 所 以 ,只 要 两 种 流动 的 无 基 纲 流体 运动 方 
程 组 ,连同 其 定 解 条 件 的 数学 形式 相同 ,它们 的 解 的 无 量 纲 式 也 必然 相同 ,这 两 种 
流动 就 一 定 是 相似 流动 .现在 ,让 我 们 用 一 个 例子 说 明 如 何 运 用 这 一 推理 来 得 出 流 
动 相似 性 的 判 据 . 

球 的 定常 黏 性 绕 流 问题 可 以 作为 说 明 问 题 的 最 好 例子 ,因为 两 个 球 的 外 部 区 
域 总 是 几何 相似 的 .现在 我 们 假设 有 两 种 绕 球 的 定常 流动 . 两 种 流体 的 密度 不 同 ， 
黏 性 系数 不 同 , 球 的 半径 以 及 来 流速 度 也 不 一 样 ,要 确定 这 两 种 流动 相似 的 条 件 . 

先 写 出 不 可 压缩 黏 性 流 的 运动 方程 组 


Du 加 
OXj = 0， | 
- (4.6.6) 
ek) Ov 1 . ap'™ 本 Ov 
’ Oxj PY x, OX OX; 
其 中 k = 1,2 分别 表示 两 种 不 同 的 流动 .边界 条 件 为 
(Xi 。 Xi 12 二 oo ,VR 一 一 WU); (Xi 。 Xi )12 一 — Lv Ck 一 = 0. (4.6. 7) 


其 中 U; 表示 来 流速 度 ,L 表示 球 半 径 . 如 果 我 们 将 方程 (4.6.6) 和 边界 条 件 
(4.6.7) 都 写成 无 量 纲 形式 , 引 人 和 人 无 量 纲 变量 


xX; = 二 xi/L, V; 一 = vi/U, p 一 p/(eU), (4.6.8) 
就 得 到 无 量 纲 方程 
Gui 
Xi ， | 
_ - (4.6.9) 
35 -3 ( ) 82 0 | 
BF ar UL/ QAxjox 
和 无 量 纲 边界 条 件 
(Xj;* Xi = co ,ui 三 0a | 
_ 四 _ (4.6.10) 
CE = 1,5 =0, | 


这 里 ,我 们 已 经 取 来 流 方向 为 x1 轴 的 方向 .于 是 ,我 们 看 到 ,只 要 


pv 2 
UUL 二 DEL (4.6.11) 


对 两 种 流动 ,方程 (4.6.9) 和 边界 条 件 (4.6.10) 就 完全 相同 . 它们 的 解 V(x;i)， 
p(xi) 也 就 完全 相同 .这 两 种 流动 就 是 相似 流动 . 因此 ， 等 式 (4.6.11) 就 成 为 这 
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种 流动 相似 的 条 件 . 如 前 所 述 ,在 本 问题 中 ,几何 相似 的 前 提 是 隐 含 地 满足 的 . 球 又 
是 各 向 同性 的 几何 外 形 ,来 流 方向 作 任何 改变 也 不 破坏 远 场 边 界 条 件 的 相似 性 . 
将 无 量 纲 参 数 v/(UL) 写成 


Re (4.6.12) 


UL 
Re 称 为 雷诺 数 . 上 面 例子 的 分 析 可 以 推广 为 以 下 更 一 般 的 重要 结论 :两 个 几何 相 
似 体 按 相 同方 位 作 等 速 运动 ,它们 导致 的 定常 不 可 压缩 黏 性 绕 流 的 相似 条 件 为 流 
动 的 雷诺 数 相等 .这 一 结论 称 为 定常 不 可 压缩 黏 性 流 的 雷诺 相似 律 .各 种 不 同类 型 
的 流动 都 有 相应 的 相似 律 ,这些 相似 律 通常 表示 为 流动 的 某 些 无 量 纲 参 数 相等 .所 
以 ,对 流动 进行 分 析 一 般 都 须 采取 无 量 纲 的 数学 形式 ,这 样 得 出 的 结果 才 可 以 应 用 
到 一 类 相似 流动 ,而 不 只 限于 某 种 特定 的 具体 流动 . 

同样 地 ,应 用 相似 理论 正确 进行 实验 数据 分 析 ,才能 得 出 流动 参数 之 间 的 规律 
性 联系 .我 们 以 球 在 黏 性 流体 中 等 速 运动 的 阻力 定律 为 例 加 以 说 明 . 对 于 不 可 压缩 
流体 的 定常 绕 流 ,流动 将 由 球 的 半径 a .运动 速度 上 .流体 的 密度 C 和 黏 性 系数 "次 
定 .因此 ,一 般 地 说 , 球 的 阻力 D 应 是 a,U,P 和 v 的 函数 

D= Fla,U,Pp,v). 

要 确定 四 个 自 变量 的 函数 ,依靠 实验 方法 是 很 困难 的 ,但 是 ,如 果 改 写成 无 量 纲 形 
式 ,并 利用 相似 理论 ,问题 的 解决 就 容易 得 多 . 

我 们 知道 ,阻力 是 球 表面 上 应 力 矢 量 积 分 在 球 运 动 方向 上 投影 值 的 反 号 ,于 


是 有 
D =- fan (BF )ds = [pa - + (2 + 9 ) hn ( 守 )as. 


写成 无 量 纲 形式 为 


元 未 = Wy - 让 (名 + Se ) hdds, (4.6.13) 


其 中 0; 为 球 运动 方向 上 的 单位 矢量 .如 果 将 该 方向 取 作 “x 轴 的 负 方 向 , 则 U; 可 以 
写成 <- 381”. 式 (4.6.13) 右边 的 函数 5; 和 万 是 无 量 纲 方程 (4.6.9) 在 边界 条 件 
(4.6.10) 下 的 解 , 如 果 写 成 

D; = fi(x1, Xa, Xs;Re), 万 = g(x1, Xs, Xs;Re), (4.6.14) 
则 f; 和 g 就 是 x ,XxX ,Xs 的 确定 函数 , Re 是 一 个 参数 .将 无 量 纲 系数 


元 二 一 Cn (4.6.15) 


定义 为 球 阻力 系数 ,并 将 式 (4.6.14) 代入 式 (4.6.13), 就 得 到 
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Co = F(Re). (4.6.16) 
这 表明 , 球 阻 力 系数 是 雷诺 数 的 单 灾 量 丽 数 . 这 样 ,我 们 在 整理 球 阻力 测量 的 实验 
数据 时 ,就 应 当 将 测 得 的 D.2,.a.U.v 组 合成 两 个 无 基 纲 基 


DD 有 Re 
Cy 一 0020 和 Re y . 


然后 绘 出 CorRe 的 单 值 函 数 曲 线 .这 个 单 变量 函数 就 能 给 出 球 在 流体 中 作 等 速 运 动 
(U < 过 c) 时 的 阻 万 规律 .网 4.14 给 出 了 由 实验 数据 画 出 的 Cp-Re 变化 的 曲线 图 


Re 


图 4.14 球 的 Cp-Re 变化 曲线 


4.7 小 备 诺 数 黏 性 流动 


通过 相似 理论 的 分 析 , 已 经 表明 雷诺 数 是 一 个 重要 的 无 量 纲 参数 .在 几何 相似 


的 条 件 下 ,不 可 压缩 性 流动 性 状 的 变化 将 出 雷诺 数 的 变化 来 确定 .现在 ,我 们 来 进 
一 步 分 析 一 下 雷诺 数 的 物理 意义 .为 此 .我 们 将 N-S 方程 写成 无 量 纲 形式 
di OP ,1 Oo. (4.7.1) 
dt OX; Re OX Li 


如 果 将 此 方程 看 成 力 的 平衡 方程 . - dii/di 可 视 为 惯性 力 项 . Re “9* 51/Oxi 称 为 
黏 性 力 项 .进一步 ,我 们 假设 用 作 无 基 纲 化 的 特征 长 度 上 和 特征 速度 上 U, 都 能 真正 
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代表 速度 发 生 显著 改变 的 空间 距离 和 速度 改变 的 量 级 .上 L/U 也 能 表示 速度 改变 的 
时 间 尺 度 . 那 么 ,从 流 场 的 总 体 看 来 ,dv;/di 和 人 9 六 /axr; 等 无 量 纲 导 数 就 是 数量 
级 为 1 的 量 .从 而 .雷诺 数 Re 就 表征 惯性 力 和 黏 性 力 之 比 的 量 级 . 

显然 .这 种 粗略 的 分 析 与 判断 不 免 缺 少数 学 上 的 严格 性 ,作出 判断 所 依赖 的 那 
些 前 提 条 件 也 不 见得 总 能 一 目 了 然 地 判断 其 是 否 成 立 . 所 以 .正确 使 用 这 种 分 析 方 
法 的 关键 还 在 于 对 流动 机 理 和 流 场 结 构 有 深刻 的 理解 . 这 种 方法 在 流体 力学 理论 
发 展 的 历史 上 曾经 起 过 非常 重要 的 作用 .特别 是 在 大 雷诺 数 (Re 之 1) 流动 和 小 雷 
诺 数 CRe 之 1) 流动 两 种 情况 下 ,利用 这 种 方法 简化 数学 问题 往往 显得 十 分 有 效 . 
后 来 ,这 种 方法 经 过 不 少 党 者 从 数学 上 进行 严格 考察 ,终于 发 展 成 为 流体 力学 中 一 
种 重要 的 理论 渐 近 展开 方法 论 ,也 称 为 奇异 摄 动 论 . 


4.7.1 小 雷诺 数 球 绕 流 的 斯 托 克 斯 解 


现在 ,我 们 先 来 应 用 这 种 方法 分 析 小 雷诺 数 流动 的 近似 规律 . 假设 当 Re 之 1 
时 ,可 以 认为 在 力 的 平衡 中 惯性 力 的 作用 微不足道 ,内 而 N-S 方程 可 以 近似 地 简化 
为 一 个 线性 方程 


Vp= pVv. (4.7.2) 

这 就 是 小 雷诺 数 流 动 的 动量 方程 . 

小 需 诺 数 流动 的 典型 问题 是 球 的 绕 流 , 它 满足 
-Lu 

y 
其 中 a 为 球 的 半径 .由 上 式 可 知 . 极 懂 运 动 . 极 大 系 性 系数 和 极 小 球 半径 三 种 情形 
下 的 球 绕 流 , 都 属于 小 雷诺 数 流动 .这 种 动 可 用 方程 (4.7.2) 作 近 似 描 述 , 相 应 的 边 
界 条 件 为 


Re 1, (4.7.3) 


r=a,v= UU; r=%2.v=0,p= po. (4.7.4) 
这 里 ,我 们 采取 周 连 于 无 穷 远 处 林 扰 动 流 体 的 球 坐标 系 (r,9,8), 举 标 原点 瞬时 地 


与 球 心 重合 , 球 的 运动 速度 为 U. 
为 求解 带 有 边界 条 件 (4.7.4) 的 方程 (4.7.2) .我 们 可 以 利用 矢量 恒等式 
VD=VQV.D)-VYXxVYWwXxD 


和 连续 方程 
Vv=0, 
将 方程 (4.7.2) 改写 成 
VDP = 一 AHVXO (4.7.5) 


其 中 四 = Y x v. 对 方程 (4.7.5) 分 别 作 散 弃 和 旋 度 运算 .就 得 到 
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Vp=0 和 Vo=0， (4.7.6) 
这 表明 ,对 小 雷诺 数 流 动 , 太 强 和 涡 量 部 是 调和 也 数 ,可 以 利用 位 势 理 论 来 解决 小 
雷诺 数 流 动 问题 
引入 一 个 新 的 变量 
P=(p- po)/A， (4.7.7) 
我 们 得 到 已 所 满足 的 方程 和 边界 条 件 
VP=0; Plr=%)=0. 
因此 , 涵 数 P 一 定 可 以 表示 成 拉 普 拉 斯 方程 基本 解 迭 加 的 级 数 形 式 (参看 2.5 节 ). 现 
在 ,问题 中 的 已 知 参 数 是 ea,w 和 U. 注 意 到 在 边界 条 件 (4.7.4) 中 器 以 线性 函数 形式 
由 现 , 我 们 就 知道 了 一定 是 品 的 线性 函数 .由 于 UU 是 问题 中 唯一 的 矢量 参数 ,而 由 U 
和 r 两 个 失 量 构成 的 上 的 线性 标量 函数 ,只 能 是 侦 极 子 基 本 解 ,于 是 , 便 知 已 可 写成 


P= C=- CCU YS, (4.7.8) 
其 中 常数 C 仅 依 赖 于 标量 参数 a .利用 矢量 的 恒 等 变换 ,进一步 可 以 得 到 
VP = Cv )=- Cv x (> ")=-Vxe. 
再 利用 当 > = co 时 ,w = 0, 便 可 给 出 
= PT. (4.7.9) 


于 是 , 剩 下 的 问题 便 是 如 何 确定 速度 场 的 表达 式 和 常数 C 了 . 
现在 .我 们 将 球 坐 标 (r,9,8) 的 极 轴 方向 取 为 U 的 方向 ,流动 就 是 关于 坐标 
轴 9 = 0 的 轴 对 称 流动 ,从 而 有 
v, = DCro yo = org ur = 0， 


dv, _ CUsing 六 《4710) 
r 90 rr: | 


[nn 


w, = wo = 0.w, = + DC roo) 
基于 不 可 让 第 的 轴 邓 可 流 .和 纺 方 各 可 以 写成 
. 二 日 2 )) Sej 一 ] 二 
V。DP ar7 v,sin0) + (rvosing) 0. 
由 此 可 知 , 轴 对 称 的 不 可 压缩 流动 也 存在 一 个 流 冰 数 %Cr,0), 它 满足 
Es =— rvysing, 3 


流体 力学 文献 中 将 这 台 这 个 流 函 数 称 为 斯 托 克 斯 流 函 数 . 容易 证 明 , 轴 对 称 不 可 压缩 流 
的 流 线 方程 也 可 写成 


= fv,sing. (4.7.11) 


J(r,0) = 常数 . (4.7.12) 
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把 流 函 数 定 义 式 (4.7.11) 代入 涡 量 表达 式 (4.7.10) ,就 得 出 函数 方程 


2 1 2 
tt “41 
而 球面 上 的 边界 条 件 则 变换 为 
r=a, 多 = Uazsingcosg， Ey = Uasin:0. (4.7.14) 
由 方程 (4.7.13) 和 边界 条 件 (4.7.14) ,不 难看 出 流 函 数 少 可 以 写成 下 列 形式 
br,0) = Usin: 0f (7). (4.7.15) 
代入 流 函 数 方程 (4.7.13) 后 ,又 得 到 了 满足 的 常 微分 方程 
df -21+C-0. (4.7.16) 
dr: rr: r 
从 式 (4.7.14) 和 (4.7.15) 可 得 到 f 应 满足 的 边界 条 件 
r=a.f= a/2,f = ai r= %, f/r:=0,f/r=0. 
(4.7.17) 
至 此 ,问题 的 求解 就 变 得 非常 简单 了 . 
方程 (4.7.16) 的 通 解 是 
fr) = 和 + 全 + 有， (4.7.18) 


其 中 A 和 8B 的 积分 常数 ,利用 边界 条 件 (4.7.17) ,立刻 可 以 定 出 式 (4.7.18) 中 的 三 
个 常数 ,它们 是 

A=-a’/4, B=0, C= 3a/2. 
这 样 ,我 们 就 解 得 了 流 函 数 和 速度 场 


plr.0) = Ursin0 (3e - £3), | 
se | 


(4.7.19) 
按 式 (4.7.15) 绘 出 的 小 雷诺 数 绕 球 流动 的 流 线 族 如 图 4.15 所 示 , 压 强 则 由 (4.7.8) 
式 确定 为 
p= pot 2 cos0 (4.7.20) 
运动 小 球 在 流体 中 所 受到 的 阻力 为 


D=- 0 (~ pcosg + aocosg -osing)dS， 
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加 QU 1 1 9, ou bo 
On A oar’ on a ra0 Or 7 ) 
将 速度 表达 式 代 入 后 ,我们 前 得 
D = 6xtaU. (4.7.21a) 


这 就 是 有 名 的 斯 托 克 斯 公式 . 它 表 明 , 对 于 小 雷诺 数 流 动 . 球 的 阻力 与 其 运动 速度 
成 正比 .这 一 结论 对 任意 形状 的 物体 也 是 成 立 的 . 
引入 阳 力 系数 的 定义 cp = 了 一 一 一 .代入 式 (4.7.214) ,得 到 小 球 阻力 


ol 2 
2 oOL-。T4 
系数 
_ 24 
Ess 二 = CD 一 Re， (4.7.21b) 
: 三 其 中 Re = 人 247 从 图 4.14 可 以 看 到 , 当 
二 -一 一 a4 


Re 二 1 时 ,Stokes 的 阻力 理论 公式 (4.7.21b) 

与 实验 结果 符合 得 很 好 . 
于 Stokes 公式 具有 重要 的 实用 价值 . 例如 ， 
-一 一 一 用 它 可 以 计算 小 沙 粒 在 重力 作用 下 在 水 中 的 
沉降 速度 ,也 可 以 计算 雾 滴 、 尘 埃 在 空气 中 的 
过 ”沉降 速度 .把 降落 物 假设 为 密度 为 5. 半径 为 a 


TT 一 的 小 球 .周围 流体 的 密度 为 p, 运动 黏 性 系数 


图 4.15 ”小 Re 数 绕 球 流动 的 流 线 族 oo 、 
为 vy, 则 当 小 球 所 受到 的 重力 、 浮 力 和 流体 阻力 


达到 平衡 时 ,可 求 得 最 终 的 恒定 下 降 束 度 o 


6nxapvv = Sa’(p — 0)g., 
= 二 48(2 -1)， 
9 Jy 


0 
上 式 适用 于 Re = 2 < 1 的 情形 .但 是 测 晤 结果 表明 ,只 要 Re 不 大 于 1, 用 上 式 的 
计算 结果 仍 有 是 够 的 精度 . 
4.7.2 ” 奥 辛 (Oseen) 修 正 
未 要 忘记 ,以 上 的 分 析 都 是 建立 在 惯性 力 可 以 忽略 不 计 这 一 假设 的 基础 上 的 ， 
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而 它 的 根据 只 是 Re = Ua/v < 1 我们 已 经 指出 ,这 种 根据 并 不 完全 可 靠 .因此 ,在 
求 得 近似 解 以 后 ,通常 总 要 回 过 头 来 检验 一 下 前 提 条 件 的 可 靠 性 . 为 估计 惯性 力 的 
量 级 ,我 们 不 妨 认为 小 款 是 作 等 速 运动 ,此 时 有 /at = - U.V. 据 此 ,可 以 利用 式 
(4.7.19) 判断 出 ao7al 项 的 量 级 为 Ua/rr, 而 对 流 项 (v， Vv 的 划 级 是 
Uza*/r. 拌 其 中 之 大 者 ,可 将 惯性 力 的 量 级 估计 为 U2ay7 产 .再 由 式 (4.7.19) 得 出 
黏 性 力 项 的 量 级 是 vUa/ 训 .从 而 立刻 可 知 两 者 量 级 之 比 为 
of 和 -ol 

这 就 表明 ,在 Re 过 1 的 情况 下 ,对 于 流 场 中 7 一 a 的 地 方 ,惯性 力 确实 远 小 于 黏 性 
力 , 解 式 (4.7.19) 可 以 认为 是 可 靠 的 ;而 对 于 流 场 中 7 渤 a 的 地 方 ,惯性 却 可 以 和 
黏 性 力量 级 相当 , 解 式 (4.7.19) 就 不 再 有 效 , 市 需 另行 分 析 . 所 以 , 式 (4.7.19) 不 
是 一 个 全 流 场 一 致 有 效 的 解 . 

为 了 修正 Stokes 解 , 根 据 上 述 的 量 级 佑 计 ,Oseen 在 N-S 方程 中 保留 了 惯性 项 


在 远 场 的 主要 部 分 - U 2 ,忽略 掉 高 阶 小 的 非 线 性 项 (v，V)v,N-S 方程 简 化 后 的 
Oseen 方程 为 


op __1 2 ‘ 
U3 = 6 VPp+vV’v, (4.7.22) 


Ve.v=0. 
这 个 方程 仍然 是 线性 的 ,并 有 与 式 (4.7.4) 同样 的 边界 条 件 . 从 前 面 的 量 级 估计 可 
以 看 出 , 当 Re 之 1 时 ,一 UY 项 在 球 附 近 远 小 于 茜 性 项 ,在 远离 球 的 远 场 ,它们 有 
相同 的 量 级 .Lamb 曾 得 到 方程 (4.7.22) 的 一 个 封闭 形式 的 近似 解 


3 ， 
y=- 于 Tesin’0 + Sall + cosg)[1 — ese] (4.7.23) 


修正 后 的 阻力 公式 为 


D = 6rxaU (1+ Re). (4.7.24) 
阻力 系数 为 


cp = (1 + Re). 


4.7.3 小 Re 数 圆柱 绕 流 的 Stokes 解 
现在 ,我 们 扼要 介绍 一 下 绕 无 限 长 圆柱 的 二 维 小 雷诺 数 黏 性 流 问 题 . 一 般 地 
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说 ,对 应 的 二 维 流 和 三 维 流 比较 ,二 维 问题 在 数学 上 总 要 简单 一 些 ; 但 是 ,此 处 的 二 
绯 问 题 却 碰 到 了 三 维 问题 所 没有 的 困难 . 试 采用 平面 极 坐 标 系 (r ,9) 对 圆柱 绕 流 
作 类 似 于 球 绕 流 问题 的 分 析 , 我 们 有 


v0, = oF) Vy = rr PP), w= Cn， (4.7.25) 
连续 方程 写 为 
19 1 ov _- 
学) 十 7 op 二 0. 
引入 流 也 数 V(r .8) ,使 得 
-1% __% . 
Vv, 二 7 3 Vs 三 3 (4.7.26) 
并 将 它 代 入 涡 量 表达 式 
_ 9 1 Duo， 
ww 一 六 了 (729) 7 BP ， 
即 得 到 流 咕 数 方程 
D1/ 0Y 1 _ yj. 
号 人 3 ) 7 gor CUsiny， (4.7.27) 
相应 的 边界 条 件 足 
r=a Yt = Using ,和 = Uacos9 ;| 
3 > (4.7.28) 
,0 | 
我 们 将 流 滑 数 写成 
VCr 2) = Using f(r), 
可 以 得 到 了 满足 的 方程 
df ,ld -上 =- 上 (4.7.29) 
dr” rdr 天 r 
记 的 授 解 是 
for =- 二 Crmr+ Lr + Mr， (4.7.30) 


其 中 志和 HM 是 两 个 积分 常数 ,利用 圆柱 面 上 的 边界 条 件 :Fa) = a.f(a) = 1 ,可 
以 角 定 出 


=1+ 和 +Ina， M=-- Loa; 
全 是 ,由 式 (4.7.28) 表示 的 解 却 不 可 能 满足 无 穷 远 处 的 边界 条 件 .也 就 是 说 . 男 一 - 
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个 党 数 不 可 栈 币 无 鹤 下 元 处 的 边界 条 件 确定 下 来 ,我 们 只 能 在 速度 解 中 和 暂时 保留 


co 人 
(4.7.31) 

利用 速度 场 表达 式 (4.7.29) 和 应 力 -应 变速 率 关 系 还 时 到 阻力 公式 
六 -2xo0 C. (4.7.32) 


二 维 小 雷诺 数 流 问 题 中 , 解 的 不 确定 性 是 由 于 流动 的 远 场 性 质 和 此 种 近似 解 不 能 
自治 造成 的 .这 个 近 场 解 只 有 在 和 男 一 个 可 以 描述 远 场 流动 的 解 匹配 后 ,才能 把 系 
数 C 确定 下 来 ,利用 渐 近 匹配 的 方法 ,可 以 给 出 常数 C 的 表达 式 


， 2 
C= ln(3.77/Re) 


4.7.4 球 在 黏 性 流体 中 的 微 幅 振动 


研究 小 球 在 黏 性 流体 中 的 振 水 运动 问题 ,同样 有 着 重要 的 应 用 价值 . 当 声 波 在 
含有 水 滴 或 尘土 的 空气 中 传播 时 ,声波 和 球 粒 相 互 作用 导致 的 声 吸收 ,就 是 和 这 
问题 紧密 地 联系 着 的 . 

假设 小 球 在 静止 流体 中 以 角 频 率 Q 作 简 谐 振动 .流体 受到 小 球 扰动 也 获得 ， 
一 定 的 运动 速度 . 如 果 球 半径 a 和 位 移 振幅 d 都 很 小 , 即 


asd <= JJ 天， 


244a 
= 0 244 «1, 
Re 66 


(4.7.33) 


8 为 贯穿 深度 ,此 时 


流体 运动 方程 中 的 对 流 项 (v。V)v 可 以 略 去 不 计 , 运 动 方程 组 写 为 


Ov 机 

20-_ ly,+ Vv. 

a pF | (4.7.34) 
V。D = 0. | 


我 们 取 球 坐标 系 尺 ,0.9 ,原点 置 于 小 球 振动 的 平衡 位 置 上 , 极 轴 和 小 球 振 动 
方向 一 致 . 此 时 ,流动 对 于 极 轴 是 对 称 的 , 和 p 只 是 R 和 9 的 函数 ,流动 边界 条 件 
表示 为 

R= a,.Vr = UvcosOe ,Vy =- Unsinbge 史 | , 
(4.7.35) 
R oo.VrR= VV,= 0,p= p:. 


其 中 U = Ue 是 小 球 瞬时 运动 速度 .下 面 运动 中 出 现 的 各 种 复数 表达 式 ,物理 
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上 部 应 理解 为 其 实数 部 分 . 
现在 ,对 方程 (4.7.34) 的 第 一 式 取 旋 度 .得 到 


0 ,Vw. (4.7.36) 
of 


根据 流动 的 铀 对 称 性 ,@ 沿 R.9,8 三 个 分 量 中 ,只 有 一 个 分 量 wy 隆 0. 它 表示 为 


a(RV,) OV ， 
we = al SR 2 上 (4.7.37) 
因此 .矢量 方程 (4.7.36) 也 只 有 一 个 分 量 方程 
Ge 2 We 
3 = (Yo RD) (4.7.38) 
引入 流 丙 数 光 .并 将 
四 1 6/ 1 6 
Vr Rn0a0 “7 Rsind aR (4.7.39) 
代入 式 (4.7.37) ,可 以 算得 
sin0 oO/ 1 9 __1 
OE Rd | A + R: Sd) ROY， (4.7.40) 
革 中 
四 Sin0 OO/ 1 9 
= (mp) (4.7.41) 


另外 .经 过 计算 , 式 (4.7.38) 的 右边 可 以 改写 为 
Rin RD ICowovRSin0) ， 
将 它 代 入 式 (4.7.38) .并 且 按 照 式 (4.7.40) 用 LiV 替换 - wRsin? ,就 得 到 流 函 数 
4 满 是 的 方程 

SLiy = vLiy. (4.7.42) 


我 们 注意 ,VW 和 其 他 物理 量 对 上 的 依赖 关系 仅 表现 为 它们 的 表达 式 中 有 一 个 内 子 
CO. 于 是 有 


SL = iD 
将 它 代 入 式 (4.7.42) 即 得 到 
(+ Ly = 0. (4.7.43) 


类 似 上 节 中 的 做 法 .我 们 设 
yy = simOf (RYe im (4.7.44) 
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代入 式 (4.7.43) ,就 得 到 fCR) 满足 的 常 微分 方程 


(L: + Lf = 0， (4.7.45) 
其 中 
-2 
= (4.7.46) 
现在 ,我 们 此 寻找 方程 (4.7.45) 的 某 个 特 解 , 它 应 使 式 (4.7.35) 表示 的 边界 条 件 得 
到 满足 .为 此 ,我 们 首先 考虑 无 穷 远 处 的 边界 条 件 ,. 容易 得 到 ,方程 上 ,f= 0 的 一 个 特 解 


R71 以 及 (二 过 f= 0. 的 一 个 解 (页 一 认 )e* (其 中 k= ,8 = 和/ 党). 蝇 然 
它们 的 一 个 任意 线性 组 合 


/= 全 +B( 寺 ~ik)e sR, 


构成 了 方程 (4.7.45) 含 两 个 任意 常数 A 和 B 的 解 族 . 并且, 将 它 代入 式 (4.7.44) 
后 ,流动 将 满足 无 穷 远 处 的 边界 条 件 .进一步 ,将 式 (4.7.44) 代入 式 (4.7.45) ,算出 
Vr 和 Vs 后 , 令 它们 满足 边界 条 件 

民 R=a，YVYnR = Uncosoe 了 ，V = Unsinoe 2 ， 


于 是 就 定 出 
_1 Uva _ __ Ua,iw 
4 = 2 Usa 十 opx2 1 ika )、 B= 了 Ke . (4.7.47) 
至 此 ,我 们 完成 了 速度 场 的 计算 . 
不 力 分 布 将 由 方程 
Vp -2 -pv X(V xv) 


确定 ,我 们 扼要 给 出 它 的 计算 步 又， 
按 式 (4.7.39) 算得 


Va = S030 


f RE, VV =- RYe®. 


从 而 


OVR 
ot 


按 球 坐 标 系 中 旋 度 的 表达 式 有 
-Vv x v= (0.0,RtL,f. ew)= (0,0, -2 RY ee) 
这 里 我 们 引入 了 两 个 函数 符号 


S059 AV, __ 


0 Sin0r i 
a Rf (R)e ™, 


= 一 102 f(R)e'Y, 
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f= 急 ， f= B (去 ik Jew. (4.7.48) 
于 是 
本 iD ia 1 9 /sinor 1 Or 
Vx(Vxo0 =- Ye | 二 世人 fs). 交流 Gin0 记 .0 
__ iQ io /2c0s0 SinO yp, 
vo 人 R2 /2 尺 记 ,0 
将 这 些 结 果 代 人 运动 方程 ,并 写成 分 量 形 式 , 即 有 
9P _ [ip 2cosb iQ0 20080, (RJ em - ioo e007, (CR)e-io, 
9 KR 
1 _ Tr_ ;po sin0p , ,SinO pe -in sinOp i 
并 = | iDo SOA (CR) + iQp 员 CR) ew -iQe Mf Rye®. 
积分 得 到 
) = ps + ifQpcosOfi(R)e'™ = ps, - iQpAcosOe '® /R’. (4.7.49) 
/ 


最 后 ,依照 推导 斯 托 克 司 阻力 公式 的 方法 ,可 以 算得 流体 作用 在 小 球 上 的 周 
期 力 


F = 6xta(l + )U+3ra p3 (1 + 5 (4.7.50) 


98 
如 果 振 动 周期 为 无 限 大 , 即 2 = 0, 这 对 应 于 定常 流动 情况 ,此 时 式 (5.2.18) 转变 
为 斯 托 克 司 公式 (5.1.20). 如果 振动 频率 很 高 ,以 致 之 a, 则 式 (5.2.18) 化 简 为 


F= x asp 了 + 3rpoa2v/2DD， (4.7.51) 


共 中 第 一 项 称 为 惯性 阻力 ,也 称 附加 质量 力 (参看 6.6 市 ) ;第 二 项 为 黏 性 阻力 ， 


) 宇 . 


附录 3 ” 量 纲 分 析 法 


任何 :一 个 物理 量 都 表示 某 种 测量 结果 ,这 种 测量 可 以 是 直接 的 ,也 可 以 是 间接 
的 .物理 其 也 总 有 质 和 量 两 个 方面 的 特征 . 质 是 指 该 物理 量 所 包含 的 基本 物理 要 素 
及 其 结合 形式 , 量 则 是 指 其 比较 意义 上 的 大 小 . 例如 ,速度 这 个 物理 量 是 表示 物体 
在 单位 时 间 ] 中 的 位 移 , 基 本 物理 要素 是 时 间 和 长 度 A /长 度 ,或 写 
成 上 /T. 央 此 ,L/T 就 描述 了 速度 的 质 的 特征 , 称 为 速度 这 个 物理 量 的 量 纲 . 至 于 
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某 一 具体 速度 的 大 小 , 须 由 一 定 的 测量 单位 和 测量 值 来 确定 . 

量 纲 分 析 法 是 用 于 寻求 一 定 物理 过 程 中 ， 荣 些 物理 量 之 间 规 律 性 联系 的 -种 
方法 .特别 是 在 不 可 能 进行 严格 数学 分 析 情 况 下 . 量 纲 分 析 作 为 一 种 补充 手段 ,有 
时 能 简 使 而 有 效 地 引出 有 价值 的 结果 .内 为 量 纲 分 析 法 在 流体 力学 中 有 广泛 的 应 
用 ,我们 再 次 对 这 作 一 简要 介绍 . 

在 物理 量 的 度量 中 ,人 们 约定 了 某 些 物 理 量 为 基本 物理 量 , 例如 力学 中 的 时 
间 ,长 度 和 质量 ,热力 学 中 的 温度 等 . 其 余 的 物理 量 可 以 由 这 些 基本 物理 基 引 导出 
来 , 故 称 导 出 量 .为 了 度量 基本 量 , 人 们 规定 了 基本 单位 ,如 时 间 单 位 * 秒 (s)”、 长 度 
单位 * 米 (m)”, 质 量 单位 “千克 (kg)” 等 ;相应 地 也 可 以 规定 导出 量 的 单位 ,如 速度 
单位 * 米 / 秒 (m/s)”. 同样 地 ,也 存在 基本 量 纲 和 导出 量 纲 . 在 力学 中 ,基本 量 纲 是 
时 间 工 .长 度 二 和 质量 M, 而 一 切 导 出 量 的 量 纲 都 可 以 表示 成 LT M7 .其 中 a.B.Yy 
称 为 量 纲 指数 . 如 果 一 个 物理 量 的 所 有 量 纲 指数 都 为 零 , 就 称 为 无 量 纲 量 . 

量 纲 理论 的 基本 出 发 点 是 :在 一 定 物理 过 程 中 ,表达 物理 规律 的 系 式 或 
方程 式 ,必定 是 “ 量 纲 齐 次 ”的 , 即 式 中 各 项 的 量 纲 指数 都 分 别 相同 . 这 - -论断 称 为 
“ 量 纲 齐 次 性 原理 ”. 可 以 证 明 ， 和 这 一 原理 等 从 的 另 一 种 表 壕 是; 所 有 单位 制 在 
述 客观 物理 规律 时 具有 同等 的 效力 ,或 者 说 ,任何 表示 客观 物理 规律 的 数学 关系 
式 , 经 过 测量 单位 制 的 变换 后 ,其 数学 形式 不 变 . 

我 们 假设 


Q1+ 0Q; = Q;+ 0 (A.3.1) 
是 表示 某 种 物理 规律 的 方程 式 , 其 中 ,QQ; 既 代 表 某 种 物理 量 , 义 代表 它们 在 给 定单 
位 制 下 的 测量 值 .用 LC,] 表示 Q; 的 量 纲 , 量 纲 齐 次 性 原理 就 表示 为 


[O11 = [o:] = [os:] = [|= LT*M'. (A.3.2) 
一 般 地 说 , 若 经 过 单位 制 变换 后 ,基本 量 的 测量 值 有 下 人 州 变换 大 系 
qi= 0igi i = 工 ,hn; Qi >0. (A.3.3) 


其 中 q; 表示 在 原单 位 制 下 的 测量 值 , 9; 表示 新 单位 制 下 的 测量 值 , 则 对 具有 量 纲 
指数 (a;) 的 导出 量 就 有 
Qi = Due 0809 (A.3.4) 
于 是 方程 式 (A.3.1) 变换 成 
Qi1+ Q2 = @s+ Q1. 
这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 结果 
现在 ,我 们 用 两 个 例子 来 说 明 如 何 应 用 量 纲 间 次 性 原理 导出 表示 物理 规律 的 
数学 关系 式 .首先 须 指出 ,应 用 量 纲 分 析 法 的 前 提 是 ,我 们 必须 事先 知道 在 所 汐 丰 
的 物理 过 程 中 ,哪儿 个 物理 量 之 间 存 在 着 确定 的 规律 性 关系 . 
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例 1 声速 公式 . 

我 们 知道 .声速 是 一 个 平衡 态 的 热力 学 状态 变量 . 在 任何 均 质 系统 中 , 任 一 热 
力学 基 都 是 两 个 独立 热力 学 变量 的 确定 消 数 .我 们 取 压 强 和 密度 为 独立 的 热力 学 
其 ,就 有 


c= f(p.p). 
按照 量 纲 齐 次 性 原理 ,可 以 写 出 量 纲 方 程 
[cj= [pl [To ， 


其 中 . 
[cl=LT', [pj=Li IT*M, [ej]j=L*M. 
于 是 有 
at+pB= 0. aoa—-3B8B=1, 2a=1. 

解 得 

GL 一 二 ， B 二 一 六 
因此 ,我 们 得 到 

c~ Vp/P 或 c*= yp/P (A.3.5) 


其 中 7y 为 常数 ,只 能 由 热力 学 理论 或 实验 求 得 ,不 能 千 量 网 内 分 析 法 自身 确定 .我 们 
知道 ,对 于 完全 气体 ,y 就 是 比 热 比 Cj/C.、. 

例 2 运动 物体 的 流体 阻力 公式 ， 

在 严 性 流体 中 作 匀 速 运 动 的 物体 ,受到 流体 的 阻力 为 DD. 现 已 知道 问题 中 给 
的 参数 为 6,4, 上 LL 和 U, 其 中 6 和 A 分 别 是 流体 的 密度 和 黏 性 系数 ,了 是 物体 的 某 不 
特征 尺度 ,U 是 物体 运动 速度 .假设 D 和 这 些 参数 之 间 有 下 列 函 数 关系 式 

D= FCO,A, 上 ,ULU)， 
其 中 国 数 下 的 形式 完全 由 物体 的 形状 决定 .可 以 设想 ,三 由 0,7 ,大 .D 的 若干 项 (可 
以 是 无 限 项 ) 简单 函数 所 组 成 , 即 下 可 写成 
Filops LU) = PaipripsLY Ue, 


于 是 有 苦 纲 方 各 
LD] = [po] [pds [LJ LU, 
其 中 
[Dj= LT*M, [ej]=L’*M, [x|]=L'T"'M. 
[Lj= LL, LU = LT. 


) 中 OOCOCOOO 第 4 章 和 共 性 流 硒 的 不 可 压缩 流动 


ait+p=1l ~3ar-Pi+t+y:+6;=1, -Pp-6;=-2. 
这 个 方程 组 不 完备 ,可 以 先 将 a,8,Y 用 6 表示 ,得 到 
ao = 6:-1, B=2-6:, Y= 0. 
代入 阻力 表达 式 就 求 得 阻力 公式 


D = Da (We) opUL’ = Co(Re)oU’L’, (A.3.6) 
其 中 
Re = UL (A.3.7) 
A 
这 和 相似 理论 中 必得 的 式 (4.6.14) 完全 相同 .如果 引入 两 个 无 量 纲 量 
- DD _ _ oeUL _ 。 
I = 0 Co ie = Re, (A.3.8) 
表达 式 (A.3.6) 也 可 写成 


由 上 面 两 个 例子 可 以 看 出 :第 一 例 的 量 纲 方 程 是 完备 的 ,我 们 求 出 了 参数 之 间 的 函 
数 关系 式 , 待 定 的 只 是 一 个 未 知 常数 ;而 第 二 例 的 量 岗 方程 不 完备 , 以致 我 们 未 能 
完全 确定 出 参数 之 间 的 函数 关系 式 ,待定 的 是 一 个 单 变量 的 未 知 函 数 .在 两 种 情况 
下 , 量 纲 分 析 都 提供 了 极其 重要 的 结果 ,使 问题 变 得 大 为 简化 . 

总 结 以 上 的 讨论 ,我 们 可 以 归纳 得 下 面 的 基本 定理 : 

如 果 在 某 一 物理 过 程 中 ,有 m 个 物理 量 Q;,…, QO 之 间 存 在 着 确定 的 卫 数 

f(Q1,.…,Qn) = 0， Q;>0. (A.3.10) 

并 且 , 经 过 任何 单位 制 的 变换 ,上 述 关系 的 数学 形式 都 保持 不 变 , 则 表示 m 个 变量 
关联 的 函数 式 (A.3. 10) ,一 定 可 以 简化 为 m -个 无 量 纲 变量 IT; (i = 1,…,m 一 
K) 之 间 的 某 个 函数 关系 


BI, ,Hn-k) = 0, 

其 中 工 ，…, 呆 mx 是 由 Qi，…, Qnm 构成 的 m -大 个 独立 的 无 量 纲 乘 积 . 若 该 物理 过 
程 的 基本 单位 有 产 个 , 则 有 天 委 72; 当 大 = n 时 ,问题 得 到 最 大 程度 的 简化 . 

这 一 著名 定理 称 为 卫 定 理 . 它 是 一 个 纯粹 的 数学 定理 ,可 以 用 抽象 代数 方法 给 
予 严格 证 明 . 这 里 ,我 们 不 去 叙述 这 一 定理 的 数学 证 明 , 只 要 求 读者 通过 上 而 的 两 
个 例子 ,能 理解 该 定理 的 含意 和 应 用 的 方法 . 

不 妨 重申 一 次 ,要 正确 运用 也 定理 ,必须 对 在 所 考察 的 物理 过 程 中 ,哪些 物理 
量 之 间 存 在 着 规律 性 的 联系 有 正确 的 判断 .不 能 随便 挑选 n 个 参数 后 ,就 用 量 纲 分 
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析 法 去 确定 它们 之 问 的 关系 .这 样 做 是 对 瑟 定 理 的 误解 , 开 不 好 会 因为 物 旦 参数 选 
择 不 当 而 导出 恋 误 的 结论 . 在 这 个 意义 上 上 讲 , 用 好 量 纲 分 析 法 并 不 是 一 件 容 易 的 
事 . 一 般 的 做 法 是, 先 在 大 量 实 验 分 析 的 基础 上 .取得 关于 过 程 中 参数 关联 的 一 个 
大 体 正确 的 定性 认识 ,然后 再 利用 量 纲 分 析 法 去 寻找 其 中 的 某 些 定量 关系 . 

全 纲 分 析 在 方程 求解 中 也 有 重要 的 应 用 价值 .这 一 点 ,我 们 在 以 后 一 些 流动 问 
题 的 数学 解析 中 会 逐步 地 理解 和 和 掌握. 
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本 章 主 要 讲述 流体 的 无 黏 流动 . 一 般 常 见 的 流体 如 空气 和 水 ,它们 的 黏 性 系数 
都 很 小 ,无 论 在 自然 界 还 是 工程 技术 中 遇 到 的 大 多 数 气 流 和 水 流 , 其 Re 数 都 是 很 
高 的 , 远 远 大 于 1. 如 前 章 所 述 , Re 数 是 表征 流体 的 惯性 力 的 量 级 与 莫 性 力量 级 之 
比 的 量度 ,反映 的 是 藕 性 力 项 在 运动 方程 中 的 相对 重要 性 . 大 Re 数 意味 着 在 流 场 
中 的 大 部 分 区 域 ,惯性 力 要 远大 于 黏 性 力 . 因 此 ,所 谓 无 符 流 动 实际 上 是 当 Re 一 
c 时 真实 流动 的 一 种 近似 . 

但 是 这 种 近似 能 在 多 大 程度 上 和 在 多 大 范围 内 反映 真实 流体 的 流动 呢 ? 大 体 
上 可 以 这 么 估计 ,对 于 不 存在 显著 的 大 尺度 边界 层 分 离 (9.6 节 ) 的 那些 所 谓 “ 流 线 
体 ” 绕 流 ,无 黏 流 理论 可 以 相当 准确 地 计算 出 真实 的 流动 图 像 及 物体 表面 的 压力 分 
布 .但 是 对 于 物体 表面 有 大 尺度 流动 分 离 的 那些 “ 钝 体 ” 绕 流 ,根据 物 形 求 得 的 无 用 
流 解 与 真实 的 流动 会 有 很 大 的 差别 .但 是 ,即使 对 于 钝 体 绕 流 ,在 分 离 区 以 外 的 区 
域 ,流体 仍 可 视 为 无 条 的 ,这 时 只 是 无 茜 流 与 分 离 区 的 边界 是 未 知 的 .用 这 种 方法 
研究 真实 的 流动 就 是 所 谓 的 医 性 流 与 无 猪 流 相互 作用 问题 . 

无 黏 流 理论 不 能 解释 物体 存在 黏 性 阻力 以 及 从 物体 表面 的 流动 分 离 等 趴 实 流 
体 的 流动 特性 .根据 普 朗 特 (Prandtl) 的 边界 层 理论 ( 详 见 第 9 章 ) ,现在 已 经 明了 ， 
这 是 因为 不 管 Re 数 是 多 么 大 ,在 物体 附近 的 一 层 流 体内 , 黏 性 作用 总 是 不 能 忽略 
的 .这 就 是 靳 性 边界 层 . 大 Re 数 时 物体 表面 边界 层 的 存在 成 功 地 解释 了 黏 性 阻力 
和 流动 分 离 现象 .但 是 ,这 非但 没有 表明 无 儿 流 理论 的 失败 ,恰恰 相反 , 它 使 人 们 对 
于 无 黏 流 理论 的 可 靠 性 和 适用 范围 有 了 更 高 层次 的 认识 .无 黏 流 理论 和 边界 层 理 
论 都 是 描述 大 Re 数 下 黏 性 流动 的 近似 理论 ,无 黏 流 理论 是 大 Re 数 下 边界 层 外 部 
流动 的 近似 .了 解 这 两 种 理论 内 在 的 有 机 联系 ,对 于 弄 懂 流 体力 学 理论 是 至 关 重 
要 的 . 

在 流体 力学 发 展 的 历史 上 ,无 香 流 理论 早已 成 为 流体 力学 中 历史 悠久 、 发 展 完 
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善 .成果 辉 粕 .应 用 广 泛 的 一 个 重要 分 支 领域 . 这 部 分 内 容 , 我 们 将 在 今 乒 大 干 章 内 
分 别 讲述 . 


5.1 无 黏 流动 运动 方程 组 


5.1.1 惯性 坐标 系 下 的 运动 方程 组 


内 为 连续 性 方程 反映 的 只 是 流体 的 运动 学 普遍 特性 , 同 是 否 是 黏 性 流 还 是 励 
黏 流 匹 关 , 无 黏 流动 的 连续 性 方程 仍旧 为 


+ vp0) =0 (5.1.1) 


根据 无 昔 流 动 假设 ,忽略 流体 纤 性 思 , 流体 在 运动 过 程 中 勇 切 应 力 应 处 处 为 
零 . 流 体质 点 只 受到 周 于 流体 正 压 力 的 作用 ,应 力 张 量 简化 为 cy = 一 p64, 代入 动 
匡 方 程 (3.2.8). 尤 莫 流 动 的 动 嚼 方程 为 


P+. Vo=- svp+F, (5.1.2) 
文献 上 上 和 党 把 无 竺 流动 量 方程 称 为 欧 拉 方程 . 
在 能 量 方程 (3.3.8) 由 ,忽略 挤 右 首 第 二 项 的 黏 性 应 力 做 功 项 和 右 首 第 一 项 热 
传导 项 .无 竺 流体 的 能 量 方程 可 简化 为 
号 ( te)to. v (Fu +e)= oF Sv po). (5.1.3) 
从 热力 学 角度 看 省 半 人 和 要 从 字 生 生生 间 玖 玫 个 计 半 ， 体系 经 历 的 是 可 逆 的 绝 
热 过 程 . 它 的 炉 应 当 保 持 不 变 . 因而 ,无 黏 无 热传导 的 能 量 方程 的 另 一 种 形式 可 
写成 
dy By _r 
dr are Vs = 0. (5.1.4) 


该 式 表 明 每 一 个 流体 质点 在 运动 过 程 中 保持 比 箭 不 变 .流体 质点 处 处 处 于 局 部 热 
力学 平衡 状态 . 有 时 ,文献 上 把 无 黏 无 热传导 的 流体 称 为 理想 流体 .但 为 了 避免 与 
热力 学 教科 书 中 的 理想 气体 混淆 ,本 书 以 后 一 律 把 无 黏 无 热传导 的 流体 运动 称 为 
无 黏 流动 . 

最 后 还 应 加 上 联系 热力 学 变量 之 间 的 状态 方程 
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jpos)=0 或 1pos) = 0. (5.1.5) 
所 以 ,s 利 s 不 是 独立 的 未 知 函数 .方程 (5.1.1).(65.1.2),(5.1.3)( 或 (5.1.4)) 长 
五 个 微分 方程 ,联系 着 五 个 未 知 冰 数 p,P 和 .所 以 无 黏 流体 的 控制 方程 组 是 完 
备 的 . 
为 了 得 到 这 组 方程 的 确定 的 解 , 还 必须 给 定 适 当 的 边界 条 件 . 其 中 最 重 旧 的 是 
要 给 定 合适 的 国 壁 上 的 边界 条 件 . 黏 性 流动 采用 的 是 癌 帮 面 上 的 无 滑 移 条 件 .但 是 
折 于 无 竺 流 动 动量 方程 中 失掉 了 高 阶 黏 性 项 , 它 就 不 再 需要 像 黏 性 流 方程 政 样 多 
的 边界 条 件 .一 般 说 来 ,数学 上 并 没有 方法 确定 哪 一 个 边界 条 件 必须 放弃 . 人 们 从 
物理 分 析 以 及 实际 经 验 获 知 ,无 黏 流 时 则 壁面 上 应 采用 法 向 无 穿 透 条 件 ,而 在 壁面 
了 允许 存在 切 向 滑 移 速度 . 它 实 际 上 表示 在 壁面 上 紧 贴 着 一 层 切 向 速度 剧烈 变化 
的 厚度 极 薄 的 边界 层 . 无 黏 流 的 同 壁 边界 条 件 写 为 


(Nn. D ) =n. Usp. (5.1.6) 
特别 是 ,如 果 在 所 取 参 考 系 中 国 壁 静止 . 则 
(Nn. 已 ) un = 0， (5.1.7) 


其 中 nn 和 Us 分 别 为 固 壁 面 的 单位 法 线 和 撩 量 和 物体 的 运动 速度 . 

在 两 种 不 挫 和 的 流体 介质 的 接触 面 上 , 尤 茜 流动 也 只 要 求 界面 两 边 的 法 向 分 
速度 相等 , 且 等 于 界面 自身 运动 的 法 向 分 速度 , 切 向 速度 没有 限制 . 在 表面 张力 可 
以 略 去 不 计 的 情况 下 ,界面 两 边 的 压强 应 相等 . 关于 扬 由 面 上 的 边界 条 件 . 在 水 波 
理论 一 章 ( 第 7 章 ) 中 还 要 详细 讲解 . 


5.1.2 ” 非 惯性 坐标 系 下 的 运动 方程 


在 某 些 情 形 下 ,使 用 非 惯 性 参考 系 来 分 析 流 体 的 运动 要 更 方便 些 ,例如 ,讨论 
气 的 大 尺度 运动 ,以 选 地 球 为 参考 系 较 合适 ,但 地 球 的 自转 效应 不 能 忽视. 此 时 ， 
我 们 就 是 在 非 惯性 系 中 讨论 问题 . 运动 方程 (3.2.8) 要 作 适 当 修 改 . 
为 此 ,我 们 同时 取 两 个 坐标 系 $ 和 4$ ,8 为 惯性 系 .5S 为 相对 于 $ 运动 的 非 惯 性 
系 .一 般 地 ,可 以 将 $ 相对 于 S$ 的 运动 分 解 为 9 跟随 自己 坐标 原点 的 平 动 和 绕 原点 
的 转动 .用 vo(1) 和 (1) 分 别 表 示 5 的 原点 的 速度 和 SS 绕 库 点 的 角速度 . 
考察 流 场 中 一 个 确定 的 流体 质点 m, 它 在 动 坐标 系 $ 中 的 瞬时 位 置 为 "(1)、 
而 在 惯性 坐标 系 $ 中 的 位 置 为 
R(1) = ro(1) +rCr)， (5.1.8) 
其 中 mbD 是 上 时 刻 $ 的 原点 在 S 中 的 位 置 . 设 (ej ,eyes) 为 动 系 $S 中 一 个 坐标 
轴 方 向 的 单位 矢量 , 则 


r(1) = xieit+ Xses+ XIe4. (5.1.9) 
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于 是 ,mm 在 9 系 中 的 速度 为 


vp 一 dR = dr dr 
" dt dt di 
其 中 
dro -vo 
= on | 
dr dv _ de dx 机 dr | 
df 机 ed Qxr+t (gr). 


(5.1.10) 


(5.1.11) 


式 (5.1.10) 和 (5.1.11) 中 ， 下 标 a 和 T 分 别 表示 在 绝对 和 相对 坐标 系 下 求 值 .事实 


上 ,对 于 任意 矢量 B, 惯 性 坐标 系 与 非 惯 性 系 中 物质 导数 的 关系 都 可 瑟 


(30), = (1) + 2 xB: 


而 对 于 任意 标量 有 


( 
于 是 ,进一步 ,绝对 加 速度 可 写成 
i 


dR dro dr _ / 
2 qr ). Tr dr To 
其 中 
rd dr 
a = exr+ (Fr)) 


(i). (QxN+QAx QOxnN)+Ox (TF) + ( 


= xrroxQxn+2nx( 


一 一 一 
- 豆 
= 

Se 
、- -一 


8 


下 面 .我 们 答 略 掉 下 标 , 并 记 相对 速度 和 相对 加 速度 字 为 


加 一 人 


.绝对 加 速度 表达 式 为 


dv |. dQ 
二 一 一 2 ~ 
a m+ RX Ir rt RX Qn). 
由 此 可 知 ,不 惯性 系 中 流体 运动 方程 为 
do - ly ot+F-a—2020xv- de Xr-0Qx xr). 
dt 0 dr 


通常 情况 下 ,ao = 0,Q = 常 矢量 , 即 匀速 旋转 参考 系 中 ,上 式 简化 为 
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(5.1.12) 


(5.1.13) 


(5.1.14) 


(5.1.15) 


(5.1.16) 


1 人 中 OO 第 5 章 于 秋 流体 动力 学 的 -- 般 理论 


do lyorF-20xv0-Qx (Oxn. (5.1.17) 
dt 1 
在 无 知 流 假设 下 , 忽 路 香 性 力 项 ,上 式 进步 简化 为 
dv _ 95 。 -= _- 工 - — 
dr tv V)v = owPtF 2020xv-Qx(QxXn). 


(5.1.18) 
其 中 -- Q x (8Q xr) 称 为 惯性 离心 力 , 一 22 xb 称 为 科 里 奥 利 (Coriolis) 力 . 惯性 
离心 力 是 动 系 $ 旋转 时 作用 在 单位 质量 流体 上 的 力 , 它 与 流体 是 否 存在 相对 十 该 
参考 系 的 流动 无 关 . 当 压 力 不 在 边界 条 件 中 明显 出 现 ( 例 如 ,不 存在 自 出 表面 ) ,以 
及 密度 为 常数 时 ,如 同 重力 项 一 样 .惯性 离心 力 项 也 可 以 吸收 到 压力 项 中 去 .因为 


Qx (Qxn = Vv (HQ), 


故 可 以 用 一 个 等 效 床 强 己 = p+ pp- 0(0 x 代 赫 压强 而 去 掉 离心 力 项 . 这样 
除了 增加 一 项 科 氏 力 以 外 ,动量 方程 在 形式 上 就 与 惯性 坐标 系 下 一 样 .但 是 需要 强 
调 的 是 ,所 有 的 量 及 其 导数 是 对 旋转 参考 系 而 言 的 .于 是 


pW +r pv Vv=- VP 20 ov. (5.1.19) 


5.2 伯 努 利 (Bernoulli) 方 程 


众所周知 ,根据 一 般 力 学 中 的 机 械 能 守恒 定律 , 一 个 质点 在 保守 力 场 中 运动 
时 ,质点 的 动能 和 势能 之 和 保持 不 变 . 从 数学 的 观点 来 看 ,机 械 能 守恒 是 运动 方程 
的 -次 积分 , 称 为 "能 量 积分 ” 
在 流体 力学 中 ,流体 的 能 量 方程 和 动量 方程 也 存在 类 似 的 积分 . 这 就 是 著名 的 
定常 流 沿 流 线 的 伯 努 利 方程 和 无 放流 中 的 柯 西 - 拉 格 朗 日 积分 . 
5.2. 1 ” 伯 努 利 定 理 


定理 “在 流体 的 无 郝 无 热传导 的 定常 运动 中 ,单位 质量 流体 的 总 能 量 沿 同一 
条 流 线 保 持 不 变 . 即 
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= 5 -e+ 2 + 证 = 常数 ( 沿 同一 条 流 线 ). (5.2.1) 


证 “无 黏 碟 热 传导 流动 的 能 量 方程 (5.1.3) 中 ,如 果 外 力 场 有 势 ,F = 一 VW, 业 是 
外 力 场 的 势能 .并 且 它 只 是 空间 位 置 的 函数 ,不 随时 间 改 变 , 则 v。 下 项 可 写成 


-_v. -dv 
v.:F=-v*VYV dr 
利用 连续 方程 , 式 (5.1.3) 右边 第 二 项 可 改写 成 
_1 Pd 1 .vp _d/P):l19 
a (po) = pz di pv Vp = rlP)+s 了 


于 是 式 (5.1.3) 可 写成 

ee 
在 定常 运动 中 ,等 式 右 边 为 零 ,能 量 方程 能 够 被 积分 . 这 表明 一 个 流体 质点 在 它 运 
动 轨迹 的 所 有 点 上 总 能 量 保持 不 变 . 又 因 在 定常 流动 中 , 流 线 与 质点 的 迹 线 重合 . 
六 此 , 伯 努 利 方 程 也 表示 无 黏 无 热传导 流体 定常 流动 中 ,单位 质量 流体 的 总 能 量 党 
流 线 保持 不 变 . 式 (5.2.1) 中 总 能 量 不 但 包括 流体 的 动能 和 内 能 .而 且 也 包括 与 压 
强 场 及 保守 外 力 场 有 关 的 那 部 分 “势能 ”. 定 理 证 毕 . 


5.2.2 ” 伯 努 利 定理 的 特殊 形式 


(1) 在 不 可 上 床 缩 流动 中 ,dP/dt = 0, 每 个 流体 质点 的 密度 不 受 压强 变化 的 影 
响 ;同时 每 个 质点 的 内 能 也 保持 不 变 ,de/drt = 0. 这 是 因为 每 个 质点 在 无 黏 流 中 是 
等 依 的 .由 热力 学 第 一 定律 立刻 可 得 出 质点 内 能 不 变 的 结论 . 者 体 积 力 限制 为 重 
力 . 则 不 可 压缩 定常 流 的 伯 努 利 方程 为 


+ + gz = 常数 ( 沿 流 线 ) (9.2.2) 


该 式 就 是 伯 努 利 在 1738 年 最 初 得 到 的 形式 , 它 给 出 了 沿 流 线 上 压强 和 速度 之 间 的 
依赖 关系 .在 不 可 压缩 流体 力学 中 有 着 根本 的 重要 性 和 广泛 的 应 用 . 


(2) 对 于 完全 气体 可 压缩 等 炳 定常 流 ,C，= .e+ 全 = > 性 - 伯 努 利 


rr YY-1Pp 
方程 变 为 


501 7 4 + 更 = 常数 ( 沿 流 线 )， (5.2.3) 
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5.2.3 沿 流 线 和 涡 线 成 立 的 伯 努 利 方程 
在 无 用 流动 中 每 个 流体 质点 处 于 局 部 热力 学 平衡 人 态 , 因 此 在 任意 瞬时 对 流 场 
中 的 任意 点 ,热力 学 关系 式 
1 


oe ly_o, 1 
TVS= Vetpv(s)= vh sg Vp (5.2.4) 
成 立 , 其 中 比 烩 下 = s + P7/o. 
另 -方面 ,利用 矢量 公式 (p，VY)u = V ( 广 )- vX ,动量 方程 (5.1.2) 可 改 
写成 男 一 种 有 用 的 形式 ( 兰 姆 (Lamb) 方程 ) 


dv _ wl 2 = 
站 vxw+V (5 )=1 7 WP. (5.2.5) 

假定 外 力 场 有 势 , 在 定常 流动 情形 ,将 式 (5.2.4) 代入 上 式 , 有 
vxw@= VYVH- TYVS, (5.2.6) 


这 就 是 克 罗 柯 (Crocco) 方 程 . 上述 关系 式 反映 了 定常 流 中 总 能 和 炉 的 变化 与 涡 量 
之 间 的 相 容 关系 . 吾 流 场 中 炉 $ 处 处 是 一 样 的 ,我 们 称 为 均 糖 ; 同 理 . 当 总 能 碳 在 流 
场 中 是 均匀 的 , 称 为 均 能 .对 于 无 夭 无 热传导 的 定常 流动 , 流 场 可 以 是 均 炉 的 ,或 者 
是 均 能 的 ,或 者 两 者 都 是 ,也 可 以 两 者 都 不 是 . 对 于 定常 均 能 流动 , 克 岁 柯 方 程 简 
化 为 


vxw=— TVS. (5.2.7) 

由 此 可 知 , 无 旋 流 动 必 是 均 箭 的 ;而 焙 的 不 均匀 性 会 使 流 场 有 旋 , 在 第 11 章 中 我 们 

将 会 看 到 这 样 典型 的 例 了 .只 有 vv / w 这 样 特殊 的 情形 ,有 旋 流 也 可 能 是 均 箭 的 . 
对 于 定常 均 箭 流 , 此 时 有 


vxwm= VH. (5.2.8) 
在 两 边 点 乘 " 或 w 后 ,得 


万 = > ret + 更 = 常数 ( 沿 同一 条 流 线 或 涡 线 )， (5.2.9) 


假设 沿 流 场 中 任意 一 条 流 线 上 各 点 作 涡 线 , 则 构成 一 个 曲面 , 称 为 兰 姆 曲面 . 总 能 
梯度 VH 的 方向 总 是 与 兰 姆 面 垂直 .因此 兰 姆 面 是 流体 总 能 的 等 值 面 ,而 不 同 的 兰 
姆 面 上 五 值 可 不 同 .显然 , 式 (5.2.9) 是 在 均 箭 条 件 下 式 (5.2.1) 的 推广 形式 ,如果 
更 进一步 假定 流 场 是 无 旋 的 , 即 w = 0, 则 总 能 囊 将 在 全 流 场 为 一 常数 .此 时 , 伯 努 
利 方程 就 是 和 欧 拉 方程 等 价 的 一 个 数学 表达 式 , 或 者 说 ,是 欧 拉 方 程 的 - :个 首次 

在 流体 力学 中 ,特别 是 在 气象 学 上 经 常用 到 正 压 (barotropic) 流体 的 概念 . 所 
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请 正 奈 流 体 是 指 密 度 仅 是 压力 的 单 值 函 数 ,此 时 有 


二 mp = =-v|5 dp (5.2.10) 
以 D 点 乘 式 (5.2.5). 当 流动 定常 时 ， 


orv (s+vw+| PP)=0. : 


图 5.1 兰 姆 曲面 
在 同一 个 兰 姆 曲 而 上 伯 努 利 方程 有 同一 常数 : 
A.B.C 表示 体质 点 ; 滴 线 总 是 由 相同 的 流体 质点 组 成 


所 以 , 正 压 流体 的 们 努 利 方程 又 可 写成 
H = 地 + | 到 + 更 = 常数 (灌流 线 )， (5.2.11) 
均匀 密度 不 可 不 缩 流 和 均 精 流 .者 属于 正 压 流动 。 
5.2.4 ” 非 定常 无 旋 流 的 伯 努 利 方程 


当 流 动 是 无 旋 的 .w = 0. 在 2.2 节 中 已 经 指出 ,可 以 引入 一 个 速度 势 函 数 9 ,使 


得 bp = V92. 代 入 式 (05.2.5) ,本 证 上 引 放声 和 和 证 压 流 你 的 条 位。 无 旋 运 动 的 动 
引 广 和 :简化 为 


OF | dp 
V FT 1 0 
(3 2 0 Vv) 
上 式 的 一 次 积分 为 
OP 忆 | dp 
Fritlpt Y= /0. (5.2.12) 


其 中 f(D) 是 时 间 的 任意 函数 .但 在 同 -瞬时 在 全 流 场 它 是 同一 个 常数 . 这 个 未 知 
函数 可 以 吸收 到 中 去 .因为 速度 只 是 由 ?的 空间 导数 确定 , 故 可 定义 一 个 新 的 速 
* 152 。 


全 站 口中 OOOO 第 5 章 无 柯 流 体 动力 学 的 一 般 理论 


度 势 2 .使 得 
2 ”= 9 - | /Dadr， Ve’ = V9. 
因此 ,上 式 积 分 可 以 写 为 
2 + 5 +| 2 + 下 = 常数 (全 流 场 ). (5.2.13) 
上 式 称 为 非 定 常 无 旋 流 动 的 人 努 利 方 程 ,又 称 柯 西 - 拉 格 衣 日 (Cauchy-Lagrange) 
积分 .特别 是 ,如 果 流 动 还 是 定常 的 , 则 


全 | 于 + 本 = 常数 (全 流 场 )， (5.2.14) 


无 旋 流 伯 努 利 方程 有 重要 的 应 用 价值 ,由 速度 势 方程 解 出 2 后 ,压强 场 即 可 申 伯 努 
利 方程 确定 ,无 需 再 解 微分 方程 


5.2.5* ， 非 惯性 系 中 的 伯 努 利 方程 
若 流 动 相对 于 旋转 坐标 系 是 定常 的 ,体积 力 有 势 . 惯 性 离心 力 可 写成 人 x (Qx 
六 =-V (#0 /*) .其 中 是 动 坐标 系 中 一 点 到 旋转 轴 的 距离 .考虑 到 (vv )。 


=-oxo+yST=-VP- 5 vp. 则 式 (5.1.18) 在 定常 流 时 可 写成 


0 r _ vv 1 2 ， 
TVS+(2QXv- vxXw)=-V(F+h+y- 50 站 


等 式 两 边 点 乘 速度 v0. 因 为 定常 时 ,v，VS = 0, 所 以 等 式 左手 结果 为 零 ,于 是 
1 


证 + 有 + 要 一 去 027% = 常数 ( 沿 相 对 运动 流 线 )， (5.2.15) 


另 一 种 情形 是 若 流动 在 惯性 系 中 是 无 旋 的 ,但 观察 者 是 轩 结 在 非 惯 性 坐标 系 
内 的 ,于 是 要 用 动 坐 标 系 下 的 量 来 表示 式 (5.2.13). 这 可 借助 于 坐标 系 变换 关系 得 
到 ,前 面 曾 讲 过 ,一 个 标量 的 物质 导数 在 非 惯 性 系 中 与 在 惯性 系 中 是 一 样 的 ， 


= 的。 的 


以 及 
Da 一 Di + LU ， Vap=Vrip = UV,. 
利用 以 上 关系 式 , 式 (5.2.13) 可 写成 


oF 1 | 多 1 jj 尖 六 (全 流 寺 
31 十 vu“ 十 6 + pk 常数 (全 流 场 ). (5.2.16) 
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其 由 U. 为 动 华 标 系 的 穴 连 速度 .- 7 和 都 是 在 动 坐标 系 下 上 到 值 . 式 (5.2.16) 适 川 
于 川 动 华 标 系 来 研究 绝对 华 标 系 下 的 元 放 运动 . 


5.3 ”开尔文 速度 环 量 守恒 和 赫 姆 霍 兹 涡 量 定 


如 何 区 分 无 旋 流 动 和 有 族 流 动 是 征 完 二 寺 流 到 下 全 必须 考虑 的 重要 问题 . 开 
尔 文 (Kelvin) 速度 环 量 守恒 定理 和 赫 姆 霍 效 (Helmholtz) 关于 涡 量 守恒 的 几 个 定 
吾 ,为 研究 这 两 类 流动 提供 了 最 重要 的 理论 基础 . 

在 流 场 中 . 任 取 一 条 封闭 的 曲线 C: 作 环 路 积分 


r = 中 .dl, 
了 


了 你 为 沿 周 线 C 的 速度 环 量 , 其 中 di 为 C 的 有 向 微 元 线段 ,v 是 在 di 处 流体 质点 的 
速度 . 如 果 我 们 考察 的 封闭 周 线 是 出 确 定 的 流体 质点 组 成 的 物质 线 、 周 线 的 位 置 和 
形状 将 随 着 质点 的 运动 而 变化 . 记 为 C = C(b .现在 我 们 来 研究 在 流体 运动 过 程 
中 小 物质 周 线 C 的 速度 环 量 随时 间 的 变化 率 , 即 它 的 物质 导数 


dT _ dd 小,. 
dr = 可 dl. 
今 6 = (61 ,5,56) 是 拉 格 妆 日 变量 所 xX; = Xi(E,1) 代入 于 式 ,得 到 
dT 一 | 1 一 站 于 2 
了 本 由 udx; di p> vi “dé. 


-过时 9 刘 [个 Ji. 


其 中 C(0) 表示 该 物质 周 线 在 + = 0 时 刻 的 位 嘲 ,w = (种 和 所 以 


竺 = b dx 十 | vidv; 
Cor) Cr 
速度 mw 是 (x 的 单 值 函 数 . 环 路 积分 中 d( 广 呈 ) = 0, 于 是 得 到 
dP | dp ， 
dr = 了 di dl. (5.3.1) 
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上 式 表 明 沿 一 条 由 确定 的 流体 质点 组 成 的 物质 周 线 上 ,速度 环 量 的 物质 导数 等 于 
沿 该 周 线 上 加 速度 的 环 量 . 上 述 结果 是 和 放学 全 因而 对 任何 一 种 流动 都 


是 正确 的 .但 是 ,加 速度 必须 借助 于 动力 学 方程 才能 确定 .由 运动 方程 (3.2.8) 和 本 
构 关 系 式 (3.4.11), 并 假设 入 + EL = 0, 运 动 方程 可 写成 
9 = A (5.3.2) 
代入 式 (5.3.1) 得 
dr 


并 1。 uf Pe 
dr “Jp Vp dl +qF di+ “中 YY D) dl+ vby vedl. 
如 果 流 动 是 无 黏 的 ;让 力 是 密度 的 单 值 亢 数 :外 力 场 有 势 , 则 有 
本 | ” 二 一 ) | dp 一 局 
df 下、 (3 + Ww)* dl = bal T+ Vv) =0. (5.3.3) 


一 著名 结果 是 开尔文 在 1869 年 得 到 的 .同时 ,由 式 (2.4.2) 我 们 已 经 知道 ， 
六 封闭 周 线 上 的 速度 环 量 等 于 通过 张 在 该 曲线 上 的 一 个 开 曲 面 上 的 涡 遂 量 ， 


T= lo- dS. 当 有 曲线 是 条 可 收缩 的 封闭 物质 曲线 ,其 上 张 的 是 一 个 开 物质 曲 而 时 ， 
式 (5.3.3) 等 价 于 


le .dS = 0. (5.3.4) 


Sen 


封闭 的 物质 周 线 上 的 速度 环 量 是 一 个 运动 不 变量 .由 此 得 到 的 一 个 重要 推论 是 . 穿 
过 一 个 开 物 质 曲 面 上 的 涡 通 量 也 是 一 个 运动 不 变量 ， 

在 无 禁 流 动 中 ,与 开尔文 速度 环 量 守恒 定理 密切 联系 的 是 赫 姆 霍 兹 关于 涡 量 
守恒 的 几 个 重要 定理 . 

定理 。” 对 于 正 压 、 外 力 场 有 势 的 无 条 流体 运动 , (i) 某 一 时 刻 构 成 沁 管 (或 沉 
面 . 涡 线 ) 的 流体 质点 ,在 运动 的 全 部 时 间 过 程 中 仍 将 构成 涡 管 (或 涡 面 、 涡 线 ). 换 
名 话说 , 涡 管 (或 涡 面 、 涡 线 ) 由 确定 的 流体 质点 组 成 并 随 流体 一 道 运动 ( 赫 姆 堆 郊 
第 一 定理 ). (ii) 涡 管 随 流体 运动 过 程 中 , 它 的 强度 不 随时 间 改 变 ( 埋 姆 需 疼 第 二 
定理 ). 

利用 开尔文 定理 很 容易 证 明 上 述 定理 . 

在 某 一 时 刻 1 ,在 流 场 中 任 皮 一 条 封闭 的 物质 曲线 (不 是 涡 线 ) ,过 该 曲线 上 每 
一 点 作 有 瞬时 涡 线 ,这 样 构成 了 一 个 涡 管 . 然后 ,在 此 涡 管 面 上 任 取 一 条 不 环绕 涡 管 
的 封闭 曲线 , 记 为 C. 它 所 围 成 的 一 部 分 涡 面 记 为 5, 并 把 涡 管 侧 表面 记 为 了 . 则 5 
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性 5( 图 5.2). 现 在 我 们 来 考察 1 时 刻 , 由 原来 构成 涡 管 面 5 的 流体 质点 所 组 成 的 
新 曲面 5 ,构成 周 线 C 的 流体 质点 所 组 成 的 新 曲线 C .以 及 C" 所 围 成 的 新 曲面 
S .1 时刻 C 在 涡 面 了 上 ,所 以 @ .nm = 0,n 是 涡 面 法 线 矢量 .内 市 
及 三 pb 。 dl = [wp.ndsS=0. 
下 | 
由 开尔文 定理 , 沿 物质 周 线 C 的 速度 环 量 是 个 不 变量 , 即 dm/dr = 0. 在 1 时 刻 
| bo .dl = | vp.dl=0. 


CC) C(t) 


再 由 斯 托 克 斯 定理 有 
| mo .nds = 0. 


由 此 可 知 物质 面 元 S 上 的 涡 通 量 为 零 . 由 于 面 元 
S 选取 的 任意 性 ,我 们 可 以 断言 , 某 时 刻 构成 涡 管 
的 物质 面 ,任意 时 刻 也 必 将 构成 一 个 涡 管 面 .特别 
地 ,如 果 所 取 涡 管 截面 积 收 缩 至 零 ,就 得 到 一 条 涡 
线 , 从 而 得 知 ,组 成 涡 线 的 流体 质点 在 任何 时 刻 永 
远 组 成 涡 线 .这 就 让 明了 赫 姆 霍 兹 第 一 定理 . 

如 果 现 在 C 是 涡 管 面 上 围绕 潢 管 一 周 的 封 


闭 物质 周 线 , 则 + 时 刻 涡 管 强度 为 万 = 中 :dl 


= || @ nds. 此 时 5 为 涡 管 面 上 出 C 用 成 的 模 鹤 面 .由 开尔文 定理 , 沿 上 述 封闭 周 


线 的 速度 环 最 不 随时 间 改 变 ,由 此 可 知 , 涡 管 强度 在 运动 的 过 程 中 也 保持 不 变 . 
污 者 应 当 记 得 ,我 们 在 第 2 章 中 曾 讲 过 一 个 涡 管 强度 守恒 定理 , 那 是 说 , 在 每 

一 瞬时 通过 同一 条 涡 管 中 任 何 截 面 上 的 涡 通 量 都 处 处 相等 . 它 是 由 涡 量 场 的 散 度 

为 零 的 性 质 得 到 的 ,这 个 运动 学 的 定理 对 于 任意 流体 都 是 正确 的 . 它 可 以 看 成 是 同 

一 时 刻 涡 管 强度 的 空间 守恒 性 质 . 至 于 涡 管 强度 在 时 间 过 程 中 是 否 保持 常量 ,只 有 

考察 涡 量 场 的 动力 学 性 质 才 能 知道 . 本 节 赫 姆 圳 兹 的 两 个 定理 表明 ,在 开尔文 定理 

成 立 的 条 件 下 , 涡 管 强度 不 但 具有 空间 上 的 守恒 性 ,而 且 具 有 时 间 上 的 守恒 性 
为 了 进一步 阐明 无 籍 流体 涡 量 场 的 特性 ,我 们 研究 涡 量 输 运 方程 . 
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5.4 无 夭 流 涡 量 动力 学 方程 


对 运动 方程 (5.3.2) 两 边 取 旋 度 , 并 利用 矢量 公式 VY X (Vf) = 0,V (YXa) 
-0xCQxD= (Cb.Va- (a )btalV .4b) -bl(V，a), 就 得 到 涡 量 动力 


do Vo OV .orVxF-V x (FW) ry v0. (5.4.1) 


dt 
在 正 压 ,体积 力 有 势 和 无 条 流 动 的 假设 下 ,方程 将 简化 为 
= (wv 0- ov .0). (5.4.2) 
在 等 式 两 边 除 以 ,再 利用 连续 方程 (3.1.11), 上 式 可 改写 成 
d/@\- (到 .YY pv， 
2)= (5 V )v; (5.4.3) 
对 于 均 质 不 可 压缩 流体 ,进一步 有 
= (wu Vv (5.4.4) 
上 面 两 式 可 以 写成 一 个 紧凑 形式 
$e = (6 + VO). (5.4.5) 


其 中 
z = /pr, a = 0， 均 质 不 可 庄 流 动 ， 
a = 1， 分 层 或 可 压缩 正 压 流 ， 
可 称 为 折合 涡 量 ,特别 是 对 于 二 维 流 动 ,bp = vii+ v2j.6 = bk, 方 程 进 -- 步 简化 为 
dé/dt = 0， (5.4.6) 
即 流体 质点 的 折合 涡 量 在 二 维 流动 中 是 个 不 变量 . 
涡 量 方程 (5.4.5) 可 以 被 一 次 积分 .为 此 ,利用 拉 格 朗 日 变量 &, 令 x; = xi(8， 
1) ,vi 二 vi(XC(E,1),1) ,将 式 (5.4.5) 写成 分 量 形式 
d5 5 3 = £ au ras 8 ( 


dt OXj 1 DEL Ox} 本 QX i SR dt 
于 是 有 
d 5 _ OEé1, Os: OO /dxi d /0é 
dls 3 )= ED DBx 2 ( dr )+ > f(a ) 
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5 3 和 (25 ex) 64 OX gd (9%) +48 量 (号 


Ox; OS OX; Ok d1 OX Ox 
注意 到 
85 ax 一 月 QXi Sx = 8 
OX es Ly ES Ox jij 


则 上 式 化 为 


车 (5 )= 0 即 纪 吕 = 常数 ， 
而 在 = 0 时 ,x = 和,5 = 5 村 是 得 到 ,5 人: = 多 区 = 各 = 或 者 
gc = & x (5.4.7) 
这 就 是 方程 (5.4.6) 的 一 个 一 次 积分 . 


从 式 (5.4.7) 可 见 , 如 果菜 些 流体 质点 在 初始 时 刻 涡 量 为 零 . 即 oo = 0. 则 有 
wm(X.1) 恒 为 零 , 即 这 些 流体 质点 在 后 继 时 间 内 涡 量 总 是 零 . 反 之 ,在 任何 时 刻 具有 
非 零 涡 量 的 流体 质点 ,在 这 之 前 和 之 后 的 任意 时 刻 也 必然 具有 非 零 澳 量 . 涡 量 就 好 
像 * 冻 结 ” 在 流体 质点 上 ,这 又 称 为 涡 旋 的 不 生 不 灭 定理 ( 拉 格 朗 日 定理 ). 这 一 事实 
对 于 研究 无 旋 运 动 有 重要 的 指导 意义 . 如果 流 体 中 部 分 流体 质点 是 无 旋 的 ,在 以 后 
时 间 它 们 将 永远 保持 无 旋 . 但 是 要 注意 ,这 种 涡 量 的 保持 性 是 相对 于 流体 质点 而 言 
的 ,但 对 于 同 定 在 空间 的 控制 体内 的 流体 而 言 ,上 述 结论 并 不 正确 . 

从 涡 量 方程 (5.4.7) 也 可 证 明 涡 线 是 物质 线 . 设 在 ! = 0 时刻 有 涡 线 L,, 涡 线 
| 点 的 位 置 z = ECs) ,是 拉 格 朗 日 坐标 ,* 是 标记 申 线 二 ,的 参数 ,可 取 成 时刻 
的 涡 线 局 部 长 度 .依据 涡 线 定义 , 涡 矢量 处 处 与 涡 线 相 切 ,ws x dX。 = 0. 或 者 可 表 
示 成 


wuds = Avdxo; = Aodé = A0 Srds， 
Os 


其 中 = | on | 是 个 标量 ,ds 是 涡 线 的 微 元 长 度 .在 1 时 刻 , 组 成 涡 线 上 的 质点 运 
动 到 新 位 置 XY = XC(E(5) ,1) ,此 时 流体 质点 的 涡 量 由 式 (5.4.7) 可 知 


a Oxi _ An Oxi O65 40 Qi 
5 dy = 5 ER po Os Bs Pu Os ds 
或 
wids = Adxi, 四 = Adx/ds,， A= A (5.4.8) 
0 


上 式 表明 在 to 时 刻 组 成 涡 线 的 流体 质点 在 1 时 刻 仍然 是 一 根 涡 线 . 上 式 还 可 写成 
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@/P dx 
[oo/oo| [dxol (5.4.9) 
对 于 均 质 不 可 压 流体 ,有 
从 _ dx 
[wo| | oe (5.4.10) 
研究 正 截面 积 为 d4v, 长 为 | dx | 的 一 段 涡 管 ,在 ! 时 刻 它 变 为 截面 积 为 d4 ， 


长 为 | dx | ,由 质量 守恒 O | dx | dA = 00 和 a | d4, 代 入 式 (5.4.9) 和 得 
lool dA,=|w|dA. 
这 正 是 涡 管 强度 守恒 定理 .这 里 可 压缩 性 对 | w | 和 dA 变化 的 影响 正好 抵消 了 . 当 
涡 管 被 拉 伸 时 ,dA 减 小 , 涡 量 增 大 . 和 


的 强度 .对 于 均 质 不 可 压缩 二 维 流 ,9 = 0,w(X,1) = wo《(Xo,0), 此 时 才 有 质点 的 
涡 量 守恒 . 


。 159 。 


第 6 章 不 可 压缩 无 旋 流 动 


不 可 压缩 无 旋 流动 理论 及 其 应 用 的 内 容 是 极其 丰富 的 ,本 章 只 能 讲述 其 中 某 
些 基 础 内 容 .6.1 节 将 首先 讲述 无 旋 流动 的 一 般 特性 .接着 ,用 四 节 的 篇 幅 着 重 介 绍 
不 可 压缩 平面 无 旋 流 动 . 在 处 理 不 可 压缩 平面 无 旋 流 动 问题 时 ,一 个 特别 方便 之 处 
是 它 呈 以 利用 复 变 函数 这 一 有 力 的 数学 工具 .6.2 和 6.3 节 介 绍 用 复 变 函数 论 方法 
求解 不 可 上 压缩 平面 无 旋 流动 问题 的 一 般 原 理 和 方法 .6.4 和 6.5 节 讲 述 布 拉 修 斯 
(Blasius) 定理 和 库 塔 (Kutta) 条 件 . 它 们 为 确立 完整 的 机 履 理 论 黄 定 了 基础 ,在 罕 
气动 力学 发 展 史上 有 重要 地 位 .前 者 证 明了 作用 在 沟 型 上 的 升力 同 绕 绝 型 的 环 量 
成 正比 ,而 后 者 恰恰 可 以 唯一 地 确定 出 环 量 的 大 小 .6.6 节 介绍 轴 对 称 无 旋 流动 .在 
轴 对 称 流动 中 一 般 不 能 应 用 复 变 函数 方法 . 最 后 ,还 将 介绍 自由 流 线 理论 , 它 可 以 
看 成 是 黏 性 分 离 流 在 无 黏 流 动 理论 框架 内 的 一 种 近似 处 理 方法 . 


6.1 不 可 压缩 无 旋 流动 的 一 般 特性 


在 2.5 和 2.6 节 中 我 们 讨论 过 无 源 无 旋 流动 . 这 里 ,将 继续 这 方面 的 讨论 . 首 
先 ,一 个 自然 的 问题 是 ,在 什么 样 条 件 下 流动 才 具 有 无 旋 性 ?或 者 说 ,无 旋 流动 假设 
在 多 大 程度 上 可 以 代表 真实 的 流动 ?开尔文 定理 的 重要 意义 正在 于 它 在 一 定 程度 
上 问答 了 上 述 问题 .根据 开尔文 定理 可 以 断定 ,在 符合 开尔文 定理 的 假设 条 件 下 ， 
流动 只 要 在 某 一 时 刻 是 无 旋 的 ,在 其 先 或 其 后 任何 时 刻 也 必 将 是 无 旋 的 .特别 是 ， 
无 黏 正 压 流体 从 静止 状态 下 开始 运动 ,在 后 继 时 间 内 总 是 无 旋 的 . 对 于 无 黏 流体 的 
定常 流动 ,还 可 进一步 推论 出 :只 要 流 线 上 任何 一 点 w = 0, 则 该 条 流 线 上 所 有 点 必 
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是 wm = 0. 于 是 , 若 无 穷 远 处 流速 均匀 ,在 所 有 流 线 上 @。 = 0, 则 在 流 场 中 来 自 无 穷 
远 的 所 有 流 线 上 必 处 处 @ = 0. 这 就 是 所 谓 的 无 旋 流 动 的 保持 性 原理 .在 许多 情形 
下 ,对 于 重力 场 中 流体 的 大 Re 数 流动 ,开尔文 定理 成 立 的 三 个 条 件 , 即 无 条 、 正 不 
及 体积 力 单 值 有 势 , 是 可 以 近似 满足 的 . 这样, 开尔文 定理 为 相当 广泛 的 一 类 流动 
应 用 无 旋 流 理论 奠定 了 理论 基础 . 

在 2.2 节 中 已 经 指出 , 当 旋 度 wm = Y xv =0 时 ,可 以 引入 一 个 速度 势 标量 冰 
数 9, 使 得 v = V92. 将 它 代 人 不 可 压缩 的 连续 性 方程 V，v = 0, 得 到 速度 势 ” 满 
足 的 拉 普 拉 斯 方程 


V29p = 0. (6.1.1) 

关于 拉 普 拉 斯 方程 的 求解 ,数学 上 早已 建立 了 一 套 完整 的 理论 . 解 的 一 般 形式 ,以 
及 存在 性 和 唯一 性 等 问题 ,在 2.5 节 中 已 经 交待 过 ,这 里 不 再 装 述 .需要 强调 指出 
的 是 ,速度 势 方程 (6.1.1) 是 个 椭圆 型 方程 , 它 的 流动 特性 完全 受 边 界 条 件 控 制 .一 
部 分 边界 条 件 的 改变 就 会 影响 到 全 流 场 .方程 (6.1.1) 中 虽 不 显 含 时 间 1 ,但 该 方 
程 无 论 对 定常 流 或 非 定常 流 都 是 正确 的 .对 于 非 定常 流 ,流动 对 时 间 的 依赖 关系 是 
由 边界 条 件 确定 的 ,这 意味 着 壁面 瞬时 的 位 置 和 速度 完全 确定 了 当时 的 流动 状态 . 
边界 运动 的 历史 对 流动 不 产生 影响 .流动 没有 “记忆 ”功能 ,边界 的 任何 瞬时 变化 立 
刻 波及 到 全 流 场 .这 类 流动 有 时 也 称 为 准 定常 流动 . 

求解 不 可 压缩 无 旋 流 问题 的 一 个 最 大 方便 之 处 在 于 ,可 以 将 运动 学 和 动力 学 
问题 分 开 来 求解 . 式 (6.1.1) 纯粹 是 一 个 运动 学 问题 , 且 方 程 和 边界 条 件 都 是 线性 
的 ,因此 可 以 由 基本 解 迁 加 求 得 . 动量 方程 的 作用 仅 在 于 当 速 度 场 确定 以 后 , 用 
v(x,1) 求解 压力 场 .由 于 无 旋 流 的 动量 方程 存在 一 次 积分 , 因此 无 需 再 解 微分 方 
程 ,可 直接 由 无 旋 流 的 伯 努 利 方程 (5.2.13) 求 出 压力 ,显得 特别 简单 . 

由 调和 函数 的 一 般 性 质 ,我 们 还 可 得 到 不 可 压缩 无 旋 流 的 若干 重要 性 质 , 例 如 : 


6.1.1 开尔文 最 小 能 量 原理 


在 单 连 通 区 域内 的 不 可 压缩 流动 ,如 果 给 定 边界 上 流体 的 法 向 速度 , 则 在 所 有 
可 能 的 运动 形式 中 将 以 无 旋 流 动 的 总 动能 为 最 小 . 

我 们 设 v 和 vi 分 别 代 表 两 种 流动 的 速度 ,其 中 v= V9, 且 在 壁面 边界 上 (CD 。 
n)s = (Vi* n)8. 两 种 流动 的 动能 之 差 为 
三 = 二 oj| co .ob _b.ody= 二 oj| co — v2dV + P| ~ vvdV. 


D D D 


等 式 右 边 第 二 项 
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poco — vy). vdV = pv “LO-Doldv-oleV CD 一 D)dVY. 


Dp D D 


用 连续 性 方程 得 出 右边 第 二 项 积分 为 零 . 由 格林 定理 .上 式 变 为 jp(oy -0) 
A 
.ad4 . 由 给 定 的 边界 条 件 ,该 积分 为 零 .所 以 .只 要 v1 关 0, 总 有 


TI -T= 二 oj| co _ vdV = 0. 


6.1.2 ”调和 函数 的 平均 值 原理 
没 了 是 流 场 中 一 点 .以 P 为 款 心 在 流体 内 部 作 半 径 为 的 球面 A .应 用 2.6 节 
中 推导 格林 公式 的 方法 可 得 
四 1 1 不 
gp = 让 “VidAt+ grr hn .VodA. 
上 式 右边 第 二 个 积分 化 为 体积 分 后 为 | v*9dY = 0. 这 意味 着 如 果 球 内 没有 源 汇 
等 奇 点 ,在 球面 上 流量 * 不 可 能 全 部 为 正 或 全 为 负 ,否则 不 满足 连续 性 方程 .于 是 有 
1 二 、 
pdA. (6.1.2) 
| 


和 4 区 六 


由 这 一 速度 势 的 平均 值 原 理 , 可 以 得 到 关于 不 可 压缩 无 旋 流 动 的 两 个 重要 
推论 . 

(1) 不 可 压缩 无 旋 流 动 中 最 大 速度 值 一 定 在 边界 上 ; 

(2) 不 可 压缩 无 旋 流动 中 流体 压力 在 边界 上 有 最 小 值 .但 是 ,在 流体 内 部 速度 
可 以 有 最 小 值 ,比如 流体 内 部 可 以 有 驻 点 存在 .于 是 ,在 流体 内 部 压力 p 可 以 有 最 
大 值 存在 ,比如 在 驻 点 处 . 


6.2 ”基本 流 … 圆柱 的 位 势 绕 流 


从 2.6 节 我 们 已 经 知道 ,在 不 可 讨 缩 平面 无 旋 流 动 中 ,速度 势 和 流 函 数 少 同 
时 满足 拉 善 拉 斯 方程 (2.6.16) 和 (2.6.18) ,并 且 还 满足 柯 西 - 黎 曼 条 件 (2.6.19). 
因而 它们 是 一 对 共 轿 调和 函数 .根据 复 变 函数 论 知 识 , 我 们 可 以 构造 一 个 复 变 数 滑 
数 W(z) 是 复 变 数 z = x + iy 的 解析 函数 ,使 得 2 和 y 分 别 是 它 的 实 部 和 虚 部 
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W(z) = 9+iy. (6.2.1) 
W(z) 称 为 复 速 度 势 
对 于 流 两 数 5 = 常数 的 曲线 有 


dy = qx 十 Yqy = =— vdx+ udy = 0， 
OX Oy 
即 
dy 0 
dx ut 


这 表明 J = 常数 的 曲线 是 条 流 线 .对 于 势 函数 = 常数 的 曲线 有 


dy = Sdx + Fdy = udx+ vdy= 0， 


邯 
dy -- ul 
dx 


这 表明 等 势 线 是 处 处 与 流 线 正 交 的 曲线 , 即 


(2) = 1/ (2). (6.2.2) 


在 平面 无 旋 流 中 ,等 热线 和 流 线 构成 两 组 彼此 正 交 的 曲线 网 络 ( 图 6.1). 
W(z) 的 一 阶 导数 


0D. 


dW _ oF | oy 一 ] 二 Vv 

dz -Ax tilay UL 一 1 V 
(6.2.3) 
dW 


称 为 共 示 复 速度 . 它 的 模 | Y | = ,等 


于 速度 的 大 小 . 共 斩 复 速 度 也 是 个 解析 函 
数 . 设 dW/dz 是 域 G 中 的 一 个 单 值 解析 也 
数 ,C 是 G 内 一 条 封闭 周 线 .dW/dz 在 C 上 ; 
无 奇 点 ,在 C 内 有 有 限 个 奇 点 . 由 留 数 定理 6.1 ”整个 流 场 被 相互 正 交 的 流 线 
可 知 和 等 势 线 族 所 覆盖 


,Sdz = = 2xi Wa, (6.2.4) 
Pa > 


其 中 ax 为 与 一 二 在 第 k 个 奇 点 处 的 留 
出 
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qz = Pu — iw) (dx + idy) = 中 .di +iho .ndl = P+i0. 
ce ” Cc C 


《6.2.5) 
其 中 di 为 封闭 曲线 C 的 切 向 微 元 矢量 ,指向 封闭 曲线 逆 时 针 旋 转 方 向 ,n 为 曲线 C 


的 外 法 向 单位 矢量 .所 以 , 周 线 积分 中 dz 的 实 部 和 虚 部 分 别 代表 沿 周 线 C 的 环 


” 量 和 穿 过 C 的 流量 .如 果 C 所 包围 的 速度 场 处 处 是 规则 的 , 则 了 = 0,@ = 0. 

复 变 数 z 的 任意 解析 函数 W(z) 的 实 部 和 虚 部 也 可 看 成 是 某 个 平面 无 源 无 旋 
流动 的 速度 势 9 和 流 函 数 少 . 换 句 话说 ,任何 一 种 平面 无 旋 流 动 对 应 着 一 个 复 速度 
势 .当然 ,并 非 所 有 的 解析 函数 都 代表 在 物理 上 有 意义 的 流动 . 于 是 求解 不 可 压缩 
平面 无 旋 流 动 的 问题 往往 归结 为 寻找 相应 的 复 速度 势 . 


6.2.1 基本 流 


下 面 我 们 考察 儿 个 简单 解析 涵 数 所 代表 的 流动 .它们 是 研究 更 复杂 流动 的 基 

础 ,因为 复杂 流动 可 以 由 若干 简单 流 迭 加 而 成 . 其 中 ,点 源 、 点 涡 和 侦 极 子 已 存 2.6 
(1) 均匀 流 

W(lz)= (U-iV)z, (6.2.6) 


则 有 
P= Ux+ Vy, = Uy— Vx; 
= UiV=|V, |e™, 
其 中 


Ve = Ui+ Vj. 
9 所 以 , 流 线 和 等 势 线 均 为 直线 , 流 线 与 实 轴 的 
6.2 2]} > 
图 均匀 流 倾角 为 9 = arctg 证 ( 见 图 6.2). 


(2) 点 源 ( 汇 ) 


位 于 坐标 原点 的 点 源 ( 汇 ) 的 复 速 度 势 为 
W(z) = alnz, a 为 实数 ,a 二 0 源 ,a <0 汇 ， (6.2.7) 


2 = alnr, % = a0， 
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Ug 二 0 . 


点 源 代表 的 流动 , 流 线 是 以 原点 发 出 的 射线 族 , 等 势 线 是 以 原点 为 圆心 的 同心 贺 
(图 6.3). 计 算 包 围 原点 的 周 线 积分 ， 
dz = Ea -2xia = P+i0. 


所 以 


T=0, QO = 2ra， a= 0. 


机 v 天 0, 是 一 


图 6.3 (a) 点 源 ;(b) 点 汇 


(3) 点 涡 
位 于 原点 的 点 涡 的 复 速度 势 为 
W(z) = ialnz (a 为 实数 )， (6.2.8) 
则 有 92 = 一 a0,$ = alnr 及 vo =-a/r or = 0. 点 涡 代表 的 流动 , 流 线 是 以 原点 为 
圆心 的 同心 圆 ,等 势 线 是 由 原点 发 出 的 射线 族 ( 见 图 6.4). 计 算 
dW 


一 dz = ia 中 二 dz 三 一 2ra. 
dz Zz 


人 《 
当 周 线 包 围 原点 时 ,可 得 了 =- 2ra,CO = 0. 考 虑 到 流体 质点 的 运动 方向 , 则 一 个 
位 于 zo 处 的 点 渴 复 速度 势 可 表示 为 
W(z) = In(z - 20). (6.2.9) 
2xnl 


其 中 符号 于 分 别 代表 顺 时 针 和 逆 时 针 转 动 ,一 二 0， 
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在 点 源 位 置 处 Y，v 关 0, 在 点 涡 涡 心 处 V x 
v 关 0. 它 们 部 具有 rr! 的 奇 性 .点 源 、 点 涡 是 速度 
场 的 两 类 基本 的 奇 点 . 除 奇 点 以 外 , 流 场 是 处 处 无 
旋 无 源 的 . 

(4) 偶 极 子 ( 点 源 和 点 汇 的 迭 加 ) 

由 2.6 节 已 知 , 偶 极 子 是 等 强度 的 一 对 点 源 和 
点 汇 . 当 它 们 无 限 接 近 时 的 极限 .从 式 (2.6.21) 可 
推 知 偶 极 子 的 复 速度 势 的 一 般 形 式 为 
图 6.4 ”点 涡 W(z) =- 才 一 一 ， (6.2.10) 

区 (Z 一 2Z0) 
其 中 ze 为 个 极 子 位 置 ,Aw 为 偶 极 子 强度 .我 们 规定 连接 汇 和 源 的 轴 为 偶 极 子 的 方向 
轴 , 并 且 从 汇 指向 源 为 偶 极 子 的 正方 向 .因此 ,a 是 偶 极 子 方向 与 实 轴 的 夹 角 ( 图 
6.5(a) ). 


图 6.5 偶 极 子 
(a) 无 穷 接近 的 一 对 等 强度 点 源 和 点 汇 构成 偶 极 子 ; 
(b) 一 对 等 强度 的 方向 相反 的 点 潢 构成 偶 极 子 


计算 包围 zn 的 线 积分 中 ddz 可 知 忆 = 0.@ = 0. 即 沿 包 围 偶 极 子 的 曲线 , 环 
过 
量 和 流量 均 为 零 . 侦 极 子 属于 二 阶 奇 点 , 当 | z 一 zo | 一 0 时 , 偶 极 子 的 速度 以 | z 一 zo | 
律 趋 于 无 穷 大 . 它 在 远 场 的 速度 衰减 要 比 源 和 涡 更 快 .用 同样 方法 还 可 以 构造 出 更 
高 阶 奇 点 :两 个 无 限 接近 的 偶 极 子 形 成 一 个 四 极 子 ,四 极 子 的 方向 性 由 一 个 二 阶 张 
量 撒 述 .此 外 ,还 有 其 他 多 极 子 等 . 流 场 的 方向 性 越 复 杂 ,就 需要 越 高 阶 的 奇 点 解 进 
行 迭 加 .才能 加 以 描述 
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候 极 子 也 可 认为 是 强度 相等 ,方向 相反 的 两 个 点 涡 无 限 接 近 形 成 的 .其 流 线 图 
见 医 6.5(b). 


W(z) = Az",a = .A 为 正 实数 ， (6.2.11) 


且 壮 六方 ,代表 无 旋 的 绕 角 流动 (网 6.6). 此 时 有 


2 = Ar'"cosng. = Ar’sinng:; 


以 及 
v, = nAr” 'cosn0, 0 二 一 nAr” isinnd. 
由 此 可 见 . 当 n0 = Kx 时 ,WW = 0CK = 0.1). 是 一 条 零 流 线 , 其 上 
us = (0， ,= (— lnAr"!. (6.2.12) 


一 
CC A 二 一 


(a) n=1/2 (b) 1/2<n<!1 (c) n=1 


\ 


w=0 v=0 v,=nAr” 
(f}n>2 


图 6.6 绕 角 流动 
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特别 是 , 当 K = 0.0 = 0 时 .流动 沿 x 轴 正 向 外 流 ;k = 工 .流动 沿 0 = a = 疝 


的 射线 流向 原点 .因此 可 以 把 该 流动 看 成 是 以 9= 0 和 0 站 的 两 条 射线 为 角形 


回避 边界 ,r = 0 为 角 项 点 的 绕 角 无 话 流 (|6.6(g)). 
不 同 的 n 代表 不 同 流动 类 型 .由 式 (6.2.12) 可 见 , 当 一 0, 有 
| ni 1; 
LV 1 4， n= 1 (6.2.13) 
= 1 < n<l 
7 
例如 
a = n= 2 W = a p= ACx: — yy = 2Axy; 


u =2Ax, v=-2Ay, |v|= 2Ar. 
它 可 代表 二 维 鳄 头 体 绕 流 的 驻 点 邻 域 的 流动 . 流 线 是 一 族 等 边 双 曲线 (图 6.6(e)). 
下 名， a= 三 zw 二 1.W = 4z, 如 前 所 述 为 均匀 流 ( 网 6.6(c) )， 
当 站 全 1 代表 四 角 内 流动 . 角 顶 点 是 驻 点 (图 6.6(d)): 当 站 < 工人 代表 目 角 绕 
中 .四角 点 有 无 穷 大 速度 (网 6.6(b)). A 是 不 可 能 的 ,实际 上 ,由 于 忒 性 


存在 .在 同 角 附近 总 要 发 生 流 动 分 岗 . 当 nn << 六 以 后 ,不 代表 有 实际 意 义 的 流动 . 


今后 ,在 分 析 无 旋 流 局 部 流动 特性 : 如 : 四 = Wa 6.6(a)), 驻 点 


(n 三 2) 邻 域 (&| 6.6(e)) 和 绕 横 (1 二 二 一) 流动 (图 6.6(b ) 等 ,常用 到 绕 角 流 


动 分 析 . 这些 在 下 面 用 到 时 还 此 讲述 . 


除了 上 述 基本 流 外 ,还 有 上 曲 类 流动 . 昌 不 常用 到 ,也 是 很 重要 的 .它们 是 : 
(9) 孔 口 出 流 


W(z) = carcosh (过 ) :或 | 


(6.2.14) 
> = ccosh W. | 
有 


CCcoshe cos%; 


的 


iy 


上 


CSsinhw siny. 
消去 8 后 得 介 
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xX 2 
cicosw csimy 
所 以 ,V = 常数 的 流 线 是 共 焦 双 曲线 (图 6.7). 
(7)" 椭圆 柱 环流 


W(z) = carccos 三 .| 
人 要 


(6.2.15) 
z= ccosW, 
或 有 
多 二 S h 9 
x ccosy cos J | (6.2.16) 
vy =— csinp sinhy. 


消去 9 后 得 到 
- 刀 六 7 二 
c2cosh2W czsinh 几 


由 此 可 见 ,现在 流 线 是 一 簇 共 焦 李 圆 (网 6.8). 


图 6.7 ” 孔 口 出 流 图 6.8 椭圆 柱 环流 


显 而 易 克 ,在 复 速度 势 丙 数 式 中 , 当 用 iW 代替 W 时 , 它 代表 了 男 一 种 流动 ,全 
们 的 流 线 和 等 势 线 互 易 地 位 .点 源 和 点 涡 就 是 这 种 情形 . 


6.2.2 无 环 量 的 圆柱 有 势 绕 流 


平行 流 和 偶 极 子 相 迭 加 的 复合 流动 代表 了 一 个 凤 柱 的 无 环 量 位 势 绕 流 . 由 于 
图 柱 绕 流 的 应 用 极其 重要 EE ST 人 其 复 速度 势 为 


W(z) = Uz + = (6.2.17) 
2 


以 及 
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= (Ur 十 入 jeosb， y= (Ur 一 二 ~ )sing. (6.2.18) 


4 _ 。 
几 = 0 的 流 线 是 由 实 轴 及 半径 为 a = (到 六 ) 的 圆 所 组 成 .在 r = a 的 圆 上 .0 = 


0 和 zt 是 两 个 驻 点 .x 轴 和 从 驻 点 分 又 的 半径 为 a 的 图形 成 分 支流 线 , 圆 外 的 流动 代 
表 了 圆柱 的 无 环 基 绕 流 (网 6.9(a)) .所 以 圆柱 位 势 绕 流 的 复 速度 势 可 写成 


W(z) = Ufz+ 和 |， (6.2.17’) 
Z 


.|180 
超 临 界 
亚 临 界 
图 6.9 无 环 量 圆柱 绕 流 
阅 柱 表 而 上 的 速度 分 布 为 , 当 r = a 时 
= 0， vo = — 2Using. 
当 0= 土 了 时 . 柱 面 上 有 最 大 速度 ， 达到 自由 来 流速 度 的 两 倍 .圆柱 表面 的 


讨 强 分 布 由 伯 努 利 方程 (5.2.14) 给 出 : 
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pp: = 工 oU2dl — 4sin* 0) 


2 
或 
C, = 二 全 = 1 - 4sin:0. (6.2.19) 
2 


图 6.9(b) 画 出 了 圆柱 表面 斥 强 分 布 向 线 . 实 线 是 由 式 (6.2.19) 给 出 的 无 猪 流 


并 非 如 此 ,图 中 虚线 代表 了 亚 临界 和 超 临界 Re 数 时 的 实验 结果 .从 图 中 可 以 发 现 ， 
在 从 前 驻 点 直到 0 = 60 左右 ,与 无 夭 流 结果 符合 其 好 , 青 往 下 游 ,压强 分 布 申 线 出 
现 了 本 质 的 差异 ,这 是 由 于 边界 层 分 离 (9.6 节 ) 完全 改变 了 下 游 的 流 场 的 图 像 . 无 
条 流 理论 不 青 有 效 . 
6.2.3 ”有 环 量 的 圆柱 位 势 定常 绕 流 

在 复 速度 势 式 (6.2.17) 上 青 迁 加 一 个 位 于 原点 顺 时 针 环 量 的 点 涡 , 仍 然 代 表 
了 一 个 圆柱 绕 流 ,其 复 速度 势 为 


W(z) = U (z+ ES)- Einz. (6.2.20) 
Z 2x1 
不 同 的 环 量 大 小 有 不 同 的 流动 图 像 . 根据 流 场 中 驻 点 的 位 置 , 可 分 为 二 种 类 型 . 由 


MW = vl(1 所 )+ 2 = 0， 


iP 7 ) ， 
十 1 Di). (6.2.21) 
“ al raU + Nl 16r a 0 


(1) 小 环 量 情形 , 厂 二 4xaU. 邻 
在 圆柱 面 上 有 两 个 驻 点 ; 
(2) 卫 = 4ral7 ,圆柱 面 上 仅 有 一 个 驻 点 ,0 = 一 总 rr: 


(3) 大 环 量 情形 ,了 >> 4xaU ,在 圆柱 面 上 没有 驻 点 , 流 场 中 在 负 虚 轴 上 有 一 个 
驻 点 (图 6.10). 
圆柱 面 上 的 压强 分 布 , 由 伯 努 利 方程 可 以 得 到 ,为 


得 驻 点 位 置 为 


TD = Sin0 , 则 有 z = a(-isin0, + cos0,). 
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Pp p= ,1 1 
Pp p20 2 
| 5 | 为 圆柱 面 上 的 速度 大 小 . 它 可 由 共和 复 速度 得 到 


jo: = (2Usin9 + 元 ) . 


2rna 
从 而 ,可 以 计算 作用 在 圆柱 表面 上 的 升力 和 阻力 
X =- |pacosg db = 0， | 


可 ， (6.2.22) 
y =- | pasing db = 工 oU |sin:0 db = oor | 
0 0 
上 式 表 明 , 二 维 圆 柱 在 定常 无 旋 绕 流 中 ,圆柱 在 流动 方向 上 竭 没 有 受到 阻力 ; 
而 在 牌 直 于 流动 的 方向 上 , 柱 体 受 到 一 个 升力 ,大 小 为 oUz .在 平面 无 旋 流 中 ， 
前 者 称 为 达 上 明 贝 尔 (d:Alembert) 疑 题 ,后 者 则 是 一 个 很 普遍 的 定律 ,下 面 还 要 
进一步 论述 . 


T<4xaU 


b 


| 
图 6. 10 ”有 环 量 圆柱 绕 流 :不 同 的 环 量 大 小 有 不 同 的 流动 图 像 
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6.3 保 角 变换 


在 平面 无 旋 流 动 理论 中 应 用 保 角 变换 方法 的 基本 思想 是 ,如 果 我 们 能 找到 天 
当 的 保 角 变换 关系 ,把 物理 平面 上 形状 比较 复杂 的 边界 变换 成 映射 平面 上 简单 的 
边界 ,同时 这 些 简单 边界 形成 的 流动 复 速 度 势 是 已 经 知道 的 ,那么 复杂 外 形 的 流动 
问题 就 可 得 到 解决 .最 常见 的 变换 是 设法 把 二 维 物 体 的 边界 变换 成 映射 平面 上 的 
圆 或 平板 . 
如 果 人 解析 函数 
5 = f(z) (6.3.1) 
把 z = x+iy 平 面 上 的 一 个 区 域 单 值 连续 地 映射 到 5 = <+i7 平 面 的 某 区 域 上 , 则 


d5/dz 的 值 与 增 量 dz 的 方向 无 关 , 换 锯 话说 ,车 此 = 4er 或 5 = dzAe",4 与 
4 只 是 点 位 置 z 的 函数 .这 表明 在 z 平面 上 一 点 处 具有 长 度 为 | dz | 的 线 元 dz, 经 
过 5 = f(z) 变换 以 后 ,在 5 平面 相应 点 上 变 成 长 度 为 1dg | = A | dz | 的 线 元 dg， 
并 且 表 线 的 方位 旋转 了 角 .其 中 A = | 毕 | 称 为 放大 因子 .由 于 dg/dz 只 是 z 的 
函数 ,所 以 过 同一 点 的 所 有 曲线 元 被 伸 长 了 同样 大 的 倍数 和 旋转 了 同样 的 角度 .让 
此 可 以 立刻 推 得 ,过 同一 点 的 任意 两 条 曲线 之 间 的 夹 角 在 变换 后 保持 不 变 , 故 称 这 
种 映射 为 保 角 变换 


6.11 保 角 变换 
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在 > 平面 上 的 微 面 元 释 换 到 《平面 以 后 .根据 保 角 释 换 原理 ,它们 应 保持 几何 
相 伺 .例如 .z 平面 十 的 三 角形 微 元 123. 在 平面 上 相应 地 变换 成 相似 王 角形 微 元 


ji . 八 12'3 de 
pt 文 允 个 一 -和 有 和 口 -全 = | 二 > 
123 ,开导 .这 两 个 一 角形 微 元 面积 之 比 竺 于 ES dz 


因为 一 个 解析 函数 的 解析 函数 还 是 解析 汕 数 ,所 以 ,到 复合 阴 数 W(5) = 
W(f(z)) = w(z), 如 果 w(z) 是 2z 的 解析 两 数 .网 W(5) 也 是 5 的 解析 函数 . 
W(5) 代表 了 在 避 平 面 上 的 复 速 度 势 , 即 代表 了 在 “ 平 而 上 的 一 种 无 旋 流 动 , 它 的 
实 部 利 虚 部 分 别 是 相应 的 速度 势 和 流 郧 数 . oe 平面 内 的 等 势 线 和 流 线 族 
变换 到 5 平面 还 是 等 势 线 和 流 线 . 即 在 相应 点 
PEN) = F(x.). De pe (6.3.2) 
但 是. 相应 点 上 变换 后 的 复 速 此 是 


dW(E) _ dW(z) dz 
d dz dé (‘6.3.53) 


这 表明 了 平 而 内 的 速度 大 小 和 方向 部 收 变 了 ,其 放大 因子 是 | 蛇 


变换 后 的 速度 改变 了 ,两 平面 对 应 区 域内 的 流体 动能 加 没有 改变 . 设 z 平 面 内 包围 
P 点 的 封闭 曲线 C 围 成 的 面积 为 S ,相应 地 ， 机 “平面 内 分 别 变换 成 P ,C 和 So, 巾 
此 可 知 速度 比 | oo |/ 上 三 dg7dz 时 :面积 比 dSswydS， =|d5/dz 上 .所 以 动能 


| 3 el trl dsp -1 50| PdSf 
Sp 


.然而 ,虽然 


岗 在 再 来 研究 一 下 涉 、 偶 极 子 和 洞 等 奇 在 保 角 变 换 中 的 属性 . 若 z 平 面 内 z。 
点 有 强度 为 g 的 源 . 在 zu 的 邻 域 , 它 的 速度 以 1/7 速率 趋 于 无 穷 大 .可 以 想象 ,在 
zo 邻 城 内 的 流动 特性 主要 足 点 源 的 贡献 .所 以 ,在 zo 邻 域 , 复 速度 势 为 


W(z) ~ In(z 一 Z0 ) 


如 果 变 换 = f(z) 在 zo 点 是 规则 的 , 邮 (d5/dz),, 不 为 零 和 无 穷 大 ,由 式 (6.3.1) 
可 知 
d5 
5 一 5 一 《2 一 (2). 
所 以 
W(E) 一 六 In 一 5 ) + 常数 . 


个 常数 是 不 重要 的 ,可 以 略 去 .同样 的 论证 对 点 涡 也 是 正确 的 .由 此 可 知 ,点 源 和 
变换 平面 内 仍 保持 为 同 强度 点 源 和 点 涡 . 
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对 于 偶 极 子 
vio (dé5/dz), er 
A C 一 /4 2 
W(z) = iz i CE = W(E). 
由 此 可 见 在 变换 平面 5 内 的 偶 极 子 强度 放大 了 1 ds/dz | 信 .2 = | dei/dz 1: 
方向 也 旋转 了 arg (过) ,a = e+ arg( 下 )， 


根据 源 和 涡 在 映射 中 的 性 质 ; 可 以 推 知 ,如 果 W(z) 是 多 值 的 , W(E) 也 是 多 
值 的 ,在 平面 内 一 条 封闭 周 线 上 的 环 量 和 体积 流量 应 等 于 在 z 平 面 内 相应 周 线 上 
的 环 量 和 体积 流量 . 


6.3.1 任意 外 形 边界 变换 成 圆 


这 是 最 常用 的 一 种 变换 . 因为 圆柱 绕 流 的 复 速度 势 已 经 知道 , 如 果 能 找到 具体 
的 变换 函数 z = J(5), 将 给 定 外 形变 换 成 圆 , 就 可 以 认为 给 定 外 形 的 外 部 流动 问题 
解决 了 . 

我 们 来 研究 一 下 这 种 变换 的 一 般 性 质 . 

若 我 们 要 求 这 种 变换 将 二 维 物体 的 外 部 变换 成 圆 的 外 部 . 并 使 无 穷 远 处 的 流 
动 速度 大 小 和 方向 都 不 变化 ,这 个 变换 的 结果 实际 上 是 使 得 内 边界 形状 及 其 附近 
流动 发 生变 化 而 保持 无 穷 远 处 流 态 不 变 ( 图 6.12). 办 此 ,这 种 变换 间 求 

Ez 当 | zl 以 及 旦 =1. 当 [zl 


iy © in 


© 


Sc A 
图 6.12 任意 柱 体 变换 成 圆 


若 将 变换 关系 式 z = (5) 在 物体 外 远离 原点 处 展开 成 罗 朗 级 数 ,符合 上 述 要 求 的 
数学 形式 应 为 
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z = g++ 7, (6.3.4) 
以 及 咒 数 
f= 2 + (6.3.5) 
其 中 cl .cs,… 是 复 系数 ,与 真实 的 物体 外 形 有 关 . c: 一 般 不 等 于 c, . 式 中 c 项 已 被 
忽略 掉 . 这 可 通过 调整 《平面 坐标 原点 的 位 置 来 做 到 这 一 点 . 


5 平面 上 攻 角 为 a 的 均匀 来 流 绕 圆柱 的 有 环 量 流动 的 复 速 度 势 为 
WO = Ve ert 6) + Ve. | + LIn(¢ — 56), (6.3.6) 


Co | 2 
以 及 共 斩 复 速度 
dW _ i er ~ iT 1 
和 
其 中 为 “平面 上 圆心 位 置 .将 式 (6.3.5) 代入 上 面 的 式 子 就 可 写 出 z 平面 内 的 
复 速度 势 W(z) 及 其 共 生 复 速度 dW/dz. 


直人 4 本 代入 式 (6.3.6), 复 连 度 委 可 写成 . 


(6.3.7) 


W(z) | Ver + 六 (6.3.8) 

其 中 
4 =-| Vs |erc+| V, | a’e” -~ iD, 
T 

以 及 共 f 复 速度 近似 为 

dw iDP1 _ Al... < 

2 sz| V。 le to (6.3.9) 
正如 2.6 节 中 表明 的 , 复 速度 势 在 远 场 的 属性 好 像 是 在 坐标 原点 的 点 涡 、 偶 极 子 、 
四 极 子 …… ,以 及 均匀 流 等 贡献 的 迭 加 .对 于 一 个 封闭 物体 来 说 ,通过 物 面 的 质量 


流量 为 零 , 所 以 式 (6.3.8) 中 没有 点 源 的 贡献 . 
6.3.2 ”任意 多 边 形变 换 成 上 半 平 面 

流体 力学 中 另 一 种 经 常用 到 的 变换 是 将 一 个 多 边 形 的 内 域 变换 成 上 半 个 平 
面 ,多 边 形 的 边 变 换 成 实 轴 ( 图 6.13). 这 种 变换 称 为 施 瓦 效 - 克 里 斯 托 费 尔 
(Schwarz-Christoffel) 变换 . 

研究 变换 


=Kk | - a)”, (6.3.10) 
i=1 
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其 中 a; 为 实数 , 且 al 过 az 过 … 过 an, 为 复数 . 设 z 平 面 上 第 i 条 边 的 倾角 为 
091, 该 边 映 射 到 名 平面 实 轴 上 (ai,ain) 线段 ,由 式 (6.3.10) 可 得 


AN 
arg(dz) - arg(dg) = argK + >)pBiarg(5 — ai). (6.3.11) 
i=1 


i= 


17 四 


0 
图 6.13 ”任意 多 边 形变 换 成 上 半 平 面 


在 实 轴 上 , 当 a 二 5 过 a; +1 时 ,arg(d&); = 0， 
arg(5 一 ar) = 0， 当天 委 让 ， 
arg(5 一 Qk) = 当 k>i. 
代入 式 (6.3.11) ,得 


N 
0; = arg(dz); = argK + x >) PB, 
k=it+l 
同 理 
N 
0 = arg(dz)i = argK + nx >) Bi. 
k=it2 
由 此 可 知 , 当 在 z 平面 上 从 第 i 条 边 到 第 i + 1 条 边 , 折 转 了 
Oil 一 0 一 一 xD 
由 图 6.13 可 见 ,0i1 Di — TY Qi+tl ,所 以 有 二 ~ 1. 于 是 , 式 (6.3.10) 微分 形 
式 的 施 瓦 兹 - 克 里 斯 托 费 尔 变换 为 
dz _ 加 生 -1 
at= Kl ai 1. (6.3.12) 
积分 形式 为 
z= K| GE ad E -ad lt -aw dt + L. (6.3.13) 
其 中 天 和 上 为 复数 ,K 反映 了 多 边 形 的 相对 尺度 和 方位 ,LL 决定 多 边 形 的 位 置 a; 
是 多 边 形 内 和 角 ,a; 是 多 边 形 顶 角 在 5 平面 实 轴 上 的 位 置 .从 式 (6.3.13) 可 知 , 计 有 
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2n + 4 个 待定 实 参 数 .其 中 多 角形 n 个 项 角 的 位 置 可 确定 2n 个 参数 .加 之 多 角形 
内 角 之 和 有 几何 关系 
gatoasrt+t+or = (Nn— 2)x. 
这 样 . 变 换 中 还 有 3 个 参数 是 任意 的 .可 以 任意 从 a; 中 入 为 规定 3 个 aj; 位置 ,变换 
就 确定 了 . 

图 6.14 是 些 典 型 的 多 边 形 形状 ,并 标记 有 两 个 平面 中 的 相应 位 置 . 当 沿 多 边 
缘 边 走动 ,内 域 总 在 左手 边 , 沿 同样 顺序 在 “平面 实 -条 工 生动 ,上 于 平面 到 应 剖 在 
左手 边 . 有 时 和 多边形 是 开口 的 ,可 设想 有 边 延 长 至 无 穷 远 ,在 尤 穷 远 点 边 是 连 在 一 
起 的 .或 者 如 图 中 虚线 所 示 . 设 想 虚 线 的 硕 角 趋 于 无 穷 远 . 当 多 边 形 的 一 个 项 角 对 
应 于 平面 实 轴 上 无 穷 远 点 时 ,可 以 选择 常数 kK ,使 得 含有 无 穷 远 点 的 那个 因子 取 
消 掉 . 例 如 若 w@ 对 应 于 无 穷 远 点 , 则 当 a; 一 % 时 .因子 (6 - a)* ! 中 ai 起 主导 
作用 .但 是 dz/d& 应 是 有 限 的 .这 可 以 通过 选取 天 ,使 得 


dz = 天 (一 ai 一 a le a 1 一 aN) 全 -1 
d5 


© © © © 
D . .7 
48|c » 了 Bm 
(a 


BC A B 


图 6. 14 ”典型 的 多 边 形 变换 


a hs 二 
当 @ 一 一 时 (> 一 全) 1 这 样 ,变换 关系 变 为 


Gk a 
例 1 半 无 穷 带 域 的 变换 ， 
图 6.14(b) 中 当 B 角 一 % 时 形成 半 无 穷 带 域 ,带宽 4C = a. 相 应 点 的 变换 可 
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列表 如 下 : 


代入 式 (6.3.12) .去 掉 两 个 无 穷 远 点 的 因子 .得 


Z 


全 


| 


= KE EG- = K-17, 


[a 
N us 


= Karcosh5 + 工 ， 
因为 arcoshx = lnC(x+ Vx 一 1), 当 x = larcoshl = 0;x =—1,arcosh(—1) = ix. 当 EC 


= 1 时 (4 点 ),z = 人 所 以 L =0; 当 5 =-1C 点 ),z = 这 ,所 以 ia = KG K = 区， 
因此 ,变换 为 
z= 人 arcoshg (6.3.14) 
例 2 无 穷 长 带 域 的 变换 . 


如 图 6.14(d) 当 萎 形 顶 角 B 一 ,D->- co 时 形成 宽 为 a 的 无 穷 长 带 域 . 相 
六 变换 点 为 


因此 ,变换 成 为 


dE KC(E+1) EC- 1) = K/E. 


z= KInE +L. 
当 二 = 1(4 点 ) 时 ,z = 0, 所 以 上 = 0; 当 =-1(C 点 ) 时.z = ic, 所 以 ia = 
KIn(-1). 于 是 . 宽 a 的 无 穷 长 带 域 变 换 成 上 半 平 面 的 变换 为 
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z= ng 或 5 = exp(rz/a)， (6.3.15) 
如 果 在 z 平面 原点 A 处 有 一 个 强度 为 4 的 点 源 , 则 涌 人 条 带 域内 的 流 基 为 
是 个 4 的 源 , 在 DD 点 处 是 


q/2: 在 土 w 处 的 流量 各 为 9/4. 变 换 至 平面 后 ,在 A 点 是 
-二 的 汇 .于 是 《平面 上 的 复 速度 势 为 
W = gln(£ -1)— ing = gln( 6 — C2). 


由 式 (6.3.15) 


3 一 5 二 es 一 e- -到 二 2sh 芝 ， 
2a 


所 以 
= nz 
W(z) = qin sh 3 ， (6.3.16) 


dW/dz = dcoth TZ (6.3.17) 
2a 2a 


由 此 可 知 ,C 点 是 个 驻 点 . 


例 3 后 向 台阶 绕 流 . 
如 图 6.15 所 示 ,z 平面 后 向 台阶 上 角 点 B,C 分 别 变 换 为 5 平面 实 轴 上 B = 一 1 


和 C = 1, 无 穷 远 点 变换 成 无 穷 远 点 .由 式 (6.3,12) 相应 的 变换 为 
dz 一 372-1 加 1/2-1 一 十 工 
天 (5 +1) (一 1) KE， 
z= KLVE 1+arcoshtj+L. 


C 门 。 -1 1 
图 6.15 后 向 台阶 绕 流 


参考 例 1 可 确定 出 参数 过 =0 和 天 = h/t, 所 以 


z= LLy E21 + arcosht |. 


现在 来 考察 复 速度 . z 平面 上 的 绕 流 变换 成 8 平面 上 半 面 的 均匀 流 , W(&) = 


VE ,所 以 
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iw 2 dW _ dwWdi_ Vr 一 工 
dz d5 dz 户 扩 5+T 


当 5 一 %,u 一 U,U = ,最 后 得 到 


W(z) = 人 


由 此 可 知 ,B 点 速度 为 无 穷 大 ,C 点 速度 为 零 
利用 施 瓦 兹 - 克 里 斯 托 费 尔 变 换 也 可 以 把 多 边 形 / 
外 部 的 二 维 无 界 域 变换 成 上 半 平 面 , 而 将 无 穷 远 点 z / / 
= oo 变换 成 了 平面 中 上 半 平 面 的 一 个 内 点 = 名 ,这 
只 要 把 上 面 变 换 式 中 的 指数 a 作成 相 记 的 外 和 B, = / ) 


2x 一 a;， 男 外 增加 一 个 因子 


(二 一 和 < 有 
即 有 中 


z= /5 =k| Cad) rs ar) "ery. 
(5 — bo — C60) 
此 外 ,还 可 以 用 施 瓦 兹 - 克 里 斯 托 费 尔 变换 将 多 边 形 边界 的 内 部 域 变 成 单位 圆 
的 内 部 ,这 只 要 将 式 (6.3.12),(6.3.13) 中 的 a; 换 成 5 平面 15|= 1 上 的 对 应 点 多 
= ei ,从 而 及 
z = /F(5) = Kj‘s ed 二 
同样 ,多边 形 外 部 无 界 域 变换 到 单位 圆 内 部 ,并 使 z= % 变换 到 5 = 0 的 保 角 变 换 为 中 


i 
0 cm) = (LC = (CON) 


再 经 过 一 次 保 角 变换 
5 = 1/%, 
就 可 以 将 z 平面 的 多 角形 外 部 域 变 成 5 平面 上 的 单位 圆 外 部 域 .利用 圆柱 无 旋 绕 
流 的 复 速 度 势 函数 8+ iy = W(8') 和 上 面 圆 外 变换 z = (6) 的 反 清 数 式 5 = 
广 !(z) ,就 可 以 得 到 多 边 形 柱 体 无 旋 绕 流 的 复 速 度 势 表 达 式 


w = w(z) = WC) = WCE) = W[ se 
J! 


DDO@@ 参看 拉 甫 伦 捷 夫 :( 复 变 丙 数论 方法 》, 第 二 章 第 3 六 
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6.3.3 ”边界 干扰 ， 镜像 法 


池 物 体外 部 流 场 中 存在 奇 点 (如 点 源 .点 渔 等 ) 时 ,常用 镜像 法 求 得 满足 边界 条 
件 的 复 速度 势 . 其 做 法 是 在 物体 内 部 适当 位 置 上 也 布置 上 奇 点 , 称 为 外 部 奇 点 的 镜 
像 .使 得 由 奇 点 及 其 镜像 产后 的 复 速度 势 保证 物体 边界 成 为 -条 流 线 . 对 于 复 淋 外 
形 一 般 不 易 利 用 镜像 法 ,但 可 以 通过 保 角 变换 将 它 变 成 简单 外 形 , 然 后 再 用 镜 象 法 
求解 . 

这 时 ,我们 先 约定 儿 种 复 消 数 表示 方法 . 我 们 把 F(z) 的 复 共 入 函 数 记 为 
F(z), 它 表示 对 F(z) 表达 式 中 所 有 复数 取 其 共 轰 复数 .我 们 又 把 复 函 数 太 (z) 表 
示 在 F(z) 中 除 z 以 外 的 各 复数 反 其 共 辑 值 . F(Z) 则 表示 在 F(z) 中 仅 对 z 取 其 共 
思 , 共 他 复数 不 变 . 例 如 , F(z) = 6z -3iz*, 员 F(z) = 6z + 3iz*,F(z) = 6z + 3iz’， 
F(z) = 62z — 3iz’. 

最 常用 的 儿 种 镜像 法 是 : 

(1) 以 实 轴 为 边界 

修 设 奇 点 全 在 3 二 0 的 上 半 平 面 内 , 当 z 平面 上 尤物 体 边 界 时 ， 其 复 速度 势 为 
f(z). 如 果实 轴 为 边界 ,边界 的 存在 对 流动 产生 -种 影响 ,这 个 影响 可 以 用 有 上 在 


下 半 平 面 的 镜像 产生 的 复 速度 势 f(z) 来 代替 .于 是 , 实 轴 为 边界 时 奇 点 在 上 半 平 
面 产 生 的 复 速度 势 是 它们 的 迭 加 ， 


W(z) = f(z) + f(z). (6.3.18) 
这 是 因为 当 y = 0 时 ,z = z,1(z) = f(2)， 
所 以 W(z) = f(z)+ f(z) 为 实数 , 即 y=0 
人 条 少 =0 流 线 . 并 且 在 y 二 0 区 域内 并 不 
SS 了 :| 二 加 另外 的 点 

例如 ,在 zo 处 有 一 逆 时 针 旋 转 的 点 涡 ， 
其 复 速 度 所 为 1/(z) = zn 20) ,以 

实 轴 为 镜面 的 镜像 点 是 z ,为 了 使 实 轴 成 为 一 条 流 线 , 就 必须 在 zo。 处 布置 一 个 反 
向 旋转 的 点 涡 , 其 复 速度 势 为 /(z)= 一 去 mcz 一 20). 代 入 式 (6.3.18) ,得 到 


图 6. 16a 以 实 轴 为 边界 的 镜像 


W(z) = 一 起 In 一 各 


2 二 一 2 


它 就 是 以 实 轴 为 边界 ,一 个 点 滴 应 有 的 复 速 度 势 . 
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(2) 以 虚 轴 为 边界 


同 理 可 证 ,以 虚 轴 为 边界 时 , 奇 点 的 镜像 产生 的 复 速度 势 为 (一 z). 合 成 的 复 
速度 势 为 
W(z) = f(z) + f(- 2). (6.3.19) 
这 是 因为 ,在 虚 轴 上 z =- z;F-z) = Fr+2,W(z) = f(z)+f(2) = 实 部 . 即 
虚 轴 是 条 Y = 0 的 流 线 . 
仍 以 点 涡 为 例 , 由 式 (6.3.19) 可 知 


W(z) =- nz -20) + tn- zz 2) 
2 


2 

1 到 Zo i 
= 一 此 1 + 常数 . 

2nx n Z 十 Z0 单数 


常数 无 关 重 要 ,可 以 略 去 .这 表明 当 以 虚 轴 为 
边界 时 一 个 点 涡 的 复 速度 势 , 等 于 它 本 身 的 复 
速度 势 与 以 虚 轴 为 镜面 ,在 其 镜像 点 - zo。 处 
一 个 反 向 旋转 的 点 涡 的 复 速度 势 的 迭 加 (图 
6.16b). 
(3) 圆 定理 
当 二 维 物体 的 边界 不 是 无 穷 长 直线 ,而 是 
一 个 圆周 (| z | = 4) 时 ,如 果 加 外 有 奇 点 ,其 
在 无 界 流体 中 的 复 速度 势 为 /(z), 则 该 奇 点 
在 圆 外 形成 的 以 圆周 | z | = a 为 边界 的 流动 
复 速度 热 为 图 6.16b 以 虚 轴 为 边界 的 镜像 


Wz) = Fa + 7 (ES). (6.3.20) 
这 可 以 证 明 如 下 :在 圆周 上 | z1= oz 上 = zz= 下 (全 )= (2), 所 以 Wz) = 


f(z) + (2z) 为 实数 , 即 圆周 是 一 条 流 线 . 另 一 方面 , 奇 点 位 置 | zo | 盖 a ,在 圆 外 ， 
其 镜像 点 位 置 | 和 | 二 4 ,在 圆 内 , 圆 外 未 增加 奇 点 ， 


ll 
CC 


利用 公式 (6.3.20) 可 知 ,对 于 平行 流 的 复 速 度 势 /(z) = Uz. 则 J (入 ) 


2 ,所 以 圆柱 绕 流 复 速度 势 为 W(z) = U (z+ 和 ) ,这 正 是 以 前 已 得 到 的 结果 ， 
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对 于 圆 外 的 点 涡 , 由 式 (6.3.20) 有 


W(z) = In(z - zo) 
271 


(人 2 ) 


《2Z 一 + 常数 ， 


二 三 ln 
2xl 
之 一 一 
之 (0 
由 此 可 见 , 当 流 场 中 存在 圆柱 后 ,点 涡 的 复 速 度 势 
应 是 由 @ 原来 的 点 涡 ,@@ 在 其 圆 对 称 点 一 布置 
人 


的 一 个 强度 为 - 卫 的 点 涡 ,@ 在 原点 布 兽 一 个 的 
等 强度 丁 的 点 涡 , 一 省 产生 的 复 速度 势 的 迄 加 (区 
6.17). 

同样 可 以 证 明 ,对 于 圆 外 的 点 源 , 为 保证 圆周 
是 条 流 线 , 必 须 在 其 反 演 点 a*/ zo 放 一 个 等 强度 
源 ,同时 在 圆心 放 一 个 等 强度 的 汇 . 


图 6.17 圆 定 理 


6.4 作用 在 平 动 柱 体 上 的 力 和 力 定 


6.4.1 ”定常 均匀 来 流 中 柱 体 受 到 的 力 和 力矩 
当 无 穷 远 均匀 来 流 V。 定常 流 过 任意 柱 体 时 ,作用 在 柱 体 表面 C1 的 微 面 元 ds 
上 的 力 为 


dX =— pdy, dyY = pdx. 
此 处 规定 曲线 C1 为 逆 时 针 方向 ,并 以 此 规定 dx 和 dy 的 符号 .对 坐标 原点 的 力 拖 
( 逆 时 针 为 正 ) 为 
dM = p(xdx + ydy)， 
所 以 
d(X—-iY)=-ipdz. (6.4.1) 
dM = (pzd z). (6.4.2) 


由 伯 努 利 定 理 p = po 一 去 P 1 5 以 及 151 = 全 * 守 。, 并 注意 到 常数 ps 对 
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dM = A 50 
因为 物体 表面 是 一 条 流 线 ,% = 常数 ,所 以 d W = dW .上 两 式 沿 物 面 的 积分 为 


2 
X-1iY = ic 和 (ez dz. 


(6.4.3) 


w= bof) ae 

(6.4.4) 
式 (6.4.3) 和 (6.4.4) 就 是 著名 的 
定常 无 旋 流 的 布 拉 修 斯 (Blasius) 

公式 .符号 交 (") 表示 取 实 部 . 
恨 据 解析 函数 理论 ,如 果 作 任 
意 一 条 封闭 周 线 C, 包围 物体 , 只 
要 在 物体 和 该 周 线 之 间 的 区 域内 
没有 任何 奇 点 , 复 困 数 在 C 和 C， 图 6.18 ”作用 在 柱 体 上 的 力 和 力矩 

上 以 及 C1 =- Cs 区 域内 解析 , 则 


Pe = = ja 


并 且 f(z) 在 环形 区 域内 可 展开 成 罗 朗 级 数 . 利用 这 个 性 质 , 我 们 虽然 不 知道 复 速 
度 势 及 复 速度 的 具体 形式 ,也 可 以 进一步 对 式 (6.4.3) 和 (6.4.4) 求 出 积分 . 为 此 ， 
令 Cs 是 以 原点 为 圆心 ,包围 物体 的 半径 充分 大 的 一 个 圆 . (992 ) 在 Cs 附近 罗 训 级 
数 的 形式 就 是 它 在 远 场 的 渐 近 表达 式 (6.3.9) .将 它 代 人 式 (6.4.3) 和 (6.4.4)， 


_:v 1 waLiTl_A 24, .LY 
X-iy yi h(i Ve ' 计 过 -全 + ) dz. 


由 贸 数 定理 ,该 积 (分 等 于 周 线 Ci 内 所 有 留 数 之 和 的 2xi 倍 . 
X-iY=-ie*pe| V, | 卫 ， 
所 以 ,合力 矢量 用 复 数 表示 为 
R= X+iY= P| V. | rele$). (6.4.5) 
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此 处 , 环 是 卫 以 顺 时 针 为 正 . 


问 理 可 知 , 对 原点 的 力 托 为 4 2 , 
一 1 Np 、 ~ a le 1 三 1 A, 二 。。。 
M, = ye tba( Ivele 2 Zz ZI ) |dz 
二 一 六 0 人 十 | (去 ) -21V-| Ae™ |/2 十 dz 
(> 
= 2rp [Vs | Bic 3) Al!. (6.4.6) 


式 (6.4.5) 和 (6.4.6) 对 于 物体 的 巨 莫 定常 无 旋 绕 流 是 一 个 普遍 性 的 结论 . 式 
(6.4.5) 表明 ,流体 作用 在 匀速 于 动物 体 上 的 合力 大 小 等 于 2 | Y。 | 了 .合力 方向 
垂直 于 物体 平 动 的 方向 . 这 说 明 物 体 只 受到 升力 ,没有 受到 阻力 ,这 就 是 著名 的 达 
朗 贝 尔 (d’'Alembert) 伴 廖 .物体 在 实际 二 受 到 流体 阻力 的 原因 是 由 于 流体 黏 性 引 
起 的 表面 摩 阻 和 流动 分 离 引 起 的 压 差 阻力 . ”这 在 无 黏 流 理论 范围 内 是 无 法 解释 
的 . 式 (6.4.6) 表明 ,作用 在 物体 上 的 合力 矩 与 41 有 关 , 它 是 一 个 与 具体 物体 大 小 
和 形状 有 关 的 复 系数 (参看 式 (6.3.8) ). 

6.4.2” 柱 外 源 对 柱 体 的 作用 力 ( 拉 加 利 (Lagwlley) 定理 ) 

上 述 公式 的 运算 过 程 中 , 曾 认为 在 柱 体 表面 周 线 C1 和 任意 包围 它 的 周 线 C2 
之 间 没 有 任何 奇 点 存在 . 但 是 存 流 体力 学 问题 中 , 柱 体外 的 流 场 中 往往 有 何 点 存 
在 ,如 点 源 、 点 涡 等 .这 时 的 布 拉 修 斯 公式 必须 适当 修正 . 

如 前 所 述 ,一 个 均匀 米 流 与 一 个 在 z 点 强度 为 9 的 源 所 和 迭 加 的 复 速 度 势 为 


| Vs Teriez + In(z 一 z0). (6.4.7) 
开 


现在 藻 把 一 个 具有 环 量 强度 为 卫 的 柱 体 置 于 这 样 的 流 场 中 , 柱 体 对 流 场 势必 产生 
一 个 扰动 .但 这 个 扰动 在 远 场 是 逐渐 训 减 的 ,无 穷 远 处 的 扰动 为 零 . 这 个 扰动 复 速 
度 势 在 远 场 具 有 一 般 形式 ( 见 式 (6.3.8)) 
去 全 + 到 
故 均匀 来 流 绕 柱 体外 有 源 的 流动 在 远 场 的 共 罗 复 速度 为 
dW qn 1 imrl 4 24， 


2 


dz 2xz-z 2r z ZY 2 


| 
二 ss。 


iinz 十 


-Ye 


x ”这 里 仅 就 低速 平面 流动 而 言 . 对 三 维 流 动 . 泊 升 力 体 的 下 游 有 尾 涡 面 拖 出 时 ,物体 还 会 受到 一 个 逢 
敏 阻 力 (诱导 阳 力 ). 井 占 速 流动 则 有 波 阻 . 
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远 场 时 , | z | 六 | zo |， 


代入 式 (6.4.8) 


dW | ye 去 Cd， + iT 7 + ( 竺 za 41 三 + (6.4.9) 
(至 ) -ypearly ert+iTl,B,... (06410) 
dz pi 之 Zz” 
为 了 求 作 用 在 柱 体 上 的 力 , 作 一 个 充分 大 的 封闭 周 线 C,, 包 围 柱 体 和 柱 外 的 
源 ,并 作 小 周 线 上 包围 源 点 (图 6.19), 则 复 栅 数 在 Cs 利 Ci.i 之 间 的 区 域内 解析 
故 有 
b/de = = dz 十 Pied 
作用 在 柱 体 上 的 力 为 
0 io /dW 
X-iy= Pla he 
- 到 时 (6.4.11) 


将 式 (6.4.10) 代入 上 式 有 首 边 第 一 项 积分 .并 利用 
留 数 定理 ,得 
$9 dei 
C, 


(6.4.12) 
右 首 第 二 项 的 积分 有 点 麻烦 . 因为 源 点 是 个 奇 点 ， 图 6. 到 柱 外 源 对 柱 体 的 作用 


为 了 克服 这 个 困难 ,可 设 
Wi(z) = W(z)— In(z 一 Z0). 


Wi(z) 是 从 总 复 速度 势 中 减 去 源 的 复 速 度 势 以 后 得 到 的 复 速 度 势 . 则 
dWi(z) _dW qi 1 
dz dz 2rz 一 2 
dWi/dz 在 ! 内 是 解析 的 .所 以 
dW 2 _ dWi 2 qi dW 1 qi 1 
(7) ( dz ) + 人 dz 二 + 入 (Z— zo) 


将 它 代 入 式 (6.4.11) 的 右边 第 二 项 积分 ; 
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ip Ff/dW YY, ip gq /dW .97 一 dW : 
oF) d= (2) 2 oq (5 ) (6.4.13) 
t 
将 式 (6.4.12) 和 (6.4.13) 代入 式 (6.4.11), 最 后 得 到 
X-iY=0| Vs | Te 3) -pl Ve ew—u +iv). (6.4.14) 


其 中 心 -= io; 是 扣除 掉 点 源 后 的 复位 势 Wi(z) 在 点 源 zu 处 诱导 的 共 恩 复 速度 .由 
此 可 见 , 当 柱 体外 有 源 时 , 柱 体 除 受 到 2 | V。 | 三 的 升力 以 外 , 源 对 柱 体 也 施加 一 
个 力 . 式 (6.4.14) 称 为 拉 加 利 定理 . 

如 果 柱 外 流 场 中 不 是 点 源 , 而 是 有 一 个 强度 为 DD 的 点 涡 存 在 , 只 需 在 式 
(6.4.14) 中 用 im 代 换 qi 即 可 . 

以 上 是 仅 就 柱 体外 只 有 一 个 点 源 或 点 涡 而 言 的 ,但 很 容易 直接 推广 到 有 nn 个 
源 或 涡 的 情形 . 只 需 在 式 (6.4.14) 中 用 wj 和 vj 分别 代替 wi 和 六 ,用 9 代替 qi (或 
用 工 ) 代替 古 ) ,然后 对 j 求 和 即 可 . 


6.5 一 维 翼 型 . 库 塔 (Kutta) 条 件 


二 维 团 型 绕 流 问题 在 航空 和 叶轮 机 械 中 有 重要 应 用 .所 谓 噬 型 是 这 样 一 种 柱 
体 的 横 剖 面 如 网 6. 20 所 示 , 其 特征 是 周 线 后 部 有 一 个 锐角 , 称 为 涡 型 的 后 缘 . 本 贡 


先 研究 任意 二 维 翼 型 的 一 般 理 论 , 然后 讨论 一 种 典型 的 性 型 一 癸 可 夫 斯 基 
加 型 . 
6.5.1 塔 条 件 

研究 翼 型 的 绕 流 问题 ,可 以 先 把 它 变 换 成 一 个 圆 . 但 是 北 型 上 的 角 点 是 保 角 变 


换 的 奇 点 ,在 这 点 上 变换 是 不 保 角 的 . 在 这 个 角 点 邻 域 近似 于 绕 角 流动 . 当 把 它 变 
换 到 赔 上 相应 点 的 邻 域 时 ,变换 公式 近 EE 似 为 
4(5- 51) 了 了 ， A 为 实数 ， (6.5.1) 


dz/dg5 = A et 一 5) 有 


册 


之 ZI 


其 中 z7 是 慢 坝 后 缘 的 坐 标 , 5 是 圆 上 的 上 映射 点 .由 该 变换 式 (6.5.1) 可 以 发 现 . 当 
zr 点 附近 翼 型 上 一 点 4 沿 改 型 曲线 转 到 8B 点 时 , 绕 了 2x 一。 角度 ,在 相应 的 加 上 
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图 6.20 后 缘 点 邻 域 变换 示意 图 
(dz/d5)7 一 0， 当 5 > 57 时. 
从 共 轿 复 速 度 
dW\ _ /dW |/dz - ， 
(至 ) = (至 ) /和 ) (6.5.2) 


可 知 , 当 (dz/d5)，= 0 时 ， (> ) 或 者 为 无 穷 大 , 或 者 为 有 限 值 , 这 取决 于 
(全 ) 的 大 小 .只 有 当 (dW/d5)7 也 同时 为 零 时 , (> ) 才 可 能 为 有 限 值 

库 塔 条 件 是 ,在 相 型 绕 流 中 ,气流 只 能 以 有 限 的 速度 平滑 地 流 经 后 缘 居 点 .从 
以 上 分 析 可 知 , 当 库 塔 条 件 成 立时 ,在 变换 平面 的 圆 上 相应 点 $7 一 定 是 个 驻 点 (图 
6.21(2)). 由 式 (6.3.7) 可 得 


dW\ _ i dae'" i 1 
(5) ,Ve 
即 
T= 4ra | V. | sin(o + pb), (6.5.3) 


其 中 已 令 Er 一 向 = ae 
将 下 值 代 人 式 (6.4.5), 得 到 作用 在 辟 型 上 的 力 为 
X+iy = 4roa | V, lzei(eE)sin(a + P). (6.5.4) 
当 来 流 攻 角 a = -8B 时 , 绕 光 型 的 速度 环 量 为 零 , 波 型 升力 为 零 ,此 时 称 为 零 升 力 攻 
角 au 
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[=4nxaly,lsin(a+pB) 
27 


T>4nalV,lsin(G+pB) 


~ 
3 
) 物理 平面 全 ) (b) 变换 平面 


图 6. 21 不 同 环 量 的 流 谱 , 根 据 库 塔 条 件 ,只 有 情形 (2) 才 符合 实际 流动 状态 
作用 在 履 型 上 的 力 对 任意 参考 点 的 矩 为 


M: = Mu — RLizo( X -iiy7)]， (6.5.5) 
其 中 M, 是 对 坐标 原点 的 抢 . 将 式 (6.5.4) 和 (6.4.6) 代入 上 式 , 整 理 后 得 
M- = 2xp | Vs frmilc -ae (的 一 ze 十 Q05 一 zo)e2) 
(6.5.6) 


从 拉 普 拉 斯 方程 解 的 唯一 性 知识 可 知 对 于 双 连 通 域 ,除了 给 定 边 界 条 件 外 ,还 
必须 给 定 “ 环 其 ”条 件 , 解 才 是 是 叭 一 的 .从 式 (6.5.3) 可 知 , bo, 月 ,a 等 都 与 潍 型 的 外 
形 有 关 . 所 以 ,根据 库 塔 条 件 可 知 , 当 相 型 外 形 和 来 流 条 件 确 定 以 后 .这 个 环 量 就 唯 
一 地 确定 了 . 

由 于 库 塔 条 件 在 怕 型 设计 与 数值 计算 中 的 重要 性 ,常用 到 一 些 等 价 于 库 塔 条 
件 的 推论 ,例如 : 

(1) 如 果 后 缘 夹 角 不 为 零 , 则 离开 尖 角 的 流 线 一 定 切 于 后 缘 夹 角 的 平分 线 的 
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延长 线 上 ; 

(2) 除非 后 缘 夹 角 为 零 , 后 缘 处 一 定 是 驻 点 

(3) 后 缘 附 近 , 离 后 缘 等 距 的 上 下 翼 面 处 流速 相等 ， 

以 上 研究 的 是 定常 流 的 库 塔 条 件 . 在 非 定 常 流 动 中 ,究竟 应 如 何 正确 提出 后 缘 
库 塔 条 件 , 还 是 一 个 正在 研究 中 的 问题 .“ 


6.5.2 儒 可 夫 斯 基 ( 冰 ykobckzg) 翼 型 


上 小 节 讲 述 了 避 型 的 一 般 理论 . 规 在 我 们 研究 一 个 具体 由 型 的 例子 ,这 是 保 角 
变换 应 用 于 可 型 理论 的 一 个 经 典 例子 . 
式 (6.3.4) 表示 了 将 任意 外 形 柱 体 变换 成 圆 的 一 般 形式 ,所 以 有 


和 = 1 > E+. (6.5.7) 
和 若 上 式 可 写成 如 下 形式 
dz/d¢ = (1 2)( 芭 )…( 2). (6.5.8) 


该 变换 有 个 奇 点 .51,…, 5 ,由 于 式 (6.5.7) 要 求 二 的 系数 为 零 ,所 以 应 有 附加 


大 
条 件 >, 5， = 0. 侍 可 夫 斯 基 变换 是 其 中 最 简单 的 一 种 , 它 取 上 式 前 两 项 ， 
旺 = (0 多)0- 区) 


de 加 6 
其 中 5 = 一 5 = c, 且 为 实数 .所 以 
加 人 
= (6.5.9) 
这 就 是 儒 可 夫 斯 基 变 换 式 .从 上 式 可 知 , 当 上 =+c 时 ,(dz/d5), .= 0, 是 变换 的 奇 
不 .变换 要 求 在 物理 平面 上 这 两 个 奇 点 在 物体 内 部 ,或 者 在 周 线 上 .但 不 能 在 周 线 
外 部 .同时 要 求 物 体外 部 对 应 于 圆 的 外 部 . 所以, 反 函 数 
5 = BE + 3 Vz A (6.5.10) 


只 能 取 + 号 的 那个 单 值 分 支 ， 
当 圆心 在 不 同位 置 时 ,该 变换 可 以 对 应 于 不 同 的 物体 外 形 . 圆心 位 置 56 一般 


* 事实 上 ,采用 无 黏 流 近似 时 , 非 定常 机 可 绕 流 在 后 缘 会 有 涡 层 拖 出 .由 型 上 下 表面 的 流 线 一 定 在 后 
缘 会 合 . 涡 层 两 侧 的 压力 也 必须 相等 ,这 些 都 可 作为 非 定常 库 塔 条 件 . 数学 形式 如 何 给 定 , 要 看 具体 问题 
而 定 . 
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可 表示 成 
bo = Ac+if(l+A). (6.5.11) 
阅 周 上 任 一 点 可 写成 (图 6.20) 
C= C+aes. (6.5.12) 
根据 翼 型 的 特点 和 Kutta 条 件 要 求 ,我 们 选择 “ = c 作为 后 缘 点 , 即 它 是 圆 与 正 实 
轴 的 交点 . 相应 于 物理 平面 上 后 缘 点 在 正 实 轴 x = 2c 处 . 由 几何 关系 可 知 ( 见 
侨 | 6.20) 
a= (1+A) Ve +f. (6.5.13) 
(1) 当 = 0(X=0,f =0),a = c 时 ,加 灾 换 成 平板 (图 6.22). 


图 6.22 ” 贺 变 换 成 平板 
代入 式 (6.5.12) 和 (6.5.9), 得 
5 = ce ， Zz = 2ccosG. (6.5.14) 
半径 为 c 的 圆 对 应 于 z 平 面 实 轴 上 从 -2c 到 2c 之 间 的 割 线段 .此 时 除 后 缘 z = 2c 
是 奇 点 ,前 缘 z = - 2c 也 是 个 奇 点 . 
(2) 圆 变 接 成 椭圆 . 
5 =0,a>c. 将 5 = ae 代入 式 (6.5.9) 可 得 到 


= CC 
x (e+ ~ )cos0, 
CoN 
y= (a 一 S$ )sing, 
这 等 价 于 
2 2 
1 y=1. (6.5.15) 


所 以 半径 为 a 的 圆 变换 成 长 半 轴 为 al = a + 所 , 短 半 轴 为 bi1=a- 和 的 椭圆 ; 反 
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之 ,长 半 轴 为 gw 和 短 半 轴 为 b, 的 椭圆 变换 成 半径 为 a = 六 (al + bi) 的 圆 ,以 及 


c = 去 VG 到. 反 变 换 只 取 式 (6.5.10) 的 + 分 支 ,以 保证 椭圆 外 部 变换 成 贺 的 


外 部 (图 6.23). 


图 6.23 ”椭圆 外 部 变换 成 圆 的 外 部 
(3) 5 和 关 0,)=0, 圆 变换 成 圆 中 (网 6.24). 


2ccsc2B 


-2ccot26 一 
图 6.24 圆 变换 成 圆 弧 
此 时 圆心 5% = 让 在 虚 轴 上 ,az = c* + 户 ,a = csecp, 故 圆 与 实 轴 交 于 《= 
+ c 两 点 .由 式 (6.5.9) 可 知 
arg(z ~ 2c) ~ arg(z + 2c) = 2[arg($ ~- c) — arg(¢ + c)]. 
由 图 6.24 可见 , 当 $5 是 实 轴 以 上 圆周 部 分 上 的 任 一 点 时 ,arg(5-c)-~arg(&+c) 


= B= (于 -8)= 常数 ;同样 , 当 & 在 实 轴 以 下 圆周 部 分 上 时 ,arg(5 - c) - 


。 193 。 


arg(5+c) = 一 (到 +B)= 常数 由 此 可 知 .这 两 段 圆周 变换 成 z 平面 张 在 | x | 过 


2c,y = 0 驳 上 的 同一 段 圆 踊 的 上 下 表面 .z 平面 上 圆 踊 上 表面 所 对 应 的 圆周 角 为 
2 ,其 下 表面 圆周 角 正 是 (2@ - 2r) ,上 下 表面 幅 角 相差 2x, 是 绕 过 圆 弧 端点 帆 
的 改变 值 .圆心 为 -12c。，cot 2B, 半 径 为 2c，csc 2P. 圆 产 的 弦 长 为 4c, 弧 最 大 弯 度 为 
2f, 所 以 ,f( 或 者 B) 又 称 为 翼 型 的 弯 度 参数 . 圆 弧 的 升力 系数 从 式 (6.5.4) 可 知 为 
[1X+iY| sin(a + 有 ) 
Bolv. 1 de cosB 


(4) 5 关 0,f = 0, 圆 变换 成 对 称 贾 型 (图 6.25). 


CL = = 2x (6.5.16) 


图 6.25 圆 变 换 成 对 称 翼 型 


此 时 所 = 一 XC, 同心 在 负 实 轴 x = 一 x 处 ,所 以 B= 0,X = 全 一 5. 竟 需 周 线 的 
坐标 为 
. 这 、 (a 
z= (Ac+ae") 一 


当 4 安 1 时 ,近似 为 
X 2 2ccOSG ， 
y 2 Ac(2sin6 — sin 26). 

由 此 可 风 , 当 A 安 1 时 ， 对 称 浇 型 的 骇 长 近 : 似 为 4c ,最 大 厚度 在 6 = 2r/3 处 ,有 
2ymx = 3V3cA. 所 以 A 义 称 为 厚度 参数 .从 式 (6.5.4) 得 到 对 称 凤 型 的 升力 系数 为 
|XX+iY| 
3501 V- 1，4c 


其 中 TT 一 = 2ymx /ce , 称 为 厚 度 比 . 
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(6.5.17) 


CC = X27 sina(l + 0.777), (6.5.18) 
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(5) 颂 可 夫 斯 基 杰 型 (图 6.26). 


图 6.26 圆 变换 成 儒 可 夫 斯 基层 型 


当 如 关 0,4 关 0,f 关 0, 圆 变换 成 一 个 
“豆芽 ”型 周 线 ,很 像 低 速 飞机 机 村 的 性 剂 
面 , 它 是 由 傅 可 夫 斯 基 变 换 得 到 , 故 称 依 可 
夫 斯 基 愤 型 . 它 的 形状 主要 巾 弦 长 .最 大 弯 
度 和 最 大 厚度 一 个 要 素 确 定 . 对 于 薄 翼 ,AP 
之 1,4 < 所 1. 纺 长 近似 为 4c. 由 式 (6.5.4) 
得 升力 系数 为 
Ci = I |X+iY| 

了 | V» |* .4c 


当 小 攻 角 时 
Cr 2n(a +t PB). (6.5.19) 
升力 系数 与 攻 角 呈 线 性 关系 .图 6.27 是 理 
论 值 与 实验 值 的 比较 ,两 者 在 零 升 力 附近 
是 相当 符合 的 
泗 戏 、 小 攻 角 时 对 原点 的 力矩 由 式 


= 2x sin(a + BP). 


(6.4.7) 得 到 -0110 5 0 5 10 15 
M, 二 一 4xp | Vs | Ca . 6.27 儒 可 夫 斯 基 事 型 升力 系数 
换 成 对 前 缘 的 力矩 Mu = Mu + 2c ,力矩 系数 
Ce = Mu: = Co + 5 Cr ~ SCa + 28). (6.5.20) 


5 | Vdcey 
由 升力 和 力矩 系数 还 可 定义 一 个 压力 中 心 
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Cn 1 a + 28 < 

xc (6.5.21) 

从 式 (6.5.18),(6.5.20) 和 (6.5.21) 可 得 出 结论 ,对 于 小 攻 角 薄 翼 ,升力 系数 的 斜 
率 近 似 为 2r, 对 前 缘 有 一 个 低头 力 和 矩 . 平 直 翼 压力 中 心 距离 前 缘 约 在 1/4 弦 长 处 . 


6.5.3 前 缘 吸 力 . 平板 绕 流 
| 地 , 儒 可 夫 斯 基 变 换 式 (6.5.9) 可 将 圆 变换 成 平板 ,变换 式 为 
C= (2+ Vz — 4c:), 


于 
于 |- | {(z+vVz -dc e+(z-vVz -4 )ee1 + 站 mtz + V2 — 4c*), 


和 


W(z) = 
(6.5.22) 
矿 值 以 式 (6.5.3) 代入 .得 共 生 复 速度 为 
WwW ， 
a =|V.| (cosa 一 ji -一 2sina】 (6.5.23) 
作用 在 平板 | 的 力 为 
(6.5.24) 


X=-4xec IV |:sina, Y= 4roc |V. |*sinacosa. 


升力 
L = ycosa - Xsina = pV, | ITI; 
阻力 
D= Ysina + Xcosa = 0. 
这 里 立刻 发 现 -- 个 有 趣 的 情形 ,因为 所 有 作用 在 平板 上 的 压力 都 垂直 于 平板 . 
学 么 沿 平板 方向 的 合力 分 量 XX 过 0( 前 缘 吸 力 ) 是 从 哪里 来 的 ?我 们 知道 ,平板 前 缘 
在 保 角 变换 中 是 个 变换 奇 点 . 库 塔 条 件 只 保证 了 后 缘 速 度 有 限 . 前 缘 不 满足 库 塔 条 
件 , 理 论 上 应 有 无 限 大 速度 ,然而 ,实际 的 平板 总 有 一 定 的 厚度 .前 缘 有 一 定 钝 度 ， 
那里 流速 非常 大 ,按照 伯 努 利 定理 ,在 前 缘 充 分 小 的 面积 上 将 受到 一 个 很 大 的 负 
太 , 这 就 是 “前 缘 吸 力 ” 的 来 源 . 
若 令 z = z+2c, 式 (6.5.23) 可 写成 


9 = | Y。 | (cosa + Esina). 


在 前 缘 附 近 z ->0. 上 式 中 起 主导 作用 的 项 是 含 (z')!'? 的 项 ， 将 与 (z 2 同 | 
趋 于 无 穷 大 .所 以 对 于 具有 外 角 为 2x 的 尖 前 缘 的 薄 喷 ,前 缘 附 近 复 可 近似 写成 
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dW _ A 
gz 二 f(z ) 十 J 
其 中 f(z ) 在 前 缘 处 是 解析 的 ,A 为 复 系数 . 

让 以 前 缘 为 圆心 ,Fr 为 半径 作 小 圆 ,将 布 拉 修 斯 公 
式 应 用 了 于 小 圆周 上 (图 6.28)， 5 


， dW 
(X’ iY = Zied( 92”) dz 


(6.5.25) 


LE 
图 6.28 求 前 缘 吸 力 示意 图 
把 式 (6.5.25) 代入 上 式 , 得 到 
(X -iY Le =- rpA’, (6.5.26) 
这 就 是 计算 前 缘 吸 力 的 公式 .对 于 平板 ， 
= V4Ac | Vs, | sina. 
所 以 Yu= 0,XXie = 一 4xec| V。l2sinu ,与 式 (6.5.24) 完全 一 致 . 
平板 是 条 割 线段 .如 网 6.29a 所 示 , 当 PP 分 别 从 轰 面 上 、 下 方 趋 近 沟 面 .市 式 
(6.5.23) 可 知 
一 区 
2C 十 区 
0UCxX.0)=0(-2c 近 xx 过 2c). 
由 此 可 见 , 罕 过 愤 面 上 下 方 的 切 向 速度 间断 ,法 向 速度 连续 ,这 正 是 涡 层 的 特性 .所 
以 平板 可 以 用 (- 2c,2c) 之 间 的 涡 层 代 赫 , 涡 量 分 布 为 (图 6.29b) 
2C 一 其 
2C +X 


平板 后 缘 速度 有 限 ,y(2c) = 0, 满 足 库 塔 条 件 .前 缘 速 度 无 穷 大 . 


u(x,0:)=| VV. i (cosa + sina ) ,| 


(6.5.27) 


(6.5.28) 


YX) = Ux0 ux0) =-2|V, | sina 


O x 
图 6. 29a 求 平板 上 下 表面 的 速度 示意 图 图 6. 29b 用 涡 层 分 布 代替 平板 
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6.6 不 可 压缩 轴 对 称 无 旋 流 动 


6.6.1 轴 对 称 无 旋 流 动 的 控制 方程 


轴 对 称 流动 是 常见 的 流动 形式 之 . 所谓 轴 对 称 流动 是 指 在 通过 对 称 轴 的 所 
有 子午 面 内 的 流动 图 像 完全 相同 的 流动 . 娄 想 流动 是 轴 对 称 的 .物体 外 形 首先 必须 
是 轴 对 称 的 .如 零 攻 角 的 旋 成 体 绕 流 是 一 种 轴 对 称 流动 .但 是 有 攻 角 的 旋 成 体 绕 流 
却 不 是 轴 对 称 流动 . 研究 轴 对 称 流动 通常 用 柱 华 标 Cc,2,.z) 或 球 华 标 (r .0,98) 较 
为 方便 . 若 令 92 为 子午 角 .对 于 轴 对 称 流动 , 任 一 物理 量 只 能 是 三 = /(o.z) 或 /= 
/7.0) .WY 三 0. 


如 前 所 述 ,不 可 压缩 无 旋 流动 的 速度 势 满足 拉 普 拉 斯 方程 Y*9 = 0. 对 于 轴 对 
称 流 动 , 它 在 柱 坐 标 和 球 坐 标 下 为 


344+ 工 中 199 -0( 柱 坐标 )， 
OOo” oo 9z . 
(6.6.1) 
», = 2. = oF, | 
”和 ae ° Oz 
以 及 
ca21 2 1ald ») |- A 
Dr ror rar /a 0 ( 球 华 标 )， | 
(6.6.2) 
82 ，-_ M1-/ op | 
r Dr ?oH r Ey 


其 路 = cos0. 

不 可 讨 缩 轴 对 称 流动 从 连续 性 方程 可 以 定义 一 个 斯 托 克 斯 流 呆 数 ( 见 4.7 
节 )W. 将 它 代入 涡 量 定义 式 Y xD = 四 ,就 能 得 到 流 函 数 满足 的 方程 . 当 涡 量 为 零 
时 ,用 流 表 数 表示 的 轴 对 称 无 旋 流 方程 为 


oO ov 1 2 
+ = 坐标 )， 
Oz Go- 0 Oo 0 ( 柱 沈 标 ) | 


y= 4 :1% | 


oc oz II Oo 


(6.6.3) 


以 及 
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Ar’ rr of 
1 上- 1% 
r*sin0 0 产 ou 
wl 
rsing or rv or 

需要 指出 的 是 , 势 隧 数 9 的 方程 (6.6.1),(6.6.2) 和 流 函 数 少 的 方程 (6.6.3) 
或 (6.6.4) 之 间 不 能 像 平面 无 旋 流 那 样 利 用 复 速度 势 来 求解 .因为 轴 对 称 流 中 的 9 
与 部 不 是 平面 调和 函数 .在 轴 对 称 流动 中 一 般 常用 的 方法 有 两 种 :一 种 是 分 离 变 
量 法 , 二 是 奇 点 法 . 

势 函数 应 满足 一 定 的 边界 条 件 . 当 无 穷 远 处 流体 静止 时 


9 一/) 29 -= 0( 球 坐标 )， 
2 


v, 三 


(6.6.4) 


V9 .>0 或 者 9 一 const， 当 广 -> co 时 ， (6.6.5) 
在 物体 表面 要 满足 无 穿 透 条 件 , 即 
1。Vo = 有 严 。 吕 . (6.6.6) 


其 中 U = U(1) 是 物体 的 瞬时 速度 . 
流 函 数 应 满足 的 边界 条 件 是 , 当 无 穷 远 流体 静止 时 ,应 有 
I | Vo | > 0， 当 y -> oo 时 . (6.6.7) 
当 坐 标 系 与 无 穷 远 静 止 流体 头 结 在 一 起 时 ,要 确 定 运 动物 体 表 面 上 应 满足 
的 边界 条 件 比 较 麻 烦 , 由 图 6.30 表示 的 几何 关系 有 


sina = do 
ds 
设 物体 沿 z 轴 的 负 方 向 运动 ,速度 为 U, 物 体 表 和 面 的 运动 速度 的 法 向 分 量 为 
Un = Using = vg. (6.6.8) 
男 一 方面 ,通过 4B 旋 成 面 流体 的 流量 为 o 他 
2noAs * Vn 二 二 2r(0p pia), 
所 以 
vy ,=v.n=- 1 ‘6.6.9) 
0 OS 


T+AT 


在 物 面 上 vn = Un. 联 立 式 (6.6.8) 和 式 


(6.6.9) 得 0 z 


J =- 3 Us + const (6.6.10) 图 6.30 ， 求 少 物 面 边 界 条 件 示意 图 
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常数 可 以 忽略 掉 . 上 式 对 柱 坐 标 系 成 立 . 对 于 球 坐 标 系 ,o = rsin9, 表面 边界 条 件 


p= - Ursin 0. (6.6.11) 
如 果 坐 标 系 与 物体 相 固 联 在 --- 起 ,物体 表面 应 是 瞬时 流 线 ,于 是 在 物 面 上 、 
yp = const, (6.6.12) 
而 在 无 穷 处 则 有 
y = Ue 或 y= 二 rsin 0. 


6.6.2 ”用 分 离 变量 法 解 ” 和 少 的 控制 方程 

(1) 球 调和 函数 

若 我 们 选用 球 坐 标 来 求解 问题 ,首先 分 离 变量 PCr,A) = RCr)P(A) .代入 球 
坐标 的 势 函 数 方 程 (6.6.2) ,分 解 后 为 


d _ .2y dP 、 < 
dl! 4 ) S| taP =0 (6.6.13) 
及 
di1 ydRI 、 
总 人 | AR = 0. (6.6.14) 


由 二 阶 常 微分 方程 理论 可 知 ,只 有 当 特 征 值 和 4 = n(n + 1).n = 0.1,2,… 时 , 式 
(6.6.13) 才 有 在 4 = 1 点 正则 的 解 .该 方程 称 为 勒 让 德 (Legendre) 方程 ,相应 的 解 
为 n 阶 勒 让 德 多 项 式 


1 d’ 
2"p1 dy 


P, (4k) = (42 — 1)", (6.6.15) 


其 中 = 1,PCo) = 六 Pr) = 二 (3e -1),.P,Co) = (5p 一 340 se 


至 于 式 (6.6.14) 的 解 , 对 于 非 负 整数 n ,存在 两 组 独立 的 解 R =r" 和 R = 

rr "0, 故 9 的 通 解 为 
p= PAsr DY + Bar")P, C1). 
事实 上 .对 于 非 负 整数 4， 
p= PK) 和 有 2p，= 产生 PCA)， (6.6.16) 

通常 分 别称 为 n 阶 和 人 负 n 阶 球体 调和 函数 ,它们 都 是 拉 善 拉 斯 方程 的 基本 解 . 

以 一 个 半径 为 a 的 圆 球 , 几 速度 U(1) 在 无 界 流体 中 运动 为 例 . 设 无 穷 远 流 体 
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静止 , 圆 球 球 心 的 瞬时 位 置 正好 与 静止 坐标 系 原 点 重合 , 球 坐 标 轴 正 方向 与 球 运 动 
方向 一 致 .由 式 (6.6.6) 得 到 球 表面 边界 条 件 为 
(学 ) = LUcosg = Uk. 
在 上 -> 处 ,9 为 有 限 值 .满足 无 穷 远 和 球面 边界 条 件 的 解 是 
B=0,， As=As=As=.…=0 及 4=- Ua’. 
求 得 的 解 为 
9 = 二 Ua’ 030. (6.6.17) 


若 想 用 流 商 数 方程 (6.6.4) 求解 问题 . 与 上 述 方法 类 似 . 分 离 变量 多 = R(r) 
9(CA) ,代入 方程 (6.6.4) ,得 


rdR 
一 > 二 十 1 ， 
dry? nin ) 
其 解 为 r 和 1 而 
2 
-pO n+1)0=0. 


dy’ 
我 们 会 发 现 第 二 个 方程 并 不 是 勒 让 德 方程 .但 是 ,容易 验证 :只 要 邻 B, (4) = (1 - 


2) .0, Cy) 就 能 满足 上 面 的 8 方程 , 故 可 得 出 y 的 通 解 为 


$= DA + Bre) pe) 9 (6.6.18) 


n= 


仍 以 上 述 山 球 运动 为 例 , 满 足 边界 条 件 (6.6.7) 和 (6.6.11) 的 解 为 :;B，= 0， 
Ao = As = … = 0,4) = 壮 Uas， 


-1 3 工 一 AH dP! 1 3 Sin20 
y 5 Ua 7 dx = 二 Ua 六 (6.6.19) 


实际 上 ,我 们 并 不 需要 求解 流 函 数 方程 ,直接 利用 式 (6.6.2) 和 (6.6.4)2 和 y 
的 关系 ,立刻 可 以 得 到 与 9 和 q_, 对 应 的 y 的 球体 调和 函数 


一 1 nt] 2 dP, (£4) - 一 1 -nt 2 
p, A 十 1 (1 A ) dx 和 Wa nv” (1 A ) 


在 上 述 圆 球 运 动 的 例子 中 ,如 果 我 们 要 从 伯 努 利 方程 求 出 表面 压力 分 布 , 应 注 
意 到 UC1) 随时 间 变 化 时 ,运动 是 非 定常 的 ,必须 要 考虑 到 非 定 常 效应 项 3p7/81. 
一 般 情 形 下 , 圆 球 球 心 不 与 坐标 系 原点 重合 时 ,速度 势 式 (6.6.17) 应 写成 
1 :Us(x—x,) 
24 ry 


二 (6.6.20) 


OP = (6.6.17’) 
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,UC(1) = 和 是 球 运动 速度 ， 若 记 xX =X 一 xn 


站 » 


其 中 Xo 是 球 心 * A 


则 22 = 如 ,名 = 总. 所 以 


Bx; Ox; ax， 
ep mr3xa 、、， 
= 有 = 到 人 U;), (6.6.21) 
oF _ 1 了 dU; 1 aU OX ; 上 1 ,; 3U;x; Or 
ot 2 dt 2 rr’ or 2 ri Or 
OX i dxo: OF x 一 
尺 = i 一 ,SF -2x - 号 
因为 at dt U; af r U; 代入 上 式 人 
ap __ 1x dU 1 a /3xxUj | 
FV 
将 式 (6.6.21) 入 上 式 得 到 
ap 1 xd 、 
3 2 4 pd viU,;, (6.6.22) 
故 虑 到 式 (6.6.17 ), 上 式 义 可 写成 
Be _ 9F 0 
3 = SU- U.V?. (6.2.22’) 


将 吕 和 wu 表达 式 代入 非 定常 伯 努 利 方程 (5.2.13) .整理 后 得 


p= ps+ OU (9cos’0 5) 十 1 pa .dU 


2 di 
(2) 柱 调和 函数 
对 于 非 加 球形 轴 对 称 流 动 辣 是 题 ,用 柱 坐 标 系 有 时 较 方便 . 柱 坐 标 下 拉 普 拉 斯 方 
程 为 式 (6.6.1) ,应 用 分 离 变量 , 仿 


(6.6.23) 


WP 一 er4X(Cz)， 
则 x 满足 零 阶 贝 塞 尔 (Bessel) 方程 
d: 


之 + 二 7 2X = 0. (6.6.24) 

当 o 一 0 时 的 有 界 解 是 由 于 尔 了 国 数 JoCKc) 于是. 柱 华 标 下 拉 普 拉 斯 方程 的 两 
个 基本 解 为 

人 = eeJCKko)， (6.6.25) 

常 称 之 为 柱 调 和 范 数 . 利用 速度 分 量 中 2 和 的 关系 ,可 得 到 相应 的 流 也 数 为 

pw =o Ceo) =+ ge J (ko). (6.6.26) 


此 处 JiCo0 二 让 [620] 
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(3)* 椭 球 调和 函数 

关于 椭 球 在 流体 中 的 运动 ,采用 椭 球 坐标 比较 方便 .但 是 这 个 问题 相当 复杂 . 
这 里 只 讨论 一 个 最 简单 情形 : 椭 球 沿 对 称 轴线 方向 运动 时 产生 的 轴 对 称 无 旋 流动 . 
此 处 椭 球 是 椭圆 以 长 轴 为 对 称 轴 线 旋 转 形成 的 旋 成 体 . 

在 6.2 节 中 我 们 曾 给 出 过 椭圆 绕 流 的 复 速 度 势 表达 式 (6.2.16) ,如 果 我 们 把 
那里 的 x 和 y 改 成 柱 坐 标 (z,o) 由 和 8 形成 新 的 正 交 曲线 坐标 (&,7) ,它们 之 间 
的 变换 是 保 角 的 ,于 是 有 


z= (a*— b*)'*chécosy, | 
o = (a — b:)!2shésinn. | 
§ 等 于 常数 是 一 族 共 焦 椭圆 .其 中 a .b 分 别 为 椭圆 的 长 半 轴 和 短 半 轴 . 所 以 (5,7) 
称 为 椭圆 坐标 . 利用 这 种 坐标 , 椭 球 上 上 的 边界 条 件 容易 处 理 . 
将 柱 坐 标的 流 函 数 方程 (6.6.3) 变换 成 以 (和 .7) 为 自 变数 后 ,方程 变 成 


(6.6.27) 


a/l1a\, ao/l%y . 
(3 FE)+ (3 37)= 0， (6.6.28) 
其 中 (8,7) 由 式 (6.6.27) 给 出 .引入 分 离 变 量 
% = F(E)sin: 7y, 
上 式 化 为 一 个 二 阶 常 微分 方程 
d/F\ 2F _ 
de (ha) she 0 (6.6.29) 


它 的 两 个 积分 常数 由 无 穷 远 条 件 式 (6.6.7) 和 物体 表面 条 件 式 (6.6.10) 定 出 ,在 椭圆 
坐标 (5,7) 下 , 式 (6.6.10) 化 为 


y 二 Ua 一 b’)sh’ 6osin2 7, (6.6.30) 


其 中 5 是 椭 球 表面 坐标 


ca = (42) (6.6.31) 
最 后 ,符合 内 外 边界 条 件 的 解 为 


Ub’(ar — b’*)sin 7 < 
J = (ché + shelinth 广 外、 


一 2 2 172 oo 
ala’ ~ br) + prln|® 2 b’“) | 2 


， 203 。 


流体 力学 加 GOGCDG CT 


Ub’* coOs7 ( 
a— (a — b2)3 
p | 


_ 三 
p= 1+chslnth 方 ) 


a(a2 - 有) 二 + 有 21n 


可 称 为 轴 对 称 流 情 形 下 的 椭 球 调和 荫 数 . 
6.6.3 ” 奇 点 法 (反问 题 ) 


在 2.6 节 中 已 给 出 过 空间 无 旋 流 的 几 个 满足 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 ,如 点 源 
和 偶 极 子 . 有 时 我 们 也 把 它们 称 为 奇 点 . 与 平面 无 旋 流 --: 样 ,也 可 以 由 基本 解 迭 加 
得 到 空间 无 旋 流 . 如 果 我 们 先 给 定 奇 点 的 分 布 ,再 寻找 这 种 流动 与 什么 样 的 物体 绕 
流 问 题 相 对 应 ,这 称 为 反问 题 .如果 是 给 定 物体 外 形 , 求 找 相应 的 奇 点 分 布 , 称 为 正 
问题 . 一 般 地 说 ,反问 题 局 限 性 较 大 ,但 也 并 非 没 有 意义 

(1) 兰 金 (Rankine) 卵 头 体 (均匀 流 与 点 源 迭 加 ) 


在 坐标 原点 有 一 个 点 源 , 均 匀 来 流 平 行 于 x 轴 从 左 向 右 流动 .这 两 种 简单 流 迭 
加 的 流 隙 数 为 
py = 1 Ursin0 - Qcosg + const, (6.6.32) 
2 4 
以 及 速度 为 
v, 二 1 89- = Ucos0 十 re 
r*sing 230 4rr 、 
1 oy - (6.6.33) 
0 rsing Or = Using. | 


可 以 发 现 , 在 x 轴 上 ,x = 一 Vgq/4xU 处 是 一 个 驻 点 . 令 过 驻 点 的 流 线 为 $= 0, 定 
出 常数 等 于 - g/4x. 式 (6.6.32) 成 为 


y = FUr: sin20 一 rea! + COsO). (6.6.327) 


二 这 在 旺 点 形成 的 分 支流 线 旺 来 流 与 上 源流 出 的 流体 的 分 界面 .我 们 把 该 分 界 
面 看 成 是 物 面 , 称 为 兰 金 卵 头 体 (图 6.31) ,其 物 形 方程 为 


22 
X(0) = Be 十 cos0) | cot0 .| 


， > (6.6.34) 
_ Tq 2 
Y(0) = [a cos0) | . | 
在 无 穷 远 下 游 , 廓 线 的 渐 近 线 为 (图 6. 32) 
9 
Y(0)—h= (4) ， 当 -> ,0->0 时 . (6.6.35) 
二 
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控制 而 


6.31 兰 金 卵 头 体 


图 6.32 兰 金 卵 头 体型 线 ,表面 速度 和 压强 分 布 


物 面 压强 分 布 由 伯 努 利 方程 求 出 ,为 
C 三 工 一 |( 喇 ) 十 (¥) | 二 一 2cosOsin’ — sin’ 9. (6.6.36) 
从 图 6.32 可见, 在 x/h 这 3 以 后 ,压强 已 基本 恢复 到 来 流 压力 .这 就 是 为 什么 皮 托 
管 的 静 压 孔 要 开 在 离 头 部 3 ~ 8 倍 直 径 的 道理 . 
若 以 原点 为 球 心 作 一 个 半径 为 民 的 球面 , 记 流 体 中 的 那 部 分 球面 为 $: ,球面 
切割 出 的 物体 那 部 分 表面 为 $s. 以 $1 和 Ss 为 控制 面 ,流出 控制 面 的 流体 x 方向 的 
动量 通 量 为 


AM = P|u(lucoso + usin0)。2rRsin0d0. 


u 


对 于 充分 大 的 Ru 之 U + 本 cosb， VS 1 RisinO, 代入 上 式 后 得 到 M. 过 
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本 09U ,因为 当 民 器 时 ,Rsin0 一 =Cq/xU 六 .控制 面 外 流体 作用 在 S$ 面 上 


的 方向 的 分 力 为 


F, = | 六 十 oo J (Cu + 2) eos 。27R2sinpgdb 


依据 动量 定理 、 


于 pqU = Ft R, = + 0 +R, 


R、 是 物 面 Ss 对 控制 面 流 的 x 方向 作用 力 . 所 以 物体 受到 的 阻力 为 


D = 站 = p= A. 


由 式 (6.6.35) 知 .A = xh* = 9g7U 是 半 无 穷 长 体 远 下 游 的 横 蕉 面积. 若 把 该 半 无 
穷 长 物体 放 在 静止 流体 中 时 , 它 也 受到 同样 大 小 的 作用 力 . 换 句 话 说 ,流体 流动 对 
它 没 有 施加 附加 的 力 . 流 动 引起 的 纯 阻 力 为 零 ! 这 个 结论 对 其 他 外 形 半 无 穷 长 体 也 


基 正 俑 的 . 
(2) 兰 金 卵 球体 (均匀 流 + 点 源 + 点 汇 ) 
在 x 轴 上 相距 原点 为 +d 的 位 置 分 别 有 一 个 点 源 和 点 汇 , 均 匀 来 流 平行 于 x 
轴 , 其 他 参数 见 图 6.33, 这 种 复合 流动 的 流 卫 数 为 
dcoSO , qcos0s (6.6.37) 


7 2 
p= Ur sin 1 4x A 


图 6.33 兰 金 卵 球体 的 其 他 参数 
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与 问题 (1) 相同 ,可 确定 出 = 0 的 一 条 流 线 , 它 由 对 称 轴线 上 |x | 全 qd 的 部 
分 及 从 驻 点 分 义 的 流 线 组 成 ,本 例 的 分 支流 线 是 封闭 的 .它们 在 x 轴 上 另 一 个 驻 点 
处 汇合 .以 该 封闭 流 线 为 母线 的 旋 成 体 . 称 为 关 金 卵 款 体 , 其 型 线 方程 为 
COsSO1 — cosO = 人 入 sin0， ， 
对 应 于 不 同 的 Ud*/g 值 ,有 一 族 卵 球面 . 我们 可 以 发 现 , 当 点 汇 移 向 励 穷 过 下 游 
时 , 卵 球体 趋 近 于 兰 金 卵 头 体 . 当 源 和 汇 无 穷 接 近 时 . 即 变 成 一 个 偶 极 子 时 , 卵 球体 
变 成 了 圆 球 . 均匀 来 流 绕 圆 球 流动 的 流 吨 数 和 势 琐 数 为 


2 Lp/ Eom 、， 
y= 5U (1 人 jsin 0， (6.6.38) 
a 。 
p= Ur (1 十 73 jcos0. (6.6.39) 
球面 斥 强 分 布 为 
C, = 1 — Ssin:0. (6.6.40) 


在 0 = r/2 处 ,球面 上 压强 最 小 ,Crmn =- 5/4, 与 二 维 圆柱 相 比 (Crnm = 一 3), 球 
面 上 压强 较 高 ,这 是 由 于 在 球 绕 流 时 .空间 较 大 ,流速 较 慢 的 原 内 

(3) 连续 分 布 的 源 江 

更 一 般 情形 ,在 x 轴 有 连续 分 布 的 源 汇 . 设 在 x 至 x + 6x 微 元 段 内 源 强 度 为 
q(x dx , 它 对 空间 任 一 点 P 的 速度 势 为 
1 | g(x dx 加 
dr) (r+ x — 2rx COSOD 
其 中 (a ,b) 是 源 分 布 区 间 ,r = | xj 天 .由 球 珊 数理 论 可 知 , 被 积 琢 数 的 分 姓 是 勒 让 
德 多 项 式 的 母 函 数 . 式 (6.6.41) 可 改写 成 


Pp (xX) = (6.6.41) 


Gd 


pp) = Dk, zitP, (cos0), (6.6.42) 
n=0 
其 中 
b 
1 in - 7 
k, =- |xX "q(x )dx. 
4 


为 了 得 到 封闭 的 流 线 , 它 应 满足 


这 意味 着 在 (a,b) 段 上 不 可 能 全 部 分 布 着 源 或 汇 ,而 应 是 部 分 分 布 源 , 部 分 分 布 
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汇 , 源 、 汇 总 强度 为 零 .这 种 在 轴线 上 布 堂 奇 点 以 得 到 所 需 物体 外 形 的 方法 ,在 后 来 
发 展 起 米 的 数值 方法 中 被 广泛 应 用 . 


6.7” 无 界 流体 中 运动 物体 引起 的 无 旋 流 动 


6.4 节 中 我 们 已 讨论 过 柱 体 在 均匀 来 流 定常 无 旋 绕 流 中 受到 的 作用 力 问题 .本 
入 将 在 更 一 般 的 情形 下 讨论 三 维 物 体 在 无 界 流体 中 作 平 动 和 转动 时 引发 的 无 旋 流 
动 的 流 场 和 流体 动力 特性 . 


6.7.1 流体 的 动能 和 动量 


假设 有 限 体 积 的 物体 在 无 穷 远 处 静止 的 无 界 不 可 压缩 流体 中 运动 ,流动 是 无 
旋 的 .由 2.6 节 已 知 ,1/r 及 其 对 坐标 的 各 阶 偏 导数 都 是 拉 普 拉 斯 方程 V2p = 0 的 
解 .和 于 物体 的 运动 使 流体 获得 动能 ,我 们 首先 计 论 一 下 动能 的 表达 式 .2.5 节 表 
朋 ,三 维 单 连 通 区 域内 流体 的 动能 为 

T= | 二 po .vdV 
= lim £ | (9— pV)o0: mdAs— | -ps vmdA 


R= 、 
r=R 4 


二 = | MP 一 Pw Vv. mdAl, 


A 


其 中 R 是 外 边界 球面 的 半径 ,A 是 物体 边界 ,在 无 穷 远 处 外 边界 上 9 -> po ,第 一 
个 而 积分 趋 于 零 . 如 果 物体 是 个 刚体 ,通过 物体 表面 上 的 质量 流量 为 零 | ov.mdA 
= 0. 所 以 ,流体 的 动能 关 


T= | goo ndh, (6.7.1) 
可 风流 体 的 动能 只 与 物体 表面 的 运动 状况 有 关 . 物体 表面 无 穿 透 条 件 为 
ne VE=ne(U+ARX (x— wx)), (6.7.2) 


其 中 U 和 2 分 别 为 刚体 的 平 动 速度 和 转动 角速度 .因为 满足 一 个 线性 方程 ,边界 
条 件 又 仅 线 性 地 依赖 于 已 和 他, 因此 可 以 把 速度 势 2 分 解 成 
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P(x =U.:B+Q.0 (6.7.3) 
的 线性 迁 加 . 函数 中 和 @ 具有 简单 的 物理 意义 ,@; 为 物体 以 平行 于 i 轴 的 单位 速度 
平 动 时 产生 的 速度 势 . 8; 是 物体 以 单位 角速度 绕 i 轴 转 动 时 产生 的 速度 势 . 将 式 
(6.7.3) 代入 式 (6.7.2) ,边界 条 件 化 为 


(Rn. VD= 1n, (neV)@O=—- nx (x— xo). (6.7.4) 
将 式 (6.7.2) 和 (6.7.4) 代入 式 (6.7.1), 于 是 我 们 有 
T = -于 | 9U .ndA, -D0 | vlQx (x -x0)) .ndAi. 
41 Al 
将 p(x) 的 表达 式 (6.7.3) 代 人 上 式 , 经 过 一 番 运 算 可 得 
T= pVo (asUiU) + BiUiQ; + Yo， (6.7.5) 


其 中 Va 是 物体 的 体积 ,以 及 
Qi 一 一 六 | DinjdAi, 


41 
By =— 让 (| emdhi 一 | EjNDi(XI 一 xo) nrdAl). - (6.7.6) 
B 
41 Al 


Yi = 六 | en Cx 一 Xo nidAl. 


如 果 把 U,Q 理解 为 广义 “速度 ”, 张 量 cj ,2 和 Yi 称 为 附加 惯性 系数 ”, 它 们 与 物 
体 的 形状 有 关 
当 物 体 只 有 平 动 时 ,2 = 0, 式 (6.7.5) 简化 为 
T = HoVoaaUiU,. (6.7.7) 
另 一 方面 ,将 物体 平 动 时 ,动能 的 上 述 积 分 表达 式 与 前 面 式 (2.6.11) 比较 ,可 得 物 
体 平 动 时 流体 动能 的 男 一 表达 形式 


T= 一 $| pUnidA = 5 4xcy Uj — 5 | UixiUnidA! 


2 
Al 
C OX: ) 
= 5 “4xci Uj - Su 30dY = S$ CrUicy — UUIVs). (6.7.8) 
其 中 cy? 由 式 (2.6.11) 表示 ,比较 式 (6.7.7) 和 (6.7.8) ,我 们 得 到 
4nxcy 一 VsL (Sy 十 a ) . (6.7.9) 


然而 ,流体 的 动量 却 不 能 从 对 整个 流体 的 体积 积分 |ovd V 得 到 ,因为 直接 积分 


t 
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是 不 收敛 的 ,但 它 可 以 从 动能 的 变化 关系 式 得 到 确定 的 值 . 作 一 个 大 圆 球 面 把 运动 
物体 包围 在 内 ,在 大 球面 内 流体 动能 的 变化 为 


dT - le J 
df ™ dt) 2 huidr. 
利用 雷诺 输 运 公式 (3.1.6) 和 动量 方程 ,上 式 可 写成 
了 = - | (F000 + p)unidAs + |3 Fp 0 = UD nidAr + | pUmidA. 


当 R 一 % 时 ,上 式 右边 第 一 个 积 分 趋 于 零 , 在 物 面 上 vi 一 Ui)n; = 0 第 二 个 积分 
也 为 零 . 所 以 


rt |p UF (6.7.10) 


这 表明 流体 动能 的 变化 等 于 物体 运 动 时 克服 阻力 对 流体 做 的 功 . 同时 ,物体 对 流体 
的 作用 力也 必 将 引起 流体 动量 的 变化 ,由 动量 变化 定理 ， 
dP 


= 下， (6.7.11) 
di 
其 中 PP 是 流体 的 动量 .于 是 ,U，dP = dT. 由 式 (6.7.7) 可 得 
F;= OoVoay Uj= 和 (6.7.12) 
及 
Pp; = | 已 di = pVaasU; = pAxe; - VaUi). (6.7.13) 


这 里 物体 给 子 流 体 的 动量 可 以 缓 变 方式 .也 可 以 突变 方式 进行 ,Pi 也 称 为 流体 的 
冲 量 . 


6.7.2 ”作用 于 平 动物 体 上 的 流体 动力 
现在 来 进一步 分 析 流 体 作用 在 物体 上 的 力 , 它 是 流体 对 物体 作用 的 反 作 几 力 ， 
= 一 下 ， 


F’ =- | pndA,. 


人 1 


将 非 定常 作 努 利 方程 25 + 也 民 + 加 = 常数 代 信 上 式 ， 


F 


1 
人 
(一 一 一 

民 
~ 
3 
位 
> 
十 
2 


?| vndAil. 


注意 到 现在 的 坐标 系 是 与 无 穷 远 处 静止 流体 因 吉 在 一 起 的 ,在 式 (6.7.3) 中 国 是 坐 
。210 . 


和 
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标 x 一 2 的 函数 ,而 匣 是 物体 参考 中 心 的 瞬时 位 置 . 呈 = UO) ,所 以 
oF _ 7 d(xj; — Xo) 9 
ot Ui® + di U; Dx 
一 UB -US = UB; — Uivi, 
则 


F’ 一 p0j| DinidAl 十 o| (#1 


其 中 第 一 项 是 物体 加 速度 的 贡献 ,第 二 项 是 定常 流 蕊 
它们 
(1) 定常 流体 动力 


作 一 个 大 球面 4, 把 物体 包围 在 内 ,由 高 斯 (Gauss) 么 
[3 : 
A 2 


因为 流动 是 无 旋 无 源 的 ， 有 


LuvnidA, -| 


vivnidAl 二 | - 
2 OX i 


2 Uv jridAi. 
动 下 的 作用 力 .我 们 分 别 来 讨论 


(6.7.14) 


\ 式 ， 


(去 vj jav. 


352292) .再 用 高 斯 公式 ， 


(00) 


Qx 


| 六 Word4i 二 | (3 VVN; 一 oo )d4， 十 | vivnjdAil. 
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上 式 右 边 第 一 个 积分 . 当 大 球面 半径 R -> = 时 趋 于 零 .所 以 ,定常 流 部 分 对 力 的 页 
献 为 
PP = eg | Com) wodh， 
1 
二 LC ， 一 /20 ov 
- PU | Com, vni)dA, evi | (人 3 )dv. (6.7.15) 
由 于 无 旋 流 ,最 最 后 一 项 为 夫 
对 于 三 维 流动 ,流体 在 远 场 的 速度 | ov， | 一 +r, 而 球 表 面 面 积 正 比 于 让. 故 当 
六 一 oo 时 有 
Fe = 0. (6.7.16) 
这 表明 ,在 定 常 无 旋 流 动 中 ,三 维 物体 婚 不 受到 升力 也 不 受到 阻力 ' 作用 在 物体 二 
的 合力 恒 为 零 , 这 就 是 著名 的 达 朗 贝尔 伴 廖 . 


(2) 加 速度 响应 
把 物体 加 速 运动 对 流体 动力 的 贡献 记 为 
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Fe = PU,| BinidA, = pVoay Di (6.7.17) 
如 果 我 们 着 眼 于 研究 物体 的 运动 ,假设 作用 在 质量 为 M 的 物体 上 使 它 产 生 加 速度 
U; 的 主动 力 是 R;. 同 时 它 还 受到 来 自 周围 流 体 的 作用 力 Fi. 于 是 

MU:= Ri+F= RF. 
由 式 (6.7.12), 上 式 可 写成 
R; = (M8s + pVaas) U;. (6.7.18) 

此 式 可 看 成 是 在 流体 中 的 物体 的 运动 方程 . 它 表 明 ,物体 在 流体 中 作 变 速 运动 时 ， 
表征 其 惯性 大 小 的 物理 量 似乎 是 由 其 原 有 的 质量 M( 标 量 ) 变 成 了 一 个 张 量 M5; 
+ Ya 六 MD + PVpay 称 为 流体 中 运动 物体 的 表 观 质量 ,其 中 M 为 物体 真实 质 
量 ,PVsai 是 虚拟 的 附加 质量 张 量 , 它 可 理解 为 周 且 无 界 流体 附加 于 物体 的 一 种 惯 
性 ,这 种 附加 惯性 可 用 eVpai 表示 , 故 wy 又 称 为 无 量 纲 附加 质量 张 量 . 


6.7.3 ”有 环 量 的 二 维 无 旋 流 情形 


对 于 二 维 无 环 量 的 流动 .以 上 对 于 一 维 流动 的 结论 ,如 物体 平 动 时 流体 的 动能 
式 (6.7.8) 及 物体 受到 的 流体 动力 式 (6.7.12) 等 都 可 百 接 用 到 二 维 无 环 量 流动 ， 
内需 用 式 (2.6.25) 中 的 -2xci 去 代 换 式 (6.7.8) 和 (6.7.8) 中 的 4xei. 

对 于 有 环 世 的 二 维 流动 ,2 是 与 环 量 常数 忆 有 关 的 多 值 函 数 .我 们 可 以 将 9 分 
解 成 两 部 分 


p= pi + ps, 

其 中 91 是 无 环 量 的 单 值 速 度 势 .满足 物 面 边界 条 件 式 (6.7.2).9， 有 具有 环 量 卫 , 满 
足 边 界 条 件 ne VP = 002 可 写作 
pu = T(E + XC 0)), (6.7.19) 
nT 

其 中 YX 与 本 无 闫 ,是 只 决定 于 物体 形状 和 位 置 的 单 值 耶 数 .二 维 流 速度 热 应 改写 成 
pg=U.:0+QO.0+ T(E + Xx x0)). (6.7.20) 

TT 


至 于 二 维 有 环 量 流动 的 动能 ,出 于 远 场 速度 大 小 是 O01/7) ,理论 上 流体 有 无 穷 大 
的 动能 .通常 可 以 将 动能 也 分 成 两 部 分 
T= 去 P | Pim V9idAl + 与 环 量 有 关 的 部 分 动能 . 
人 41 
右边 第 一 部 分 动能 可 直接 应 用 前 而 无 环 量 的 结果 . 关于 与 环 量 有 关 的 那 一 部 分 动 
能 的 奇 性 , 那 是 二 维 流 假设 和 流 场 无 界 假设 所 导致 实际 流动 的 三 维 性 和 远 场 有 界 
.212 ， 
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性 会 消除 这 种 奇 性 ;二 维 流 的 动能 还 取决 于 远 场 边界 的 大 小 和 形状 . 
关于 物体 所 受 流体 的 动力 , 式 (6.7.15) 对 有 环 量 情形 也 是 正确 的 .但 是 在 此 情 
形 下 ,由 于 远 场 速度 约 是 1/7 量 级 ,速度 首 项 是 环 量 诱导 速度 ， 
TIT -i 
ve ~| 克 w|- 翅 : 
在 大 球面 4* 上 的 积分 不 趋 于 零 . 如 果 物 体 以 速度 U 沿 x 方向 运动 , 则 积分 为 
i 0p) ，- 
F'Y = pU 所 | (By Fsing )rdo = poUT. (6.7.21) 
这 表明 物体 受到 一 个 升力 作用 ,大 小 为 eUT. 另 一 方面 ,对 式 (6.7.15) 两 边 点 乘 
Ui;, 则 有 UiF; = 0, 这 表明 ,物体 受 力 方 癌 与 来 流 方向 垂直 ,物体 没有 受到 阻力 .这 
就 完全 与 6.4 节 中 的 结果 ( 达 朗 贝尔 伴 雇 ) 一 致 . 


6.7.4 ” 非 定 常 绕 流 阻力 和 附加 质量 举例 


从 前 面 讨论 中 我 们 知道 ,在 不 可 压缩 无 旋 流 中 三 维 物 体 运 动 既 不 受到 阻力 也 
不 产生 升力 .二 维 物 体 没有 阻力 只 有 升力 ( 达 妆 贝尔 伴 雇 ). 所 以 ,不 可 压缩 无 旋 流 
中 物体 所 受到 的 流体 阻力 只 能 来 自 于 物体 的 加 速 运动 .在 非 定常 流 中 引入 了 “附加 
质量 ”的 概念 ,但 是 附加 质量 系数 张 量 本 身 只 与 物体 的 形状 有 关 , 并 不 依赖 于 速度 
和 加 速度 的 大 小 .任意 形状 物体 “附加 质量 系数 张 量 ” 的 计算 是 件 困难 的 工作 ,但 对 
于 球 对 称 或 轴 对 称 的 物体 , 则 较 容 易 求 出 它们 ,下面 举 儿 个 实例 . 

例 1 ， 球 加 速 运动 时 的 附加 质量 系数 ， 

在 与 无 穷 远 处 静止 流体 同 结 的 绝对 坐标 系 中 , 球 以 速度 U(1) 运动 , 取 直 角 坐 
标 系 {xi ,Xz ,Xs) ,坐标 原点 瞬时 与 球 心 重合 ,xi 轴 与 瞬时 U(7) 方向 一 致 .流动 的 
速度 势 已 由 式 (6.6.17) 给 出 ,再 由 式 (6.7.3) 的 分 解 可 得 到 


pg = 一 去 Was S39 =U.@=UDo，@g， = 一 六 o3 903 是 四 的 分 量 . 
由 球 的 对 称 性 , 球 的 附加 质量 系数 张 量 为 一 各 向 同性 张 量 , 可 表示 为 wy = an6;. 
由 式 (6.7.6) 有 ai = 一 访 bo nidA .其 中 ni = cos0,dA = a?sin06d9d9, 故 
an = 7- ja aocos 0sin0 = 三 加- = 二. (6.7.22) 
于 是 , 求 得 球 的 附加 质量 为 
M’ = 3 Ona’. (6.7.220) 


* 213， 


流体 为 党 


物体 的 运动 方程 由 (6.7.18) 式 与 为 
d 


-4 ,3 + YdU 2 7 
R= xa (pst 5) 、 (6.7.23) 


I 
其 中 RR 为 主动 万 .PsP 分 别 为 物体 和 流体 的 密度 .由 此 可 见 , 球 的 附加 质量 等 于 被 
排 于 的 流体 质量 的 一 半 . 
例 2 圆柱 的 附加 质量 系数 . 
在 绝对 坐标 系 中 沿 轴 正 方向 运动 的 出 柱 诱导 的 速度 势 为 


?= Ua So， (6.7.24) 
所 以 @ = 一 of SS mi = cos0, 代 入 式 (6.7.17), 得 
一 2 ost ) , 
oo 去 |(- “cosg .ad0 = 1, (6.7.25) 
于 中 ,or = 
M = Or4 (6.7.257) 


这 意味 疹 圆 柱 的 附加 质量 等 于 被 它 排 开 的 流体 质量 . 

例 3 福 国 柱 平 动 时 的 附加 质量 系 吉 . 

这 个 计算 比较 复杂 .由 第 6 章平 面 无 旋 流 可 知 . 椭 辐 柱 在 无 穷 远 静止 的 流体 中 
平 动 的 复 速度 热 可 与 成 


.2 2 
WD = (Ui 和 秆 -UtiW) 生 ， (6.7.26) 


z= C+ | 和 c = VG (a+ bi). 


其 中 4 是 变换 平面 中 圆 的 半径 .ai ， 加 押 再 于 而 上 精装 的 六 轴 和 起 二 
P(X.y) = plr,0) 是 W(5) 的 实 部 ,计算 得 到 


ail(ai 十 bi ) 


gg = UDC +t PI) og vy ! sin0. (6.7.27) 
2r 2r 
单位 长 柱 体 外 的 流体 的 动能 为 
本 oF oF/ og 
T=- 4 ge sd = 一 |(*>) ， ad0. 


式 中 第 一 个 积分 是 沿 业 加 奋 的 周 线 积分 -第 个 积分 是 在 变换 平面 内 沿 图 的 周 线 
只 分 ,经 计算 得 
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T = rp biU: + at V2). (6.7.28) 
与 式 (6.7.7) 比较 ,立刻 可 知 


Ql 二 Q22 一 
他 


BE aa = as = 0. (6.7.29) 


6.8” 自由 流 线 理论 


迄今 为 止 ,我 们 讲述 的 平面 万 放流 动 都 是 附 体 流动 , 即 在 物 面 上 流动 没有 分 
钢 . 但 是 ,在 白 然 界 中 还 有 一 大 类 流动 是 属于 分 离 流动 的 ,如 钝 物体 绕 流 在 背风 而 
总 要 发 生 流 动 分 离 . 分 离 流 动 本 质 上 是 属于 黏 性 流 范畴 .但 是 ,一 种 粗糙 的 近似 可 
以 在 无 黏 流动 框 嵌 内 来 研究 , 称 为 "自由 流 线 理论 ”或 "自由 边界 问题 "最 典型 的 两 
类 自由 边界 问题 一 是 射流 ,一 股 流体 撞击 壁面 (图 6.34(a)) ,或 者 流体 从 小 孔 中 路 
射 (向 6.34(b)) .部 是 射流 的 例子 . 男 一 种 是 钝 体 分 离 后 的 尾 迹 (图 6.34(c)) .把 射 
流 或 迹 与 周 用 流体 的 交界 线 看 成 是 一 根 自由 流 线 ,在 这 条 流 线 上 不 蝇 处 处 与 周围 
环境 的 流体 压强 相等 ,并 且 为 一 常数 根据 定常 伯 努 利 定理 ,在 自由 流 线 上 速度 应 
处 处 相等 ,而 自由 流 线 的 形状 却 是 未 知 的 另 一 方面 在 周 体 边界 上 ,我 们 可 以 知道 
流体 的 方向 ,而 不 知道 流速 的 大 小 ; 

自由 流 线 理论 是 复 变 函 数论 方法 在 平面 无 旋 流 动 中 的 另 一 重要 应 用 ， 

鉴于 自由 流 线 问题 的 上 述 特点 ,用 速度 的 大 小 和 方向 作为 自 变 量 是 比较 方便 
的 . 设 平面 无 族 流 动 的 复 速度 势 为 W = 9 + 训 , 共 回复 速度 为 由 ”= ge *.q 和 


0 分 别 为 速度 大 小 和 方向 . 如 果 定 义 复 函 数 Q， 


| 时 本 rr 


一 


7 
A 


(c) 
图 6.34 自由 流 线 问题 


* 215 。 


流体 力学 何人 人) 人 人 和 人 


U_\- ; -= in 之 
Q= In(awa) =- L+i0. L=Ing. 


其 中 忆 为 自由 流 线 上 的 流动 速度 .@ 应 该 是 z = x +iy 的 解析 区 数 ,W 也 是 z 的 解 
析 消 数 , 所 以 .W 和 QQ 应 下 为 解析 函数 ,W = W(Q), 在 平面 上 , 流 沿 数 满足 


oY ,oY 
+ = 0. 
3 天 30 


册 志 和 6 构成 的 @ 平 面 称 之 为 “速度 网 平 而 ”在 如 平面 上 ,自由 流 线 是 条 等 
于 常数 的 直线 .如 果 固 壁 是 由 分 段 直 线 组 成 , 则 周 壁 面 由 0 为 常数 的 所 线段 决定 ， 
辕 壁 面 和 从 它 发 出 的 自由 边界 都 是 在 一 条 流 线 上 ,它们 在 W 平面 上 是 多 为 常数 的 
直线 . 

借助 于 速度 图 平面 和 保 角 变 换 , 若 能 找到 W = W(Q) 的 具体 表达 式 .我 们 就 
能 找到 物理 平面 上 的 复 速度 势 ,这 就 是 自由 流 线 理论 的 处 理 方法 . 


6.8.1 平面 小 孔 射 流 


图 6.35 所 示 平 面 射流 ,充满 上 半 平 面 的 流体 从 宽 为 24 的 颖 中 射出 ,射流 介 于 
<0, 一 0) 之 x 之 fy) 之 间 ,1(0) = a.m) = 及. 射流 边界 上 夺 强 处 处 相等 ， 
册 伯 努 利 方程 p。= ps + 去 PU* 可 确定 出 射流 边界 上 的 速度 ,其 中 ps 和 p。 分 别 


(6.8.1) 


为 流体 滞 止 压强 ( 即 容器 内 静止 流体 时 的 不 强 ) 和 自 巾 流 线 周 围 环 境 的 背景 卜 强 
(如 大 气 讨 力 ) .流体 的 体积 流量 为 2UVh, 若 规定 》 轴 线 上 是 零 流 线 .4BC 流 线 上 
yp = 一 LUP.4BC 流 线 上 Y =+ Uh. 它 们 在 W 平 面 上 变换 为 宽 为 2Uh 的 无 穷 长 条 
带 .在 Q 平面 上 变换 成 宽 为 x 的 半 无 穷 长 条 带 . 由 流体 的 速度 方向 可 以 确定 在 
A%B 上 0=0C< 和 C- 处 0=-/2. 而 在 BC 和 BC 上 ,L=0, 在 B4- 上 8 
= -图 6.35(b)) .现在 如 果 我 们 能 找到 你 平面 和 名 平面 之 间 的 关系 ,问题 就 能 
得 到 解决 .这 可 借助 于 施 瓦 效 - 克 里 斯 托 费 尔 变换 做 到 这 一 点 . 即 把 W 平面 的 无 穷 
长 条 带 和 @ 平面 上 的 半 无 穷 长 条 带 同 时 变换 成 5 平面 上 的 上 半 平 面 (图 6.35(d) ). 
因此 .5 平面 是 联系 W 和 @ 平 而 的 纽带 . 
由 施 所 效 - 克 里 斯 托 费 尔 变换 ,这 两 个 变换 为 
_ 2hnU 
nt 


QO = archs - ix; (6.8.3) 


W = lng5 + ihU, (6.8.2) 
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F 
(a)z 平 面 (b) 平面 
人 
4 C 
E F 
一 上 ] 
4 y=-Uh CC’ A’ B CC B 4 
(c) 太平 面 (d) 《平面 
6.35 平面 小 孔 射 流 
_ ， _xW 
5 = iexp(- 萝 ); (6.8.4) 
5 -cho. (6.8.5) 
所 以 
/AW 111dz 1d 
5 = i exp( 放 ) = chQ = 3 (UW D dz ) (6.8.6) 


由 上 式 原 则 上 可 求 出 W(z) ,但 做 起 来 相当 复杂 .如 果 我 们 仅 对 自由 流 线 形状 感 兴 
趣 ,问题 可 以 变 得 简单 一 些 .例如 ,要 求 出 BC 的 曲线 形状 .在 BC% 上 = 一 hU,L 
= 0,0 = 10(0 二 0 守 - zw/2) 及 W = 9 -ihU, 所 以 ,由 式 (6.8.6) 可 得 


-2 A In(ich(i0)) = i + 1n(cosO). (6.8.7) 


2hU 2 2 
另 一 方面 ,由 于 
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-i 一 dW 一 d% 一 dg d0 、 

Ue 二 qd 0 dz (6.8.8) 
将 式 (6.8.7) 中 对 9 微 商 后 代入 式 (6.8.8) 得 

dz ,2h 

dz _ 上 

do 二 7 IBO( COSO is1N0) 
积分 上 式 , 并 考虑 到 当 z = 一 a 时 .0 = 0. 所 以 

X= 二 一 a+ a fo 三 一 CQ 十 (1 一 | 
" (6.8.9) 


化 


27 人， 本 2h/1, 1+sing _.. | 
y= 全 |singtg0d0 = A (Ini 一 一 sing、 


0 


这 是 以 参数 9 形式 给 出 的 曲线 方程 .对 二 无 穷 远 处 C% 和 和 Cs.0 > at 


2 射流 的 收缩 比 为 


2 = 一 0.611. (6.8.10) 


6.8.2 绕 垂 直 平 板 的 分 离 流 


无 穷 近 均匀 来 流 重 直 地 绕 过 平板 流动 .从 平板 两 缘 有 上 蚌 条 分 离 流 线 ， 人 又 
风 面 两 条 分 离 流 线 之 间 是 迹 流 区 ,如 图 6.36 所 示 .4 为 驻 点 .4BC。 和 ABC 机 分 
支流 线 上 部 是 上 = 0. 在 W 平 面 上 Cs BA 和 ABC. 变 成 负 实 轴 的 上 下 两 全. 所 
负 实 轴 是 根 割 线 . 除 此 以 外 , 流 场 占 满 整 个 W 平 面 .在 平面 上 , AB 段 流 速 方 向 是 


9 = 0, 在 BC 逐渐 转 到 无 穷 过 的 0 = 一 也 坟 方 向 ,在 4B 段 上 流向 是 0 = 一 
将 W 和 0Q 平 而 变换 成 上 六 平面 . 为 此 . 作 点 换 (6.3.13) 
dW 1 
gE = = KE, WwW = > Ke + 上. (6.8.11) 
当 二 = 0.W = 0, 所 以 上 = 0. 系 数 天 将 在 后 而 确定 ， 
为 了 使 C 平面 上 的 半 无 穷 条 人 带 变 换 成 必 | 同时 使 A 点 变 成 零点 .有 
一 一 1,B 一 1,C。 ,Cs 变 成 无 穷 远 ,可 以 先 作 变 
@ = arch5 一 ix. (6.8.12) 


然后 ,再 作 变换 《= 一 志 ,所 以 ,我们 有 变换 


QO = arch 二 = mm 十 1 1). (6.8.13) 
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由 于 @ = In(O 攻 襄 ) 故 有 


dz 1 1 
= - . .3.14 
U jw + | 去 1 (6 ) 


C- C- (b) 扩 平 面 
f=-0 4A 
L 
[od 二 一 /2 
B’ B 
1 - A 
Do 机 C I 1 C 
(c) 9 和 下面 (d) “平面 


图 6.36 ”垂直 平板 分 离 流 ( 窟 泡 流 ) 


为 了 确定 天 值 .由 式 (6.8.11) 有 SE = K5 .同时 
dz dz d5 
U dW U dE dW 


所 以 


4 至 = (U0 篇) 时 = KQ+ VITE). 


在 平板 上 从 B 到 8B 积分 上 式 ,5 从 一 1 到 +1， 


] 


B 、 
|odz UH=Kk | G + Vi- Edt. 
B’ -1 
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邻 和 = snawy, 有 


万 = 天 | Ga + cosa)cosade = 天 (2+ 到)， 


从 而 得 到 
_ 2UH 
K = 5. (6.8.15) 
代入 式 (6.8.11)， 
-= OP， (6.8.16) 
元 十 寺 


这 表明 当 多 平面 上 8 和 B 点 变换 到 平面 上 -1 工 和 1 点 时 ,天 值 不 是 任意 的 ,只 
能 由 式 (6.8.15) 确定 . 式 (6.8.14) 和 (6.8.16) 就 是 我 们 要 找 的 变换 式 . 
平板 受到 的 流体 的 阻力 为 


B 
D = | - pa)dx = | — gi)dx = SU Hb gdx. 
B’ Bp 


, 2 2 
pp ,dW .dW_ /dW 
在 平板 上 ,dx = dz = dz,dW = dW= dp,q = > 了 ($2 ) ,所 以 


Ory a 
PD= 5sUH | 


将 式 (6.8.14) 与 (6.8.16) 代入 上 式 ,得 


1 


= GUN EV] KA /I dt = ee (6.8.17) 


如 果 平 板 不 是 垂直 于 来 流 ,而 是 成 一 倾角 ,可 以 算得 平板 阻力 为 


一 2 TSIna 
D= OU Ho rein (6.8.18) 


6.9” 二 维 薄 愤 理 论 


用 复 符 函数 方法 解 平面 无 放流 问题 归结 为 寻找 要 求 的 复 速 度 势 . -一 般 说 来 ,这 
个 方法 可 以 得 到 精确 解 .然而 对 于 复杂 外 形 寻 找 复 速 度 势 不 是 件 容 易 的 事情 . 薄 流 
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理论 给 定 翼 型 形状 ,求解 相应 的 奇 点 分 布 , 即 所 谓 的 正 问题 . 它 是 一 种 近似 方法 ,在 
现代 洲 型 设计 中 有 重要 应 用 . 所 谓 薄 翼 是 指 层 型 的 厚度 和 弯 度 与 纺 长 相 比 是 个 小 
量 , 而 且 要 求 来 流 攻 角 也 是 小 量 . 将 坐标 系 固 结 在 又 型 上 ,x 轴 与 费 弦 一 致 ,引进 一 
个 扰动 速度 势 9' ,使 得 


9 = W。Xcosa 十 VY。ysina + 2 (x,y). (6.9.1) 
代入 速度 势 方程 后 ,2” 仍 满足 拉 普 拉 斯 方程 
V22 = 0. (6.9.2) 


质 面 上 的 无 穿 透 条 件 此 时 为 


oF 


多- 9， 
Vscosa + 3 dx /w 


Vs sina + 


其 中 7 = w(x) 是 翼 面 物 型 方程 .在 薄 导 .小 攻 角 假设 下 ,sina A a,cosa 心 1, 扰动 
速度 相对 于 来 流速 度 也 是 个 小 量 , 即 必 = 人 < Vs。,v = EB 之 Vs. 于 是 上 式 


Ox 
可 近似 化 为 


二 (9) a. (6.9.3) 
x WwW 
无 穷 远 处 ,扰动 速度 衰减 为 零 ,所 以 

|1Vo | 一 0， 当 了 -> co 时 . (6.9.4) 


控制 方程 (6.9.2) 和 边界 条 件 (6.9.3) 及 (6.9.4) 都 是 线性 的 .所 以 浅 潍 问题 

可 进一步 分 解 成 (1) 对 称 翼 型 的 厚度 问题 ;(2) 中 弧 线 到 型 的 弯 度 问题 和 (3) 平板 
攻 角 问题 的 迭 加 . 如 图 6.37 所 示 . 但 通常 常 把 弯 度 和 攻 角 问题 合 在 一 起 求解 . 为 
此 , 先 将 性 型 型 线 分 解 成 

7 (X) = TeCX) — VAX), (6.9.5) 

nx) = Cn + 10)/2. | 
其 中 7 和 分 别 为 上 、 下 翼 面 的 坐标 , 二 7, 和 7. 为 对 称 咽 型 表面 和 中 弧 线 的 y 
坐标 . 扰动 速度 势 也 分 解 成 

2 = 9 + Po, 

其 中 2， 和 9 分 别 为 对 称 翼 型 厚度 以 及 中 产 线 弯 度 加 攻 角 引起 的 扰动 速度 势 ,前 者 
各 后 考 形 成 所 谓 “ 对 称 问 题 ” 和 * 反 对称 问题 ”. 


* 221 。 


流体 力学 人 


nD, 
了 ? 一 一 一 ~ 
ps £1: + 
a 
uh 
[2 


图 6.37 ” 薄 轴 问题 
(1) 对 称 问 题 


方程 :VY 9, = 0、 

、 AF, 1 d7，， 

刀具 双 件 .) CO -+ 上 TU QQArvsn0- - 
边界 条 件 : 0,(x.0*) = (3 ) ， +t TV 0 1 时 
9280 =0( 当 二 0 和 xx/ 时 )， 

OV | -6 

[vy >0 G4r > 时) 


(6.9.6) 
由 此 ,在 整个 Cx,y) 平面 上 有 91 (x,y) = 二 + 8,(X. 一 y). 具 要 在 vv 主 0 的 半 平 而 上 
求解 问题 (6.9.6) 即 可 , 故 称 为 “对 称 问题 ”在 弦 长 (0.7) 段 王 强度 分 布 为 qCx) 的 
源 引 起 的 速度 势 为 


了 


] Ja din ex — x ) dx (6.9.7) 


F(X,Y) = 元 


扰动 速度 为 


, , 1 | 
U(X,y) 5 


/ 用 上 
bi "CX — xX ) dx ， 
TY (xX—X) +y’ 


. (6.9.8) 
= | (x 个 dx 
可 以 让 明 , 当 了 一 0 时 
lim ws09) =+ 4 (0 x D), 
代入 边界 条 件 (6.9.6) 得 
qx) = Vd. (6.9.9) 


dx 
这 克明 由 对 称 避 而 的 形状 就 能 确定 弦 线 上 的 源 分 布 . 
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(2) 反对 称 问题 
VyV:¢, = 0. | 
， 一 Or 一 d7. 一 a em 一 了 3 vv 一 加 3 
p(x.0) = ( a ) = v.( 人 a) OxED:G lo = 0Gx Ox 1 ”| 
1V9P | >0 CFFr -> 0H)). 


(6.9.10) 

是 ,在 (<x.V) 平 面 上 有 和 = P(X, V) .方程 (6.9.6) 也 只 需 在 y 六 0 半 

pi 上 求解 . 称 为 "反对 称 问题 ” 普度 和 攻 角 问题 可 以 用 弦 线 上 的 涡 分 布 表 未 .在 
(0.7) 段 上 强度 为 yYCx) 的 渴 分 布 引起 的 速 度 势 为 


1 


pxsv) = yx arctg 一 全 dx (6.9.11) 
zy XX 
可 以 证 明 . 当 一 0 时 
tx 0 ) = 土方 y(t)， | 
， (6.9.12) 
0 (xX.07) = = | YX Ddx 
2 XT. 
代入 边界 条 件 式 (6.9.10) ,得 
1 
1 上 0) ) .+ _d7. 、 
Diy x :dx 三 w dr (6.9.13) 


由 此 可 见 , 解 决 弯 度 和 攻 角 问题 要 比 厚度 问 题 复杂 得 多 ,因为 确定 涡 分布 
y(x) 要 解 一 个 积分 方程 ,而 且 积 分 在 x = x 处 是 奇异 的 . 符号 | 表示 该 和 只 分 应 
到 柯 西 主 值 

[ovar = lim( | 00) + | (.) )dx 
要 解 这 个 积分 方程 ,可 先 将 y(Cx) 展开 成 一 角 级 数 

y(0) = 2VY。 (Aucot $ + DD Asinn 0)， (6.9.14) 


其 中 8 由 下 列 变 换 给 出 
= 四 -cos0) (0 过 xx 二 1) 
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布 珊 式 为 


所 以 前 缘 (0 = 0) 附近 


x Au(ll + cos0) 十 去 


u(x,0° 


) 一 土 Ve 


1 


一 
x 


( 邮 式 (6.5.25)). 


y(x) 分 布 应 有 如 下 形式 的 奇 性 


y(0) ~ 一 Vacot(0/2) (前 缘 附 近 ). 
六 一 方面 ,在 后 缘 (0 = zx) 应 满足 库 塔 条 件 , 即 在 x = 7 处 .yY(1) = 0 或 y(x) = 0. 
这 就 提示 我 们 应 将 y(0) 展开 成 形 为 式 (6.9.14) 的 函数 ， 

将 式 (6.9.14) AR 9.13), 得 到 


2 


n=-l 


1 SA,[cosn — 1)0 -cosC + 1)0"] 


dg 


a 


I 为 


折 以 


此 中 An. 4 


dn 
1 


六 =| 


元 


cosb — cosO 


1 
COSNng 


db = 


0 


cosO — cosg 


= Au 一 


inn 
S11! 2， 几 三 1.2,… 
sing 


+ DA 1) 
n=1] 


> 
2) Aucos10， 


n=1 


lid = 2 9 
A, 一 0 | dx dg 9 9 A, ey dx 
代入 式 (6.9.14) 后 , 涡 量 分 布 随 之 确定 ， 
升力 系数 
C, = = = 2ra - ?| 1 -cosb)dbg 
方 CYs | 0 
对 前 缘 力 窍 系数 
Ce = Mi 三 2 [a + | 7 COSO(1 一 cosb)d0 | 
1 i 2 
FeV=! 
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(6.9.15) 


(6.9.16) 


(6.9.17) 


(6.9.18) 
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为 了 验证 薄 细 理 论 精 度 , 可 与 俑 可 夫 斯 基 次 型 的 精确 解 比 较 . 
(1) 有 攻 角 平板 


de 0, As=a, 4 =4=…=0 
dx 
涡 分 布 
ylx) = 2Voacot§ = 2V-a 二 (6.9.19) 
了 
及 三 yc)dx = xV,la, C, = 2xa. ‘6.9.20) 


0 


这 与 小 攻 角 下 由 精确 解 得 到 的 结果 完全 相同 . 


(2) 圆 陶 楼 型 
了 
x 
a 
V 
图 6.38 ” 圆 弧 机 型 用 涡 层 代 替 
由 儒 可 夫 斯 基 变换 得 到 的 圆 弧 型 线 , 将 坐标 原点 移 至 前 缘 , 求 出 9 后 代入 式 
(6.9.17) ,得 
可 oo f COsO — COs’0 
Cr = Za 2sin28 | GT sin’2Beos Oy 
A 2r(w + B) +3r03 . (6.9.21) 


其 中 BB 为 6.5 节 中 国 弧 的 弯 度 参数 .与 式 (6.5.15) 相 比 , 当 8B 之 1 时 两 者 十 分 
接近 . 
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6.10 非 定常 二 维 薄 届 理论 


以 上 .我们 用 大 量 篇 帆 讨 论 了 不 可 压缩 流体 中 由 刚体 运动 引发 的 无 旋 流 动 问 
题 .此 中 ,定常 绕 流 运动 又 占据 了 主要 篇 幅 ; 仅 在 6.7 节 中 一 般 地 讨论 了 非 定常 无 
旋 绕 流 问题 ,并 介绍 了 附加 质量 张 量 这 一 重要 概念 . 

记 当 指出 ,前 面 讨论 的 固体 无 旋 绕 流 问 题 ,无 论 是 定 管 流 或 非 定 常 流 .部 假设 
了 问 体 外 部 的 无 界 流 场 是 处 处 连续 和 光滑 的 函数 .出 此 导致 - -个 重要 结论 :国体 在 
无 界 不 可 上 让 缩 流体 中 运动 所 诱导 的 外 部 无 旋 流 场 , 仅 由 当时 物体 的 运动 状态 , 即 当 
时 的 平 动 速度 U(1) 和 转动 速度 中 唯一 确定 ,而 和 该 物体 以 前 的 运动 历史 无 天. 有 有 
时 .这样 的 非 定常 流动 也 被 称 为 准 定常 流动 . 

事实 上 .上述 分 析 方 法 及 其 所 引出 的 结论 并 非 处 处 适 几 的 .即使 对 于 一 绯 党 型 
这 样 基 有 简单 外 形 的 物体 , 当 其 运动 状态 发 生变 化 时 ,其 外 部 无 界 流 场 中 的 流动 变 
量 就 可 能 不 再 是 处 处 光滑 连续 的 场 函 数 了 .特别 地 , 当 机 权 具有 尖锐 后 缘 时 .机 疲 
运动 参数 的 变化 会 导致 机 杆 环 量 卫 随时 间 变 化 ;同时 ,后 缘 处 会 不 断 地 有 涡 层 脱 污 
到 下 游 流 场 中 去 .此 时 ,速度 将 在 涡 层 面 上 产生 不 连续 ,并 且 . 某 一 时 刻 的 流 场 也 不 
再 诈 该 时 刻 的 癌 体 运动 状态 所 决定 了 ,而 是 还 和 辕 体 运动 的 历史 情况 有 关 . 用 数学 
语言 诉 ， 流 场 变 量 F(x.1) 将 不 再 是 VCD 和 Q01) 的 辣 数 ， 而 成 为 
LUCr) 和 (0, 一 过 工 达 的 历史 泛 也 . 这 才 是 真 目 意义 上 的 非 冠 辣 流动 . 

下 面 , 我 们 将 通过 非 定常 二 维 薄 小 绕 流 这 一 例子 来 说 明 这 类 流动 的 特性 . 


6.10.1 小 攻 角 平板 的 突然 起 动 问题 


假设 在 无 界 不 可 压缩 流体 中 有 一 个 二 维 平板 ,从 某 一 时 刻 1 = mn 开始 ,该 平板 
以 不 变 的 攻 角 wka 过 1) 和 不 变 的 速度 以 在 流体 中 运动 .由 此 形成 二 维 无 旋 绕 流 的 
无 界 流 场 .我 们 要 研究 从 + = mm 往 后 ,该 流 场 随时 间 变 化 的 过 程 .这 类 问题 称 为 突 
然 起 动 问题 . 

前 文 已 经 阐明 ,这 种 无 旋 绕 流 有 两 个 基本 特点 ;(a) 在 前 缘 x = 0' 处 , 板 面 上 
的 切 向 速度 有 x 的 奇 性 ;(b) 在 后 缘 x = 1 处 ,必须 满足 Kutta 条 件 , 即 上 下 表面 
的 流 线 在 此 处 合成 一 条 流 线 向 下 游 伸 出 . 为 此 ,在 鞭 面 上 必须 形成 一 个 环 量 卫 . 现 
在 的 情况 是 .在 1 = 1。+ 0 时 ,物体 与 流体 都 处 于 静止 状态 ,如 果 在 离 物体 远 处 作 
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- 封 册 物质 曲线 C, 则 沿 该 曲线 的 环 量 为 零 . 而 在 1 = +Ati 时刻 ,已 出 现 米 流速 

变 为 上 U、 攻 人 为 a 的 无 旋 绕 流 .为 满足 后 缘 Kutta 条 件 , 就 必须 有 -一 个 绕 平板 的 速度 
环 基 局 出 现 .假使 平板 外 部 流 场 仍 保持 无 旋 特 性 , 则 由 Stokes 定 理 , 绕 曲线 C 的 环 
草 必 须 为 一 局 .但 Kelvin 环 量 守恒 定理 告诉 我 们 ,这 是 不 可 能 的 . 绕 曲 线 C 的 环 基 
必须 仍 为 零 .于 是 .唯一 可 能 的 是 ,在 AD 的 小 时 间 间 隔 内 ,从 后 缘 脱 泻 了 一 个 强度 
为 一 情 的 油 ; 并 用 ,必须 由 绕 平 概 的 环 草 厂 和 脱 演 到 下 游 流 场 中 的 强度 为 -本 的 
涡 米 共同 保 让 后 缘 处 Kutta 条 件 成 立 . 这样 ,就 必须 回答 :此 时 的 机 杜 环 量 值 mi 是 
多 大 ?后 缘 脱 注 的 - 醋 涡 处 于 什么 位 置 ? 注 意 :此 时 的 值 并 不 由 式 (6.5.3) 确定 ， 
该 式 只 对 全 流 场 处 处 无 旋 的 情况 成 立 , 不 适用 于 当前 的 问题 

接 下 来 的 过 程 是 , 当 上 = t+Anh+Ar 时 ,已 经 和 从 后 缘 脱 落 色 流 场 中 的 涡 , 经 
过 又 一 小 段 时 间 Aty. 从 它 1= 1t0+An 所 处 的 位 管 .在 来 流 和 机 帝 环 景 流 的 诱导 
作用 下 ,又 膨 流 到 一 个 新 的 位 置 . 这 样 ,处 于 新 位 置 的 - 六 涡 与 机 滨 环 其 ， 义 不 
再 能 保证 后 缘 Kutta 条 件 成 立 了 ,机械 的 环 量 必须 调整 到 一 个 新 的 值 P 尖刀 ; 相 
应 地 .在 At 时 间 段 义 会 从 后 缘 脱落 一 个 新 生 涡 ,其 强度 应 为 - (Pr - 站) .于 是 、 
为 了 使 Kutta 条 件 成 立 , 又 必须 回答 ,= ?新 生 涡 在 1 = 10+ Att+ Ats 时 ,位 置 
应 在 何 处 ?如 此 等 等 .显然 ,在 每 一 小 步 At 时 间 中 ,机 到 的 环 量 要 作 一 次 小 量 的 调 
整 , 同 时 从 后 缘 脱 泻 一 个 新 生 涡 .直至 机 费 环 量 械 趋 于 定常 值 (6.5.3), 后 缘 就 不 再 
脱 沪 新 的 尾 涡 了 .之 前 脱 泻 的 尾 涡 层 也 会 随 来 流 被 不 断 地 带 向 远 下 游 的 无 穷 近 处， 
对 机 赞 绕 流 再 无 影响 .此 时 .可 以 认为 流 场 中 已 不 存在 旋涡 .处 处 连续 的 定常 绕 流 
服 终 被 建立 起 来 了 . 由 此 可 见 , 定 常 绕 流 实际 上 是 机 杜 起 动 后 ,保持 其 运动 状态 不 
变 , 当 时 间 充 分 长 (1 一 w) 以 后 ,所 出 现 的 一 种 渐 近 状态 . 

以 上 市 三 维 平板 突然 起 动 所 引发 的 非 定常 流动 演化 过 程 ,还 不 能 用 完全 解析 
的 数学 方法 得 到 精确 的 描述 .但 是 .我 们 可 以 用 半 解 析 的 奇异 解决 加 和 保 角 变换 方 
法 ,获取 足够 准确 的 数值 结果 .下 面 ， 人 -扼要 叙述 . 

下 一 问 连 于 平板 的 直角 坐标 系 {x,y) 使 平板 处 于 x 轴 上 的 -cs xsec 线 
段 .应 用 保 角 变换 


z= C+ z， (6.10.1) 


将 平板 外 部 区 域 变 换 到 上 平面 上 圆周 15 | = 区 的 外 部 区 域 (图 6.39) ;特别 地 , 物 
理 平面 上 的 后 缘 > = c, 变 换 成 了 5 平面 上 $= 疙 . 


首先 . 按 线性 迭 加 原理 ,将 复 速 势 W 分 解 为 由 无 环 量 连续 绕 流 复 速 度 势 W， 
227 。 


图 6.39 平板 外 部 区 域 变换 到 圆周 外 部 区 域 


和 平板 环 是 卫 诱导 复 速 势 加 上 脱 泻 涡 诱 导 速 势 W. 两 部 分 迭 加 而 成 的 复 速 度 势 ， 
岂 勒 


W = W,+ W. (6.10.2) 
此 中 单独 的 W, 在 后 缘 不 满足 Kutta 条 件 , 故 后 缘 处 对 应 的 复 速 度 dW，/dz 具有 奇 
性 .该 奇 性 项 通过 dW./dz 加 以 消除 ,从 而 使 后 缘 满足 Kutta 条 件 . 


办 为 无 环 量 绕 流 W, 已 经 在 圆周 | 5 | = 所 满足 了 不 穿 透 条 件 , 故 W, 必须 使 
网 周 15 1 = -成 为 一 条 流 线 .于 是 ,按照 加 定理 , 环 量 卫 在 5 平面 诱导 的 流 场 必定 


相当 于 脱 海 潢 - 卫 在 圆周 1 1 = 5 内 部 的 镜像 涡 所 诱导 的 流 场 . 另 一 方面 ,由 于 


dW dw gs, 
dz die/ de 
而 在 后 缘 处 .5 = 分 , 故 有 (dz/d5)s-s = 0. 于 是 ,我 们 得 知 ,要 消除 dW/dz 在 后 毕 


处 的 奇 性 | .= 0; 也 就 是 


(de + ee) = 0， (6.10.3) 
CH2 

这 就 是 在 脱 泻 情形 下 Kutta 条 件 的 数学 表达 式 . Oe 上 

式 实际 上 给 出 了 决定 W. 的 一 个 复方 程 ,而 决定 W。 的 是 两 个 参数 :一 个 是 高强 度 


站 ,二 是 涡 的 位 兽 5， 

5 = c/2+86 
于 是 ,可 以 定 出 第 一 时 刻 tf1 = t+ A 时 的 荆 与 $5.. 当 时间 推 进 到 12 = 1t60 + A 
+ A 时 ,一 研 涡 在 dW /dz 和 辐 内 镜像 涡 的 共同 诱导 下 移 到 一 个 新 的 位 置 , 间 时 ， 
- 有 的 镜像 鸿 在 阅 内 也 变色 一 个 新 的 位 置 .这 时 ,只 需求 出 在 1 -> tz 过 程 中 新 生 
涡 的 强度 - (IT 一 mm) 和 新 生 涡 的 位 置 .这 和 上 一 时 刻 的 算法 完全 相同 ,只 不 过 此 
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时 代替 dW, /dz 的 已 知 函 数 是 dW /dz 加 上 一 站 及 其 镜像 在 1 = 已 时刻 的 诱导 
复 速 度 . 按 此 逻辑 , 作 1 = ro+ Da 的 时 间 推 进 ,就 可 算出 带 有 涡 脱 海 的 平板 突 


然 起 动 所 引发 的 非 定 党 Xi 实际 上 ,这 是 一 一 个 清 民 服 和 种 各 各 人 程 的 离 
散 化 描述 ,并且 可 以 计算 出 尾 涡 层 演化 中 的 卷 起 并 飘 向 下 游 的 过 程 ( 匈 网 6.40) 


[9 
> 


图 6.4 如 ”二 维 平板 机 突 然 起 动 后 的 尾 涓 脱 泻 
(| Y- |= 常数 .a = 常数 之 1) 


6.10.2 ”二 维 平板 机 曼 的 谐振 运动 问题 


假设 二 维 平 板 导 在 以 不 变速 度 U 前 飞 的 同时 ,还 在 垂直 平板 的 方向 We 
振动 并 赎 绕 机 净 上 某 定点 作 旋 转 振 动 .这 两 种 振动 都 是 小 幅度 的 . 这 时 .在 匡 
无 穷 远 处 流体 的 直角 坐标 架 {x,，y) 中 ,机 沟 表 面 上 的 点 因 振 动 而 引起 的 速度 | 
分 量 就 有 平 动 和 转动 两 部 分 的 页 献 ,前 者 的 振幅 为 一 常量 ,后 者 则 是 x 的 线性 冰 
数 .此 处 ,坐标 架 的 x 轴 取 成 机 可 平 飞速 度 的 反方 向 . 

如 网 6.41 ,机 村 上 某 点 x = ac 的 瞬时 y 坐标 近似 为 


ya(X,t) = 一 PRO 一 ar 一 EC). (6.10.4) 
它 在 了 方向 的 运动 速度 则 为 
V, (x,t) = ya (xt) = daac). (6.10.5) 


设 p(x,y,1) 是 在 固 连 于 无 穷 远 处 流体 坐标 
系 中 观察 到 的 无 旋 流 动 的 速度 势 . 再 取 一 个 相 
对 于 此 “绝对 坐标 系 ” 沿 x 方向 以 速度 U 运动 
的 动 惯性 系 ( 下 面 仍 记 为 {x,y} 坐标 系 ), 则 在 
此 坐标 系 中 来 流速 度 为 Ue, ,在 物 面 上 有 
(Ue. + Vo) n= Vie,*1n, 


其 中 
n = sinae, + cosae,. 图 6.41 二 维 平板 机 机 的 谐振 动 
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小 扰动 线 化 问题 的 物 面 边界 条 件 可 近似 地 在 -< 所 关 过 cc = 0 的 x 轴 上 成 
六 :并 有 sina sz acosa 之 1, 于 是 
2 = hi)(x-ac) -Ui (|x|Ecy = 0). 
OY | ,0 
(6. 10.6) 
速度 势 的 无 环 芋 部 


此 时 ,由 于 9g7ay 中 有 随 x 线性 符 化 的 分 重 . 前 而 提 公 的 绕 流 复 速 
亚 供 助 源 汇 途 加 的 方 


分 W， 就 不 可 能 写成 复 些 量 z = x+iy 的 简单 两 数 了 .下 而 ， 
法 求 取 W,(z) 的 表达 式 . 

前 已 聊 明 .出 小 攻 角 引起 的 无 旋 绕 流 问 题 是 一 个 反对 称 问 题 , 场 洱 数 具有 
Fx.y) = 一 FCx. 一 3) 的 性 质 .现在 .我们 用 在 平板 上 下 表面 分 布 源 汇 的 方法 来 
求解 无 环 是 绕 流 部 分 W,， 利用 反对 你 问题 的 性 质 . 设 上 表面 的 源 分 布 密度 为 
“FOOD ” 则 下 表 而 的 源 密 度 应 为 "- HCx 1) 

有 几 保 钊 变换 (6.10.1) 将 > 平面 的 平板 外 部 域 空 换 到 平面 的 网 外 域 .平板 后 
缘 x = csy = 0 变换 人 到 了 平 而 上 的 6 = c/2.9 = 0 或 /= 二 .0 = 0. 同 样 ,我们 要 


出 后 缘 涡 层 脱 演 和 

dW 

dd 1 Sn 
米 保 证 物理 平面 上 的 流动 满足 后 缘 Kutta 条 件 ; 为 此 , 必须 先 求 出 W,(& 的 表 
达 式 . 

首先 .我 们 归 找 出 表面 上 分 布 的 源 的 密度 消 数 万 (x1) 的 表达 式 . 因 为 源 的 强 

度 就 是 单位 时 间 内 源 所 排出 的 体积 流量 .在 平板 上 表面 微 无 线段 (xx + dx) 上 的 
分 布 源 的 强度 为 HC(x ,1)dx ,该 微 源 有 一 半 流 量 向 上 半 平 面 流出 .而 男 一 半 则 通过 
下 板 " 裂 颖 ”流入 下 表面 分 布 的 计 . 中 .同样 ,该 段 下 表 而 的 分 布 源 一 且 (x .Ddx 下 从 
下 半 平 面 流 鸡 和 上 表面 的 分 布 源 各 吸收 一 半 流 量 进 入 沪 中 :而 阿 王 半 平 面 排 山 和 
被 吸入 下 半 乎 面 沪 中 的 流量 应 相等 . 旦 都 为 oCx.0.1)dx. 故 有 


= 0， W = W, + W. 


H(l(x.t) = 24.(x.0.1), (6.10.7a) 
此 中 
ux,0.1) = 3 = hh) a x ac)- Ualt). (6.10.7b) 
V0 


通过 保 角 变换 (6.10.1) .物理 平面 上 的 无 旋 流 变换 公平 面 上 的 无 旋 流 .分 布 
在 平板 上 下 表面 的 源 沪 也 就 变换 到 1 和 1 = ec 的 多 周 于 的 源 记 百 60.0 .并 由 芭 杂 
了 你 性 得 知 万 (0.1) = 一 万 (- 0, 站 . 男 一 方面 ,平板 上 长 度 为 | dx | 的 微 元 线段 变换 
成 了 平面 上 长 度 为 ds = c | d9 1 /2 的 圆 昕 .而 平板 到 国 周 的 变换 式 为 
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，。 COSU. (6.10.8) 


~ 
ll 


故 有 
| dx |1=|csinbodg |=|2singds |. 
点 源 的 强度 在 变换 中 不 应 变化 , 即 
Hlx.t) |dxr|= HCO.1)ds. 
从 而 得 到 
1C01) = Hx,t) | dx/ds |= 2H(x.1) lsin0 |. 

利用 反对 称 性 和 式 (6.10.7) ,就 得 到 右 (90,1) 的 统一 表达 式 

H* (0,.1) =— 4Lh(t) + ea)(x -ac) + Ua(t) lsing (—- x 0). 

(6.10.9) 

我 们 最 终 关 心 的 是 算出 平板 又 上 下 表面 的 斥 力 分 布 ,为 此 .我 们 要 利用 非 定常 

势 流 的 伯 卿 利 方程 


of ,Pp 
ot a 


在 小 扰动 假设 下 , 线 化 近似 式 写 为 


>[(CU + oP/Bx + Cop/9y)] = Le + 5. 


G2 -+ UX). (6.10.10) 


PoP °(3 OX 
其 中 9 包括 了 无 环 量 绕 流 与 环 量 加 脱 泻 涡 产生 的 小 扰动 速度 势 . 下面, 先 讨 论 无 环 
量 流速 度 势 pw 的 计算 方法 .由 于 式 (6.10.10) 中 的 9, 与 8, 都 是 平板 表 而 上 的 值 ， 
我 们 只 要 找 出 这 些 表 面 上 势 酒 数值 就 足够 了 . 
因为 反对 称 问 题 中 ,在 x 轴 的 x 二-c 部 分 满足 边界 条 件 8 = 0( 见 式 (6.9.10))， 
卜 和 平面 圆周 | 名 |= c/2 上 的 扰动 速度 势 可 写成 


4 


?(§.0)=)4 (0, 1) 5d0, 


其 中 do 是 “平面 上 复 : 速度 dw/ds 的 “9 
分 量 ”. 下 面 ,我 们 就 来 计算 无 环 基 绕 流 
部 分 qu = 字 人 Y 的 表达 式 .为 此 ,我 们 
要 在 《平面 上 ,计算 圆周 | 51= c/2 上 的 
分 布 源 汇 在 圆周 上 任意 点 P( 方 .0) 处 的 
泛 导 速度 0 分 量 . 

考察 处 于 圆周 对 称 点 0 = 9 和 90” 图 6.42 圆周 上 的 分 布 源 汇 速度 示意 图 
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= 一? 两 处 微 元 点 源 H* (9 ,10) 5d9 在 圆周 一 定点 已 (二 0) 处 产生 的 诱导 速度 . 利 
川 二 维 点 源 的 诱导 速度 公式 ,H* (9,1) dy 在 已 点 的 诱导 速度 分 别 为 


H’* (9,1) dp H' (9,1) $d? 


4 2 
| 6g" |= Dy = I ， 
区 2rcsinL 5 (9 — 0)] 
HH (9.1) Sd9 H (9.1) Sd? 
18q |= 一 一 = . 
2 2rcsin[ 3 (9 + 0)] 


将 式 (6.10.9) 和 (6.10.7b) 代入 , 即 得 
v(x,0,1)sinpd9 


rsin[ 方 (9 0)] 


| 6g | = 


将 8g# 分 别 投影 到 0 方向 并 取代 数 和 得 到 
6qo = 一 | 6q"| cos[ 广 (9 -0)]—|6g | cos[ 广 (9 + 0)] 


_ 2V(x.0,1)sin ed 
n(COSP 一 cosO) 


于 是 求 得 无 环 量 绕 流 在 | | = c/2 圆周 上 的 周 向 速度 分 量 为 


gy(0.1) = 2| DCC 。cosp ,0,1)sin2pde (6.10.11) 
?0 T COSP 一 COSO 四 

进而 得 出 上 表面 的 无 环 量 速度 势 为 
TT ，、、 .2 

pu( 0.1) = || vecosp, Dsin 2d2d0 (0 og on). (6.10.12) 

a COSIO 一 COSO 

其 中 0 = arccos(Cx/c) .下 表面 无 环 量 绕 流 速度 势 为 

pi(—0.1) =— CO,1). 

将 9,《x,0* ,1) 的 表达 式 (6.10.12) 代入 压强 表达 式 (6.10.10), 利 用 w(x.0,7) 的 

公 于 


表达 式 (6.10.7b) 和 公式 


x 
* 


| cosm9Ppd? _ xsinmb 


cosP — cos0 sing 
D 


最 终 算 得 平板 的 载 信 分 布 为 
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1(Cxy1) = (ph ~ p')= 20|- hUcoto + hcsind - atUzcotg + &» Ue 


jsin0 coto ( Scos0 a) + sing | | cssing (cosO 一 a) . (6.10.13) 
平板 升力 为 
L, = jx Dax = xpcz( 丰 +UC acet). (6.10.14) 


围绕 转轴 x = ac 的 俯仰 力矩 为 (抬头 为 正 ) 
M = nee Uh + ach + Ua — c( 言 + a:)a], (6.10.15) 


8 
(”), 丝 表 示 无 环 量 绕 流 部 分 . 
现在 ,我 们 转向 求解 由 机 设 环 量 和 尾 涡 层 所 诱导 的 速度 场 及 其 对 非 定常 气动 
力 的 贡献 .为 获得 解析 解 , 我 们 作 如 下 假设 
1 .平板 辟 除 以 恒定 速度 平 飞 外 , 作 简 谐 的 俯仰 振动 和 沉 译 振动 , 即 
a({1) = a'e'™, 
h(1) = h’ ew. 
此 处 , 复 变 量 理解 为 其 实数 部 分 . 
2. 振 动 是 微 幅 的 , 即 
ao C1h’ Ke, 从 而 | V9 | 志 U. 
于 是 ,问题 可 以 线性 化 : 板 面 上 成 立 的 边界 条 件 可 以 近似 地 令 其 在 板 面 平均 位 置 y 
= 0 处 成 立 ;并 且 , 脱 得 的 尾 涡 层 也 可 以 看 做 是 处 于 x 宇 c,y = 0 处 的 平面 涡 层 . 
3. 假 设 平板 已 经 振动 了 很 长 时 间 , 流 场 达到 稳定 的 简 谐 周期 状态 , 尾 涡 乎 面 也 
从 后 缘 伸 展 到 下 游 无 穷 远 处 . 
首先 .我们 关心 的 是 为 保证 后 缘 Kutta 条 件 时 的 满足 , 尾 涡 层 的 涡 强 分 布 
YCx ,了 10),X 宇 c, 应 取 何 种 数学 形式 .利用 


(6.10.16) 


dw _ dw /dz 
dz dé/dé 
和 dw/dz = wu 一 iv,dw/ds = gs - igy, 易 知 在 平板 上 下 表面 上 有 
[Iu-iv|=| (gs -iq»y)/2sing |. 
将 变换 速度 (gs ,gs) 分 别 投影 到 上 和 09 方向 , 即 可 得 到 
dj = 2vsing, qo =— 2usind (tr = c/2.0& 0 ND. (6.10.17) 


由 此 可 知 ,要 在 后 缘 (c/2,6 = 0) 处 保持 平板 切 向 速度 w 为 有 界 ,必须 保 证 该 处 q。 
= 0. 于 是 ,由 无 环 量 绕 流 9y” 的 表达 式 (6.10.11) ,得 到 旋涡 系 流 场所 满足 Kutta 
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条 件 的 数学 方程 式 
2 eeose :0 sm “dp = 0. (6.10.18) 
- 


qh (0 = 0,.1)+ 
进一步 要 做 的 ,就 是 从 式 (6.10.18) 导出 尾 涡 层 强度 yY(x ,7) 所 满足 的 数学 方程 式 . 
前 已 聊 明 ,机 要 环 量 实 为 变换 平面 上 尾 涡 在 阅 周 | 5 | = c/g 内 的 镜像 涡 所 产 
生 的 环 量 . 设 存 变换 平面 上 (§ > c/2.9 = 0) 直线 段 = o 处 的 变换 尾 涡 强 度 为 
.qd$, 它 在 圆 内 的 镜像 涡 位 于 $$ = c*/4o 处 ,两 者 测量 大 小 相等 方向 相反 (图 
6.43). 将 尾 涡 元 和 镜像 涡 元 所 诱 生 的 P 点 的 速度 分 别 记 为 6q.。 和 6gq;, | 6q。 | = 
Tdé/2rr,, | 6q; | = .dS/2xri. 则 由 几何 关系 可 知 


ryCos(0, — 0)= 六 — jcosO 
ricos(01 — 9) = 5 000 


(6qgi,60gr )= 0 一 0. 
A(6g..6qgy")= x— (0,— 0). 


CC) 一 Ce | 一 Tdé 02 一 C2 /4 
09， 一 169)， | 一 xe (= + Ci/4— co ): (6.10.19) 


图 6.43 尾 涡 层 强 度 示 意图 


0= 0 时 ,有 
Se Tdé Gt 十 Cc/2 
og | wu 二 nb (s 一 5). 
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利用 物理 平面 与 变换 平面 之 间 的 涡 量 对 应 关系 


Td = ylx,t)dx 及 50 = rte, 
0 一 C7/2 Xi 一 C 


ES 


并 令 式 (6.10.19) 中 0 = 0, 代 入 式 (6.10.18) ,进行 积分 | (…)d$ 计算 后 , 即 得 积 
分 方程 


G0) _ 1| xX+b,. 2| v(ccosp,1t)sin de 
do (0,.1) = zc TpY Xdx cosp 1 . 


0 


(6.10.20) 
注意 到 在 简 谐振 动 问题 中 ,y(x,1) 应 当 是 x 和 1 的 简 谐 函数 ,振动 周期 T 
= 2x/w, 脐 泻 的 尾 涡 以 速度 U 沿 x 方 向 移 向 下 游 , 在 一 个 周期 中 该 涡 平移 长 
度 为 UT = 2xU/w. 显 然 , 这 就 是 尾 涡 的 波长 4, 波 数 则 为 Kk = 2x/X = w/U. 所 
以 

y= (xf) = yexp{liw(t ~ x/U))}. (6.10.21) 
将 式 (6.10.21) 代入 式 (6.10.20) ,再 将 x,t,w 等 量 以 c,c/U 和 U/c 无 量 纲 

化 , 即 可 求 得 


ye™ = [hr+Uatact -a)] 过 | [Xt 1 qx, (6.10.22) 
2 2xJ Nx -1 
其 中 = wc/U ,分 母 中 的 积分 是 某 种 Bessel 函数 ,因为 


X 十 1 ~ Xe ix “ sikr 
| e “dx = | dx+| -< dx， 


xX—1 xXx*—1 1 VxX*—1 
而 
~ Cikx x 2 下 xe ikx 元 2 
1 VX 一 1! VX 一 


其 中 H42 表示 第 二 类 vy 阶 汉 克 尔 (Hankel) 函数 .引入 西 奥 道 森 (Theodorson) 
函数 


f x -ikx 
| En 和 Hi (k) 
~、 k | 一 _ 1 . . . 
C= Hr iH 06.10.23) 
| eitxdx 
xXx—1 


最 后 可 得 出 谐振 尾 涡 对 非 定常 气动 力 的 页 献 如 下 : 
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非 定 常 载荷 分 布 
1.Cx yt) = 2p0| + Ua + dc (二 — a) | coto cb 人 9 )|: 
非 定常 升力 
L. = 2xcpU|h + Ua + dc ( 记 一 a) oo， 
力矩 


M、= 2rpc2U| + Ua + ac( 吉 -a) |(a + 二 )eCk). (6.10.24) 
注意 到 c(k) 是 大 的 复 函 数 , 故 1Cxt) ,0 和 Mw(1) 并 不 简单 地 与 U(7)， 


有 (1) ,a(1) 等 运动 变量 成 正比 ( 即 同位 相 ) 关系 ,而 是 在 非 定常 气动 力 与 机 翼 运 动 
变量 之 间 存 在 某 种 位 相差 . 稳 态 谐振 问题 中 的 这 种 位 相差 表示 了 无 环 量 绕 流 的 非 
定常 气动 力 响应 与 尾 涡 脱 得 的 非 定常 气动 力 响 应 有 质 的 差别 ,后 者 的 位 相差 正 是 
非 定常 流 “ 历 史 效 应 ”在 谐振 问题 中 的 表现 . 

谐振 平板 屠 的 上 述 解析 解 是 西 奥 道 森 在 1935 年 求 得 的 ,这 一 问题 的 解决 为 动 
态 气 动弹 性 力学 奠定 了 理论 基础 . 
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流体 的 波动 理论 是 流体 力学 的 重要 内 容 , 也 是 物理 学 中 一 般 波动 理论 的 重要 
组 成 部 分 ,在 各 种 工程 科学 中 有 着 广泛 的 应 用 .大 家 知道 ,波动 这 一 本 语 , 通 常 有 
两 方面 的 含义 ;一 是 指 某 种 物理 讯号 在 空间 的 传播 ; 另 一 方面 , 它 常 和 振动 或 周期 
性 过 程 相 联 系 .流体 中 有 各 种 不 同类 型 的 波动 ,如 声波 、 激 波 、 水 波 、 大 气 和 海洋 内 
部 的 波 . 磁 流体 波 等 等 .就 物理 机 制 而 言 ,它们 总 是 由 于 流体 受到 的 某 神 扰动 ,而 后 
又 在 某 种 力 的 作用 下 ,使 运动 具有 恢复 平衡 的 倾向 . 这 样 , 在 流体 惯性 和 恢复 力 的 
相互 制约 下 ,就 产生 了 流体 的 波动 . 比如 ,流体 中 声波 和 激 波 的 恢复 力 是 可 压缩 流 
体 的 体积 弹性 力 ; 对 于 重力 场 作用 下 的 流体 表面 波 和 内 波 , 恢 复 力 就 是 重力 ; 磁 流 
体 波 的 恢复 力 则 是 电磁 力 等 等 .本 章 讨论 不 可 压缩 流体 中 的 重力 波 , 声 波 和 激 波 将 
在 “可 压缩 流动 ”一 章 中 研究 .本 书 将 不 讨论 磁 流体 波 和 其 他 类 型 的 流体 波动 ， 


7.1 表面 重力 波 


7.1.1 引言 


我 们 知道 ,对 于 重力 场 中 处 于 静 力 平衡 的 流体 ,同一 高 度 上 流体 的 密度 相同 ， 
这 个 高 度 称 为 这 批 流体 质点 的 平衡 位 置 . 如 果 因 为 某 种 扰动 ,处 于 高 度 z 的 质点 离 
开 了 平衡 位 置 而 到 达 另 一 高 度 z + 5( 设 了 之 0) ,并 假定 流体 是 不 可 压缩 的 ,这 个 质 
点 的 密度 o(z) 和 新 高 度 上 平衡 流体 的 密度 0(z + 5) 就 会 有 差别 . 若 C(z) 二 P(z 
+ 二 ) ,该 质点 会 受到 一 个 指向 其 平衡 位 置 的 合力 ;反之 ,车 P(z) 之 PCz + 5) ,就 有 
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一 个 使 它 进 一 步 远离 平衡 位 置 的 合力 .由 此 可 见 ,对 于 不 可 压缩 流体 来 说 . 当 重 流 
体 在 下 轻 流 体 在 上 时 .平衡 处 于 稳定 状态 . 稳定 平衡 的 流体 受 旬 扰动 后 ,重力 和 浮 
力 的 合力 将 起 恢复 力 的 作用 .使 得 流体 中 发 生 波 动 . 轻 流体 在 下 重 流 体 在 上 的 平衡 
是 不 稳定 的 ,任何 小 扰动 都 会 导致 平衡 的 破坏 ,从 而 产生 流体 的 对 流 运动 . 这 种 对 
流 将 使 流体 质量 重新 分 布 ,直至 建立 起 新 的 平衡 . 

密度 均匀 分 布 的 不 可 压缩 流体 处 于 中 性 稳定 的 平衡 状态 ， - 般 地 说 .扰动 不 会 
在 其 内 部 产生 波动 .但 是 ,如 果 均 勾 液 体 有 月 由 表 而 .情况 将 会 不 同 . 在 均匀 密 度 液 
体 的 日 山 表 面 上 ,有 可 能 出 现 波动 .事实 十. 因为 白山 面 两 侧 流 体 的 密度 不 相等 . 它 
恰恰 可 以 看 成 是 流体 密度 分 布 不 均匀 的 -~ 种 极端 情形 .自由 表面 的 扰动 .使 香 表 曾 

- 侧 的 流体 穿 过 平衡 分 界面 而 进入 另 一 侧 , 从 而 在 原先 平衡 自由 面 的 位 置 上 就 有 
两 种 流体 存在 .处 在 这 种 位 置 上 的 液体 的 重力 和 浮力 显然 不 可 能 达到 平衡 .这 就 产 
牛 一 个 恢复 力 , 从 而 为 自由 面 附近 的 流体 发 生 波动 提供 了 条 件 . 同时 ,自由 面 的 变 
形 也 引起 流体 内 部 同一 水 平面 上 出 现 压 强 波动 , 它 不 仅 能 诱发 表面 以 下 流体 的 运 
动 . 而 且 也 会 将 波动 从 扰 源 传播 到 运 方 .这 就 形成 了 人 们 常见 的 表面 重力 波 .现在 . 
我 们 就 来 介绍 关于 小 振幅 表面 波 的 流体 力学 理论 一 一 线性 水 波 理论 . 


7.1.2 水波 的 控制 方程 


假设 水 波 的 振幅 为 a, 它 比 波长 A 要 小 得 多 , 即 
a A. (7.1.1) 
这 种 水 波 就 称 为 小 振幅 波 . 对 于 水 波 问题 , 略 去 黏 性 效应 .通常 是 一 种 合理 的 近似 . 
此 时 ,液体 的 运动 方程 写成 
St (vv = ta 
现在 .我 们 来 对 方程 中 两 个 惯性 力 项 的 量 级 作 一 比较 .因为 水 波 为 一 种 周期 性 的 运 
动 , 我 们 有 下 面 的 量 级 估计 
[lol~a/T, | av/9r 一 ar/ 开 ，| psV)pD| 一 aa270T2). 
其 中 了 为 水 波 的 周期 .于 是 ,我 们 得 知 
| Vv|/ | Bv/9r |~ a/A 1, 
故 避 近似 地 略 去 方程 中 的 非 线性 项 ,从 而 得 到 
3 = (7.1.2) 
下 面 ,我 们 再 来 考察 在 水 波 问 题 中 可 否 采 用 不 可 压缩 流 假设 . 对 于 非 定 常 流 ， 
需要 检验 4.1 节 中 提出 的 一个 判 据 是 否 同时 满足 .首先 ,我 们 写 出 水 波 传播 的 相 速 
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度 c = 余 . 于 是 .流体 质点 速度 和 波 速 之 比 在 量 级 上 为 
dalA /i 
条/ 多 一 a/A<1. 
从 而 有 之 .将 水 中 的 声速 记 为 6, 非 定常 不 可 不 缩 流 的 判别 条 件 之 为 
tL/v.. (7.1.3) 
即将 看 到 ,小 振幅 水 波 的 波 速 只 依赖 于 波长 X: 当 》 增 大 时 ,c 单调 上 升 并 有 一 个 上 


确 界 ve .这 里 ,六 是 水 域 的 深度 .常温 常 压 下 水 中 的 声速 约 为 1400 m/s, 经 过 简单 
的 验算 可 知 . 对 于 地 球 上 的 水 域 , 式 (7.1.3) 总 是 能 成 立 的 . 另 一 方面 .前 而 已 经 证 
明 过 .在 小 振幅 水 波 中 ,有 了“ 入 ec. 有 几 此 ,立刻 可 导致 田 一 个 不 可 上 庄 缩 流 判 据 成 立 、 
即 有 


uv. (7.1.4) 
还 要 检查 重力 波 在 铅 直 方向 的 尺度 是 否 满足 
L < vi/eg. (7.1.5) 


容易 算得 ,水 波 的 中 /8g 值 约 为 200 km 市 地 球 上 最 深 的 水 域 也 就 是 10 km 左右 的 
深度 ,何况 一 般 的 水 波 根本 达 不 到 这 样 的 深度 (参看 7.2 节 ). 所 以 ,条 件 (7.1.5) 的 
满足 也 是 没有 问题 的 . 
由 此 可 知 , 水 波 是 一 种 不 可 上 讨 缩 流动 ,连续 方程 为 
vb 


VvV.v=0. (7.1.6) 
再 将 方程 (7.1.2) 两 边 取 旋 度 ,就 得 到 
2 = 0. (7.1.7) 


这 表明 ,小 幅 波 的 涡 基 场 是 一 个 定常 场 . 如 果 按 照 2.3 节 中 的 方法 ,将 液体 的 流动 
分 解 为 涡 莉 诱导 的 速度 场 和 无 源 无 旋 速 度 场 两 部 分 的 迭 加 , 则 流动 的 定常 部 分 对 
应 于 旋涡 流 ;流动 的 非 定 常 部 分 ( 即 波动 部 分 ) 对 应 于 无 源 无 旋 流 .内 此 , 若 只 研究 
波动 的 规律 性 ,不 妨 假设 四 = 0. 于 是 ,我们 可 以 引进 速度 势 9, 并 由 连续 方程 (7.1.6) 
得 到 水 波 的 控制 方程 

V20 = 0. (7.1.8) 


7.1.3 ”边界 条 件 
为 了 写 出 相应 的 边界 条 件 , 我 们 取 一 个 笛 卡 儿 坐标 系 , 使 z 轴 沿 铝 直 方向 .把 


液体 自由 面 的 方程 写作 (参看 网 7.1) 
fixsyzZ1t) = z— Lx,y,.t)= 0. (7.1.9) 
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说 假 设 表面 张力 叮 以 忽略 不 计 . 身 由 面 上 的 运动 学 边界 条 件 和 动力 学 边界 条 件 就 
分 别 写成 


= vy) = 35 _ od 9 -0 (7.1.10) 


di [ 3 ,2 
和 
?1 (7.1.11) 
其 中 常数 ps 为 大 气压 强 .把 水 域 的 底面 方程 写 ; 
z =— h(x,y), (7.1.12) 
底部 边界 条 件 就 是 
ps + DJ + Ph, = 0. (7 1 13) 
_ (xy,t) 此 处 应 注意 5Cx,y.71) 是 问题 中 的 一 个 待 求 函 


， 数 ,因而 自由 面 边界 条 件 为 一 非 线性 条 件 . 下 
面 ,我 们 将 在 小 幅 波 假设 下 ,将 它 近似 地 写成 
一 个 线性 边界 条 件 , 从 而 使 小 幅 水 波 问 题 化 简 
为 一 个 完全 线性 的 问题 . 

引进 一 个 静 力 平衡 压强 


图 7.1 表面 波 问题 的 坐标 系 


ps = Po 一 08z， (7.1.14) 
流体 压强 就 可 以 改写 成 
p= pst+ pe. (7.1.15) 
这 里 p. 称 为 波动 压强 .方程 (7.1.2) 也 可 以 简化 成 
Ga vv/Pe: 
ot Vv ( O ) 
以 5b = V9 代 人 上 式 , 积 分 得 到 
-0992 
pe 二 03 (7.1.16) 


这 就 是 线性 化 的 们 努 利 方程 .同时 ,由 式 (7.1.11),(7.1.14) 和 (7.1.15) ,可 以 得 到 
自由 面 上 波动 压强 的 另 一 个 表达 式 


pe [22¢ = 085. (7.1.17) 
于 是 ,自由 面 上 的 动力 学 边界 条 件 就 可 以 写成 
-__1/9r 

5 = s (a ) (7.1.18) 


将 上 式 和 自由 面 运动 学 边界 条 件 , 以 及 式 
85 _ op 32 ag 
ot OZ OX 
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联 立 .注意 到 令 , 头 <1, 在 线性 近似 下 就 可 以 消去 ,而 得 到 关于 9 的 自由 而 边 


界 条 件 的 一 个 线性 表达 式 


( 兰 ) =-- 二 (32) (7.1.19) 


方程 (7.1.8) 和 边界 条 件 (7.1.13),(7.1.19) ,就 构成 小 振幅 水 波 的 数学 模型 


7.2 平面 单 色 小 


重力 场 中 的 液体 表面 波 ,总 是 沿 着 水 平方 向 传播 . 如 果 水 域 很 宽广 , 即 其 水 平 
尺度 远 远大 于 水 波 的 波长 ,我们 就 可 以 不 去 考虑 水 域 边 界 上 波 的 反射 ,而 将 水 域 看 
成 是 水 平 无 界 的 . 在 无 界 水 域 中 , 自由 面 的 扰动 将 以 波 的 形式 向 远 处 传播 ,这 种 水 
波 称 为 行进 波 .反之 ,在 水 平 有 界 的 水 域 中 ,由 于 界面 的 反射 ,入 射 波 和 反射 波 选 加 
后 ,使 水 波 旦 现 出 驻 波 的 特征 , 驻 波 具 有 辐 有 的 波长 , 它 取决 于 边界 的 几何 形状 . 


7.2.1 平面 单 色 波 的 一 般 解 


现在 ,我 们 来 研究 水 面 上 沿 一 定 方向 传播 的 表面 波 , 即 平面 波 , 其 速度 势 方 
程 为 
9,2-0. (7.2.1) 


Ox* oz’ 

这 里 水 波 的 传播 方向 已 被 取 为 x 轴 的 方向 . 

下 面 ,考虑 方程 (7.2.1) 的 稳定 行 波 解 ,这 种 水 波 对 应 于 水 波 传播 的 后 期 情况 ， 

一 般 的 水 波 是 各 种 波长 简 谐 波 的 迭 加 ,其 中 的 每 一 种 简 谐 成 分 称 为 波 的 傅 里 时 分 

量 或 单 色 分 量 .但 我 们 即将 知道 , 巾 于 波 的 色散 效应 ,实际 上 在 任何 局 部 水 面 上 ,后 
期 传播 的 水 波 总 很 接近 于 某 种 波长 的 简 谐 周期 波 , 它 的 数学 表达 式 为 

DUOXy zi) = MW{f(z)e Ko}. (7.2.2) 

这 种 波 也 称 为 平面 单 色 波 . 单 色 波 表达 式 中 ,k = 2r/) 称 为 波 数 ,w = 2r/T 称 为 

圆 频率 ,0 = kx - wt 称 为 位 相 角 .这 里 ,我 们 已 通过 适当 选择 时 间 原 点 将 x = 0 处 

的 初 位 相 取 为 零 , 只 是 为 了 书写 的 方便 . 波 阵 面 的 运动 方程 由 
0CxX,1) = 常数 (7.2.3) 
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情 定 . 它 的 传播 速度 为 


= ( 芋 ) = = 名， (7.2.4) 
这 个 传播 速度 称 为 水 波 的 相 速 度 , 它 是 一 个 标量 
将 速度 势 表 达 式 (7.2.2) 代入 方程 (7.2.1)， 可 得 到 f(z) 所 满足 的 常 微分 方程 


Ek > =0. (7.2.5) 
它 的 一 般 解 为 
f(z) = Ae* + Be 和 (7.2.6) 


7.2.2 深水 波 

当 水 深 h 远 远 大 于 水 波 的 波长 时 ,数学 上 可 以 取 站 一 %w 作为 近似 .此 时 , 式 
(7.1.13) a 

Zz—>— co ， VoP = 0. 
此 时 ,一 般 解 式 (7.2.6) 中 的 常数 B= 0, 从 而 有 大 z) = 4e< ,由 此 得 到 深水 平面 
单 色 波 的 速度 势 为 
P(X,Z11) = 4eecos(CKr — wr). (7.2.7) 

其 中 4 是 一 个 常数 .将 式 (7.2.7) 代入 上 上 节 的 式 (7.1.19), 可 以 得 到 w 和 K 之 间 的 
一 个 重要 关系 式 


w’* = gk. (7.2.8) 
窑 易 算得 深水 波 中 流体 质点 的 速度 为 


u = ,=— Ake“sin(kx 一 wt), 
、 (7.2.9) 

w = 5. = 4KescosCKkr — wl). | 
可 是 ,流体 质点 速度 的 量 值 = Vu + w* = Ake*, 它 只 依赖 于 该 质点 离 自 由 面 
的 锁 | 弄 在 深度 增 大 成 指数 律 豪 减 . 因此 ,在 水 面 下 深度 为 一 个 波 
长 处 .v 已 衰减 到 
v(0) 
535 “ 
这 一 结果 表明 ,均匀 密度 流体 自由 面 的 波动 只 存在 于 表面 附近 的 一 个 薄 层 内 ,这 一 
层 的 厚度 比 水 波 的 波长 小 得 多 , 故 称 之 为 表面 波 .由 式 (7.1.18) 还 可 求 出 自由 面 的 
形状 


vA) = DUO)e rR = ve a 


Cx,t) = = asin(Ckx - wl). (7.2.10) 
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其 中 a = Aw/g 是 波动 表面 的 位 移 振幅 . 
水 波 中 流体 质点 的 轨迹 方程 为 


华 =— Ake*sin(kx — wl). | 
(7.2.11) 
和 = Ake*cos(kx — wl). | 


可 匈 , 质 点 在 x 与 z 两 个 方向 上 部 作 简 谐振 动 并 且 位 相差 为 90 . 记 质 点 在 两 个 方向 
上 的 平衡 位 置 分 别 为 x = x 和 z = zh 则 在 一 阶 近似 下 .方程 (7.2.11) 可 以 写成 
加 = 一 Ake’w sin( kxo — wr), 


dt 
dz - Aker'w cos(kxo — wl). 
dr 
这 组 常 微分 方程 容易 积分 得 
XxX— Xo = — a eos(kr, — wt). | | 
. - (7.2.12) 
z— zo =— aker sin( kx, — wt), | 
或 写成 
(x— X00) + (zo Zo) = CC2e2zkso ， (7.2.13) 


于 是 可 知 ,在 一 阶 近 似 下 ,深水 表面 波 质点 的 轨迹 为 一 个 圆 , 圆 的 半径 与 质点 在 z 方 
向 的 平均 深度 z 有 关 . 当 | z | 增 大 时 ,轨迹 圆 半径 以 指数 方式 迅速 衰减 ( 见 图 7.2). 


7.2 ”深水 表面 波 的 质点 轨迹 


7.2.3 ”有 限 深 水 域 的 表面 波 
按照 相同 的 步 又 ,我 们 也 可 以 分 析 有 限 深 度 (h ~ 4) 平底 (h = 常数 ) 水 域 中 
。 243 。 


的 平面 单 色 波 .此 时 ,底部 边界 条 件 为 
z = 一 六 了 时， ap/az = 0. (7.2.14) 
利用 这 个 条 件 ,可知 在 方程 (7.2.5) 的 一 般 解 
f(z) = Ae* + Bee 

中 ,8 = 4e 关于 是 有 

px zi) = AchLKCz + h)]eos(kx — wi). (7.2.15) 
其 中 4 = 2Ae™ ,水波 中 质点 速度 为 

u =— A‘kchlk(z + h) jsin(kx — wt), 


/ (7.2.16) 
w = A‘kshl kz + h) leos(kx 一 wl). 
相应 地 ,可 求 得 流体 质点 的 轨迹 为 一 篮 椭 圆 
(XC— Xu) (Zz 一 Zo) ， 
echo kz + hn] SET hj (7.2.17) 


其 中 a = Ak/w. 轨迹 椭圆 具有 水 平 长 轴 和 铅 直 短 轴 . 长短 半 轴 之 比 为 cothLk (zo 
+ 用)]. 随 着 z 一 -有 ,该 比值 趋 于 无 限 大 .此 时 ,椭圆 轨迹 退化 为 重 又 在 一 起 的 两 
条 水 平 直线 (图 7.3). 


站 人 
4 


A/sinh(Kkh) 


图 7.3 ”有限 深水 域 表面 波 的 质点 轨迹 


7.2.4 水 波 的 能 量 
下 面 .我 们 来 考察 水 波 的 能 量 . 
水 波 中 ,流体 能 量 超过 其 静 力 平衡 状态 能 量 的 那 一 部 分 , 称 为 波动 能 量 . 对 于 
重力 波 ,波动 能 量 包 括 流 体 的 动能 和 超额 的 重力 势能 两 部 分 . 设 静 止 状态 的 流体 月 
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由 面 (规定 为 z = 0) 为 势能 基准 面 ,重力 位 势 就 是 gz. 从 水 域 底部 到 白 由 面 作 一 单 
位 水 平 截 面积 的 液体 柱 , 柱 体内 流体 的 总 势能 为 


5 
| egz 。1。dz = S08 — h*). 
“hh 
由 于 静止 状态 时 ,该 液 柱 的 势能 为 - Pghn*/2, 其 波动 势能 就 是 
P= 坟 p85， (7.2.18) 


并 称 之 为 水 波 的 势能 密度 . 可见 ,不 论 3 为 正 值 还 是 负 值 ,波动 势 能 密度 总 大 于 零 . 
这 并 不 难 理解 : 当 了 守 0 时 ,水 柱 高 出 平衡 位 置 ,增加 的 流体 自然 带 来 正 势 能 ; 击 当 
5 一 0, 水 柱 低 于 平衡 位 置 ,减少 的 那 部 分 流体 带 走 了 负 势 能 ,也 就 相当 于 增加 了 正 
的 热能 . 
我 们 更 感 兴趣 的 是 水 波 势能 的 时 间 平 均值 .大 家 知道 
| 
于 | sin? (kx ~ wi)dt = 广 ， 


0 


其 中 了 = 2x/w 为 水 波 周 期 .所 以 ,势能 平均 密度 是 
DD 1 2 1 2 5 
P = 方 pg 52 = Tea. (7.2.19) 


这 一 结果 对 水 深 为 任何 值 的 表面 波 都 是 成 立 的 . 
关于 水 波 的 动能 密度 ,我 们 这 里 按 深水 域 情 况 来 计算 ,此 时 有 
q [oq 
K= | 六 Coxdz = | cake ya 


-~ 


AKkC + 2k5). (7.2.20) 
注意 到 上 = 0 和 42K = a2g ,就 可 得 到 

KK = pe =P. (7.2.21) 
这 是 一 个 可 以 预期 到 的 结果 ,因为 一 般 动力 学 中 已 经 证 明 , 线 性 振动 系统 的 动能 与 
热能 在 平均 意义 上 是 均 分 的 .由 此 可 见 , 式 (7.2.21) 同样 适用 于 有 限 深 度 水 域 的 小 
幅 表 面 波 .读者 不 妨 用 有 限 深 水 波 解 (7.2.15) 直接 计算 验证 之 . 

最 后 ,我 们 得 到 小 幅 平面 单 色 波 的 平均 能 量 密度 表达 式 

E=P+R= pga’. (7.2.22) 
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7.3 ”水 波 的 色散 和 群 速度 


7.3.1 水 波 的 色散 现象 
我 们 曾经 得 到 了 深水 波 的 一 个 关系 式 (7.2.8)， 
co 二 ek. 
它 在 水 波动 力学 中 具有 重要 的 物理 意义 .该 式 表示 波 频 与 波 数 之 间 存 在 着 单 值 隧 
数 关 系 . 尤 其 是 表示 波 的 相 速 度 将 随 波 长 而 变化 . 深水 波 相 速度 为 


c= 人 = /一 . (7.3.1) 


中 此 可 见 , 不 同 波长 的 单 色 表 面 波 以 不 同 的 相 速 度 传播 ;波长 愈 长 , 波 速 愈 大 . 式 
人 
深水 波 解 只 是 过 有 情况 下 的 一 种 近似 结果 . 当 水 深 为 有 限 值 时 ,由 线性 理论 
的 精确 解 式 (7.2.16)， 可 以 待 出 表面 重力 波 色 散 关 系 的 - - 般 表 达 式 
= gkth(kh), (7.3.2) 


或 省 中 成 


«= [Sn()] . (7.3.3) 


Tt 
中式 (7.3.3) 给 出 的 色散 关系 曲线 表示 在 图 7.4 上 .其 中 的 虚 申 线 是 式 (7.3.1) 给 
出 的 深水 流 近 似 曲 线 .有 之 和 是 男 一 种 极限 情形 ,这 种 波 称 为 长 波 或 浅水 波 . 由 于 
此 时 thCkh) > 大, 我们 有 


cw 一 SRK ， 
fF 式 (7.3.4 
ee DY c= 多 = V 钱 . (7.3.4) 


并 (7.3.1 

由 式 (7.3.4) 可 知 , 在 线性 近似 下 ,浅水 波 的 
相 速 度 不 随 波 长 变化 , 即 浅 水 波 不 存在 色散 
效应 .有 顺便 说 一 下 ,这 里 我 们 也 回答 了 了 7.1 方 
0 高 中井 到 过 的 一 个 重要 问题 ;表面 重力 波 的 传 
图 7.4 ”表面 重力 波 的 色散 关系 曲线 ” 播 速 度 随 波 长 增 大 而 增 大 ,但 有 一 个 上 限 值 
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/ah. 

从 表面 重力 波 的 色散 关系 ,我 们 还 可 以 引出 下 面 一 系列 重要 的 物理 结果 . 假设 
由于 革 种 扰动 而 产生 了 表面 重力 波 ,初始 时 刻 的 波 都 集中 在 扰动 源 的 附近 . 一 般 是 
含有 各 种 单 色 分 量 的 复杂 波 系 . 在 线性 理论 框架 下 .这些 单 色 分 量 将 按照 对 应 波长 
单 色 波 的 传播 速度 行进 ,它们 之 间 不 发 生 能 量 的 相互 传递 .由 于 不 同 波长 的 单 色 波 
传播 速度 不 同 , 随 着 时 间 推 移 ,原先 重合 在 一 起 的 单 色 波 就 会 逐渐 分 散 开 来 . 这 种 
现象 就 叫做 色散 ,因此 ,经 过 一 定时 间 的 传播 ,在 沿 着 波 传播 方向 的 不 同位 置 上 ,就 
会 出 现 波长 不 同 的 波 . 于 是 .从 任何 局 部 水 域 来 看 ,水 波 总 接近 于 单 色 的 正弦 波 .这 
就 是 说 , 单 色 波 不 仅 是 波 的 一 个 侍 里 叶 分 量 , 而 且 也 是 实际 存在 的 水 波形 态 

另 一 方面 ,假如 我 们 甸 略 水 波 的 黏 性 耗 散 ,水 波 的 总 能 量 将 保持 不 变 . 介 是. 初 
期 的 水 波 是 集中 在 扰动 源 附近 的 一 个 小 区 域 上 ,办 而 波 的 能 量 密度 高 .波幅 也 较 
大 .由 于 色散 ,水 波 在 后 期 要 散布 到 一 个 大 面积 区 域 上 ., 波 能 密度 也 就 大 大 降低 .以 
致 波幅 变 得 很 小 . 所 以 ,小 振幅 波 是 波 传播 后 期 的 一 种 状态 ,具有 重要 的 实际 意义 


7.3.2 ” 波 的 群 速度 


和 波 的 色散 效应 相 联 系 . 我 们 还 可 以 提出 这 样 一 个 问题 :假如 有 一 个 人 在 观察 
水 而 上 一 定 波长 2 的 平面 单 色 波 ,他 在 0 时 刻 看 到 这 种 波 出 现存 x = xi 的 位 置 
上 ,试问 在 后 来 的 另 一 时 刻 1;, 此 人 又 将 在 何 处 看 到 同一 波长 的 单 色 波 ?如 果 不 分 
析 色 和 散 效应 ,很 可 能 的 回答 是 :此 人 将 在 x2 = x1 + CGO)(Cts 一 六) 的 地 方 再 看 到 波 
长 为 的 单 色 波 .但 是 ,这 个 答案 却 是 不 对 的 ,原因 是 它 没有 考虑 到 与 色散 有 关 的 
波 的 相干 效应 . 应当 指出 的 是 ,实际 上 并 不 存在 有 限 强 度 的 纯粹 单 色 波 . 我们 曾 说 
过 局 部 水 域 的 水 波 很 接近 单 色 波 ,实际 上 是 指 那里 的 波 处 于 一 个 很 狭窄 的 波谱 内 ， 
而 当 这 种 波长 相近 的 波 在 一 起 传播 时 ,会 出 现 相干 现象 . 让 我 们 先 用 两 列 波长 相近 
的 正弦 波 迭 加 来 说 明 这 一 事实 . 

考察 两 列 平面 单 色 行 波 , 它 们 的 自由 面 方程 分 别 为 


5 = asin(kix 一 wit) 


和 
Et, = asin(ksx — wt1), 
其中 后 一 和 wi -os 都 是 很 小 的 量 . 当 这 两 列 波 在 同一 水 面 上 传播 时 ,合成 的 波 
形 为 
E = C+ = 2acos(Ak sx — Aw e+ 1)sin(kx - wi). (7.3.5) 
其 中 Ak = (ki 一 kk2)/2,Aw = (wi — wi)/2s Kk = (ki t+ ks) /2 = (w+ wr)/2. 
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因为 AK 和 Aw 部 是 小 量 , 上 面 的 式 (7.3.5) 可 以 写成 


5 = 2acos[ Ak(x - Ur) Jsin[ k(x — ct)]. (7.3.6) 
并 且 有 
Aw do 名 < 
U= A dr’ C Ee (7.3.7) 


在 式 (7.3.6) 中 ,我 们 可 以 把 因子 2acos[Ak (x - UL) 看 成 是 波 的 振幅 .而 把 短波 
长 部 分 sin[k(x ct)] 看 做 “载波 ”. 所 不 同 者 ,只 是 现在 的 波幅 也 是 一 个 行 波 函 数 
一 一 波长 很 大 ,频率 很 低 的 行 波 , 我 们 称 之 为 波 包 ( 参 看 图 7.5) ,而 波 包 的 传播 速 
度 为 UR 9 的 值 为 


_ -CC 四 
= 各 三 广 /大 (7.3.8) 


所 以 ,对 深水 波 而 言 , 波 包 的 行进 速度 只 是 号 载波 传 儿 速度 ( 相 这 度 ) 的 _ 于 小包 的 
传播 速度 称 为 波 的 群 速度 . 

由 网 7.5, 我 们 可 以 描绘 出 相 近 波 长 两 波 相干 的 一 幅 流 动 图 条 :每 一 波 包 就 像 
一 列车 厢 装 载 着 一 群 行 波 , 这 些 载波 相对 于 波 包 运 动 ,其 相对 速度 为 c/2; 同时 波 
包 本 身 也 以 群 速度 U = c/2 向 前 传播 . 因此, 波 包 也 称 为 一 个 波 群 . 波 群 中 的 载波 
在 传播 时 不 断 地 改变 其 波幅 :从 左 节点 开始 ， 站 的 流 术 先是 增长 ， 后 来 减 小 ,匠人 色 
右 节 点 消失 .因此 , 波 群 中 的 波峰 和 波 谷 只 是 一 种 状态 ,而 不 是 实体 ,它们 可 年 可 

灭 . 只 有 波 群 才 是 实体 . 一 定 波长 的 波 总 是 依附 于 波 包 而 存在 ,并 被 波 包 融 带 前 进 . 
大 到 以 上 事实 后 ,让 我 们 器 国 到 前 面 提出 的 问题 来， 这 就 不 难 给 出 正确 的 答 


它 应 当 是 x; = xi + UC) (ts 一石 ). 对 深水 波 来 说 ,这 个 行进 距离 比 前面 的 舍 
入 减 少 了 一 半 . 
U=8w/8k 


7.5 波长 接近 的 两 列 单 色 波 的 相干 效果 


群 速度 是 波动 理论 中 一 个 十 分 重要 的 物理 量 ,我 们 将 要 从 各 个 不 同 的 侧 而 来 
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阐明 其 深刻 的 物理 意义 . 首先, 我们 要 指出 :和 相 速 度 不 同 , 波 的 群 速度 是 一 个 矢 
量 .为 了 说 明 这 个 问题 ,要 建立 波 在 三 维 空间 中 传播 的 一 般 概念 


7.3.3 ”空间 非 均 匀 波 列 的 群 速度 


三 维 空间 中 传播 的 一 般 波 系 ,可 以 分 解 为 具有 不 同 波长 并 沿 各 种 不 同方 向 传 
播 的 平面 单 色 波 的 迭 加 .一 个 沿 空间 某 一 方向 传播 的 平面 单 色 波 ,可 借助 波 矢量 进 
行 数 学 描述 . 波 矢量 是 这 样 一 个 矢量 , 它 的 大 小 
k=|k|-= 所 


是 单位 长 度 上 位 相 角 的 变化 ,或 称 * 位 相 密 度 ”;k 的 方向 就 是 波 传播 的 方向 ， 
空间 平面 单 色 波 的 数学 表达 式 是 
Pr,1) = Aero ， (7.3.9) 
其 中 了 是 场 点 的 矢 径 ,4 可 以 是 一 个 复数 振幅 , 式 (7.3.9) 应 理解 为 取 右 边 的 实数 
部 分 .任何 具有 连续 谱 分 布 的 空间 波 系 可 以 写成 伍 里 叶 积 分 式 


x 


9p(r,1) = few dk. (7.3.10) 


这 里 dk = dki1dkzdk; 是 波 矢 空 间 中 的 微 元 体积 . 
空间 波 系 色散 关系 的 一 般 形式 是 
w = wlkis kz ks). (7.3.11) 
由 于 色散 效应 ,在 每 一 小 局 部 域 上 ,只 传播 着 在 波 矢量 ko 附近 的 某 狭 罕 谱 域 中 的 
平面 单 色 波 .将 该 狭小 谱 域 记 成 e. 局 部 的 波 系 就 可 以 表示 为 
p67) = fe dk 


所 


作 变 量 置 换 
k =k hb, (7.3.12) 
再 将 色散 函数 w(K) 在 大 = k。 处 展开 ,有 
w(Kk) = wl) + Rk+ Od k |2), (7.3.13) 


其 中 Bw/Bk1,Bw/9kz ,9w/Bks 是 矢量 Bw/9k 的 三 个 分 量 . 于 是 ,波动 速度 势 可 


P10) = eco || er ) dk 


= s(r— St em mn. (7.3.14) 
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这 里 (Kk) = fk+t kD).w = wk), 
g(r- $1) = Wee 各 ) dk. (7.3.15) 


对 比 式 (7.3.14) 和 (7.3.6) .我 们 不 难看 出 .8{r -人 bt) 就 对 应 于 两 列 单 色 流 
的 波 包 函 数 24cosLAK(x - U1)]. 它 是 空间 波 系 的 波 包 黄 数 . 波 包 的 运动 速度 为 


_ /dry _ Ow 
U = (1). = (7.3.16) 
这 就 是 空间 波 系 群 速度 的 一 般 表达 式 , 是 平面 波 公 式 (7.3.7) 的 推广 形式 .于 是 ,我 
们 得 知 , 对 于 空间 波 系 , 群 速 度 是 一 个 矢量 .一 般 而 言 , 样 速度 不 仅 在 大 小 上 可 以 不 


同 于 相 速 度 , 它 的 方向 也 可 以 不 同 于 波 矢 量 的 方向 .在 后 面 讨论 分 层 流 的 内 波 时 ， 
将 看 到 这 种 各 向 异性 的 色散 现象 


7.3.4 ”和 群 速度 的 另 一 种 物理 诠释 


我 们 曾经 指出 ,从 局 部 来 看 ,色散 后 期 的 小 幅 水 波 接近 于 正 蓄 波 .但 是 ,整个 波 
系 仍 是 由 各 种 单 色 成 分 组 成 的 ,是 一 个 非 均 勾 波 列 . 为 了 撒 写 非 均 匀 流 列 .我 们 可 
以 把 水 波 自 由 面 的 形状 写成 如 下 形式 的 隔 数 

E(x) = ACx. en, (7.3.17) 
其 中 A(x,1) 表示 波 包 的 形状 .通常 是 一 个 随 着 x 和 1 绥 慢 变化 的 聘 数 .0(x.1) 是 
波 的 位 相 ,cos9 随 x 和 + 的 变化 纤 比 AC(x,1) 大 得 多 .假如 波 沿 着 x 的 正方 向 传播 ， 
9CX ,了 ) 则 应 随 x 单调 递增 并 随 ! 单调 递减 ,对 于 重力 波 来 讲 ,IH 于 长 波 行进 的 速度 
大 于 短波 ,所 以 长 波 在 前 ,短波 在 后 ,波形 大 体 如 图 7.6 所 示 . 

当 波 列 用 式 (7.3.17) 描写 时 .在 任何 确 
定 的 时 刻 . 波 峰 处 的 0 值 是 x 的 偶数 信和 , 波 谷 
一 人 人 一 人 处 的 0 值 是 的 奇数 倍 . 我 们 知道 ,波长 这 个 
物理 量 本 来 是 从 止 疼 波 的 特性 引进 来 的 , 它 
措 写 给 定 距 离 上 波形 变化 的 快慢 程度 ,一 个 
完整 波形 (即位 相 改 变 2x) 的 长 度 称 为 波长 . 
换 句 话说 , 当 A0 = 2x 时 ,对 应 的 Ax = 入 定 
义 为 波长 .于 是 有 A0/Ax = 2x/A = 大 .从 这 
一 点 出 发 ， 我 们 可 以 将 波长 这 一 概念 推 / -到 非 均 名 的 波 列 .为 此 .我 们 引入 当地 波 

长 或 当地 波 数 的 概念 , 它 定义 为 


U 


图 7.6 非 均 匀 行 进 波 列 
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这 里 和 已 不 是 常数 ,而 是 (x ,1) 的 函数 .如 前 所 述 , 波 数 k(x,1) 即 是 1 时刻 在 
位 置 上 的 波 相 密 度 . 
按照 同样 的 推理 ,我们 还 可 以 引入 瞬时 频率 , 它 定 义 为 
QU 一 ,= Zn 
Bl T 
波 频 是 单位 时 间 内 通过 空间 其 一 点 的 波 的 位 相 变 化 , 可 以 看 做 位 相通 量 . 由 式 
《7.3.18) 和 (7.3.19) ,立即 可 以 得 出 一 个 方程 


(7.3.18) 


(7.3.19) 


+ -0. (7.3.20) 
我 们 把 这 个 方程 和 一 维 流 的 连续 方程 
Bo 


< + 二 (0o0) = 
7 (Co0) = 0 


作 一 对 比 , 可 知 质量 密度 p 对 应 于 位 相 密 度 k ,质量 通 量 pv 对 应 于 位 相通 量 w = 
kc. 于 是 ,我 们 不 妨 把 方程 (7.3.20) 看 成 是 波 相连 续 方程 ,从 而 函数 c 就 是 波 相 的 
速度 . 


利用 色散 关系 w = w(K) ,可 以 将 方程 (7.3.20) 中 的 Bw/Bx 写成 


Go _ dw Ok DA 
ar dk Ox Ox ” 
从 而 得 到 
ok ak _ 
3 十 L 水 = 0. (7.3.21) 


阵 面 ,由 方程 (7.3.21) 就 可 以 确定 出 这 种 波长 的 波 的 运动 速度 
dx 2 (0k/oD, - ， 
(rs = aR/Br), = U: (7.3.22) 


因而 ,我 们 就 再 一 次 证 明了 ,在 非 均 匀 波 系 中 ,各 种 波长 的 波 是 以 自己 的 群 速度 值 
传播 的 . 
7.3.5 ”水 波 的 能 量 传播 
以 上 是 从 运动 学 的 角度 讨论 了 波 的 群 速度 概念 ,下 面 我 们 还 要 阐明 群 速度 的 
动力 学 意义 .大 家 知道 ,在 线性 振动 系统 中 ,能 量 是 以 一 定 的 谱 密度 分 布 的 . 同样 ， 
小 振幅 水 波 的 各 个 频率 段 , 也 携带 着 冉 定 份额 的 波 能 量 . 由 于 波 系 中 各 种 波长 (或 
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频率 ) 的 分 量 以 其 相应 的 群 速度 传播 .所 以 ,水 波 的 能 量 也 一 定 以 群 速 度 传播 ,引入 
能 量 通 量 的 概念 . 取 一 个 垂直 于 波 传播 方向 的 单位 宽度 的 销 直 截面 ,该 截面 波 后 一 
侧 流体 对 波 前 流体 做 切 的 平均 功率 为 


0 
Q = | pe Prdz, (7.3.23) 


我 们 把 这 个 功率 定义 为 水 波 的 平均 能 量 通 量 . 对 于 平面 单 色 波 ,由 式 (7.1.16) 和 
(7.2.2) 有 


PpP: 一 一 pF 一 pe 
平均 能 量 通 量 又 可 以 表示 为 
0 
QO = 2c | PPldz. (7.3.24) 


-有 
它 是 水 平 动能 平均 密度 和 相 速 度 乘积 的 两 倍 . 
另 一 方面 ,水 波 能 量 传播 的 速度 可 定义 为 
_ 平均 能 量 通 量 _ O 。 
U = 平均 能 量 实 度 ” 户 (7.3.25) 
而 我 们 知道 , 在 线性 振动 系统 中 ,平均 势能 和 平均 动能 是 相等 的 . 因此 , 将 式 
(7.3.24) 代入 (7.3.25) ,就 得 到 


水 平 动能 平均 密度 、. ,,, 
U = 平均 动能 密度 X (C， (7.3.26) 
首先 考察 深水 波 ,由 于 
水 平 动能 平均 密度 = 铝 直 动 能 平均 密度 = 方 平均 动能 密度 
我 们 立刻 有 
-CC -do 
= = dk (7.3.27) 
其 次 ,对 于 浅水 波 ,由 于 铅 直 速度 为 零 , 就 有 
一 _ dw 人 
U=c= dk (7.3.28) 


一般 地 ,对 于 有 限 深 域 水 波 ,由 式 (7.3.20) 和 (7.2.16) ,也 可 得 到 
0 
| chi[k(z + h)ldz 
U= 书 之 XC 
| {chefkCz + hy] + sh kz + h)]}dz 


-hh 
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_ 1 2kh dw 
了 1 一 | C= qk 
并 由 此 可 知 ,c/2 之 U 达 cc. 于 是 ,这 就 从 定量 计算 上 证 明了 我 们 在 前 面 所 作 的 结 
论 ; 水 波 的 能 量 按 群 速度 传播 . 


(7.3.29) 


7.4 表面 张力 波 


前 面 几 节 所 讨论 的 水 波 问 题 ,都 是 由 于 流体 受到 重力 和 浮力 的 联合 作用 ,使 得 
受 扰 动 的 液 面 有 恢复 平衡 的 趋向 ,从 而 产生 波动 . 其 实 ,能 使 液 面 恢 复 平衡 的 并 不 
只 是 重力 ,表面 张力 也 可 以 起 同样 的 作用 . 

图 7.7 分别 截 取 了 一 段 上 凸 的 液体 | 
表面 层 和 一 段 下 凹 的 液体 表面 层 . 由 该 图 
可 见 , 与 这 些 表面 层 相 邻接 的 其 余 水 波 表 
面 层 ,在 每 一 端 将 各 作用 一 个 表面 张力 在 
所 截取 的 层 段 上 ,而 其 合力 总 有 使 表面 层 
变 平 的 趋向 .下 面 就 来 分 析 表 面 张力 在 自 图 7.7 表面 张力 的 恢复 力作 用 
由 面 恢复 平衡 的 运动 中 所 起 的 作用 . 

设 液体 自由 面 上 的 表面 张力 系数 为 a, 它 就 是 在 表面 层 上 取 单 位 长 线段 所 受 
的 表面 张力 .现在 仍 考虑 平面 单 色 波 , 它 的 自由 面 方程 为 

CCx,1) = asin(kx 一 of) (7.4.1) 

在 线性 近似 下 ,图 7.7 上 表面 层 左 端 单位 宽度 边缘 线 所 受 表 面 张力 的 铅 直 分 量 为 
(- “下 ) ,有 并 表面 张力 的 同一 分 量 写 作 (« 号 ) ,dx 为 微 元 表面 层 长 度 . 在 销 


x 


直方 向 两 边 表面 张力 的 合力 是 


zl 2 
OX xtdz Ox x OX: 


于 是 ,该 微 元 表面 层 在 z 方向 的 力 的 平衡 方程 式 就 应 写成 
2 
(p— Po)dx 十 “dx = (0， 


即 有 
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2t 

OX 

其 中 ps 为 大 气 不 强 ,p 为 表面 上 液体 的 压强 .将 式 (7.1.14).(7.1.15), 以 及 
PC 51) = po — pee + px Ct) 

代入 式 (7.4.2) ,我 们 得 到 


Po = POST) Ta (7.4.2) 


PCx,5.D) = Pet — ao. (7.4.3) 
对 于 平面 单 色 波 . 由 于 B55/Bx* = 一 上 如 上 式 义 可 以 写成 
kK: , 
PC = 0 (8 + )t. (7.4.4) 


对 比 式 (7.4.4) 和 (7.1.17) ,我 们 可 以 看 出 , 当 考 虑 了 表面 张力 的 作用 后 . 表 协 

波 理论 所 需 进行 的 唯一 修正 .是 将 各 种 表达 式 中 的 g 因子 代 换 为 g + ak*/P. 特 别 
是 ,对 于 色散 效应 ,考虑 表面 张力 作用 的 深水 波 色散 关系 应 当 改 成 

wi = (g++ oak /pk (7.4.5) 


或 
C= (8 + ak’/P)/k. (7.4.6) 
涉 (7.4.6) 表明 ,在 表面 张力 波 中 ,重力 和 表面 张力 对 应 的 色散 效应 是 分 别 以 
2/2n) 和 和 2xa/( 俯 ) 的 形式 起 作用 的 .在 长 波段 ,由 于 8 污 a/ (以 ) ,重力 起 主要 
的 作用 , 表面 张力 的 作用 可 以 忽略 不 
计 ; 而 在 短波 段 , 表 面 张力 则 起 主要 作 
用 .重力 作用 可 以 忽略 不 计 . 当 k* = 
Ps8/a 时 ,两 者 的 作用 达到 势 均 力 政 . 因 
此 , 当 4 = O(YVa/(pe)) 时 ,重力 与 表 
面 张力 必须 同时 考虑. 这 种 一 般 情况 称 
为 表面 张力 波 或 涟 波 ; 而 前 面 两 种 情 
况 , 分 别称 为 重力 波 和 毛细 波 . 图 7.8 给 
出 了 一 般 情况 的 表面 张力 波 色散 关系 
图 7.8 表面 张力 波 的 色散 关系 曲线 明 线 ( 实 线 ), 也 给 出 了 两 种 极端 情况 下 
色散 关系 的 近似 曲线 (虚线 ). 
不 难 证 明 ,k* = pg/a 时 所 对 应 的 深水 表面 波 的 波长 hw ,正好 对 应 于 相 速 度 的 
一 个 极 小 便 


kK/k = Am/A 


Cmin 一 V SAm/T, (7.4.7) 
其 中 
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hm = 2r Va/(pg). (7.4.8) 
常温 下 ,水 的 表面 张力 系数 为 a = 0.074 N/m, 其 相应 的 Ms 和 cw 分 别 为 4% = 
1.7 cm 和 cm = 0.23 em/s. 

我 们 还 可 以 写 出 毛细 波 的 色散 关系 式 

w= aki/o 和 c= 2rxa/(0). (7.4.9) 

由 此 可 见 , 毛 细 波 与 重力 波 相反 ,波长 愈 短 , 相 速度 愈 大 .毛细 波 的 群 速度 是 
dw _ 3 /2ra 3 
dk 2 OA 2 
于 是 U > c ,这 也 是 和 重力 波 相反 的 . 

关于 有 限 深 水 域 的 表面 张力 波 问题 ,处 理 的 方法 是 类 似 的 . 有 限 深水 域 表面 张 
力 波 的 色散 关系 式 , 只 要 在 式 (7.4.5) 的 右边 乘 以 一 个 th(kh) 因子 即 可 得 出 , 收 用 
不 着 再 作 详 细 讨 论 了 . 


U = C ， (7.4.10) 


7.5 “分 层 流体 中 的 重力 内 波 


我 们 已 经 详细 研究 了 液体 自由 面 附近 的 小 振幅 表面 波 . 本 章 一 开始 就 已 说 明 ， 
流体 内 部 能 够 产生 重力 波 的 条 件 是 ,重力 场 作 用 下 的 流体 原先 处 于 稳定 的 力学 平 
衡 状态 . 对 于 不 可 压缩 流体 ,这 要 求 流体 的 密度 随 高 度 递 减 . 这 种 流体 称 为 分 层 流 
体 . 具有 确定 分 界面 的 密度 不 同 的 两 种 均匀 流体 , 属于 分 层 流体 的 特殊 情况 . 相应 
的 表面 重力 波 问题 已 进行 过 讨论 .本 节 将 要 讨论 连续 分 层 流 体内 部 的 重力 波 , 称 为 
重力 内 波 . 重 力 内 波 是 海洋 和 大 气 中 流体 运动 的 一 种 重要 现象 . 海水 密度 的 不 均匀 
主要 是 由 于 含 盐 量 的 浓度 不 同 ,大 气 的 分 层 则 主要 是 由 于 上 下 层 受热 不 均 . 研究 这 
些 内 波 对 掌握 海洋 流动 规律 和 进行 天 气 分 析 预 报 等 人 类 实践 活动 具有 重要 意义 . 


7.5.1 小 振幅 重力 内 波 的 数学 模型 


现在 ,我们 来 研究 不 可 压缩 分 层 流 体 的 重力 内 波 .假设 流体 原先 处 于 静 力 平衡 
时 的 密度 分 布 为 po(z), 并 设 这 种 平衡 是 稳定 的 , 故 有 dPo/dz 二 0. 静 力 平衡 方 
程 为 


Vpo = Pog. (7. 5. 1) 
当 流 体 发 生 小 扰动 后 ,我们 把 扰动 速度 记 为 ,而 把 压强 和 密度 写作 
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p= Po+Pe， = Po + Oo. (7.5.2) 
这 里 设 六 必 Popos < 用 2 ,分 别称 之 为 波动 压强 和 波动 密度 
不 可 扑 缩 流 的 连续 方程 为 
VD = 0. (7.5.3) 
体 无 黏 流动 莽 方 程 


oP +t(v vo- Vp+og 


ot 
中 .将 式 (7.5.2) 代入 ;上 略 去 二 阶 以 上 小 量 后 ,方程 简化 为 
a0 -_ 
pu 3 Vpe + Peg. (7.5.4) 


在 回 样 的 近似 程度 下 ,不 可 压缩 流体 假设 在 数学 上 可 写 为 
dp 一 OPe | OPo 
df 8 * Bz 

其 中 w 是 馈 直 速度 分 量 , 方 程 (7.5.3) ~ (7.5.5) 是 小 振幅 重力 内 波 的 主 控 方 程 ， 

称 为 布 垃 涅 斯 (Boussinesq) 近似 . 


7.5.2 “小 振幅 内 波 的 近似 分 析 


我 们 先 作 较 简单 的 静态 分 析 . 
假设 一 块 小 体积 r 的 流体 在 某 种 扰动 之 下 由 原来 的 平衡 高 度 z, 到 达 新 的 高 度 
z +5, 这 里 上 是 一 个 小 位 移 . 这 块 流体 在 此 新 高 度 上 受到 一 个 浮力 为 roo (z + 5&)8， 
它 本 身 的 重量 为 roo(z)8 ,因此 ,就 有 一 个 沿 z 方向 的 合力 
rLoo(z + €) - Co(z)]8. 


= 0. (7.5.5) 


当 匀 很 小 时 ， 上 式 可 以 近似 地 写 为 tldPo/dz) bg. 如 果 我 们 不 计 流体 运动 引起 的 压 
强 变化 ， 这 块 流体 的 运动 方程 就 是 
-于 dob 
dr rc ) 色 ， 
dE_ 8 door - = 
gl? po dq2* = 0. (7.5.6) 


从 常 微分 方程 理论 可 知 , 如 果 dou/dz < 0, 方程 (7.5.6) 就 有 周期 振动 解 ; 在 
dou/dz 盖 0, 方 程 有 发 散 的 指数 解 .这 和 我 们 以 前 所 作 的 定性 分 析 一 致 .在 前 一 种 
情况 下 ,流体 的 振动 频率 为 


CC 
Ol 
SO 
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它 称 为 伐 萨 拉 - 布 隆 (Yiisaili-Brunt) 频率 ,在 分 层 流体 的 波动 理论 中 是 一 个 重要 的 
物理 量 . 即 将 知道 ,分 层 流 体 中 内 波 的 频率 以 N 为 上 限 . 
下 面 ,我 们 来 研究 方程 组 (7.5.3) ~ (7.5.5) 的 化 简 问题 . 首先 .应 当 注 意 到 ， 
当 对 方程 式 (7.5.4) 取 旋 度 后 ,可 得 
OD 


om 
二 二 ccXg— n X 去， 
Oo ot VP. 8 Vp at 


其 中 = V xm 为 涡 量 .一 般 情 况 下 ,该 式 的 右 方 不 等 于 零 , 即 内 波 中 的 涡 量 场 是 
一 个 非 定常 场 ,我 们 不 能 像 均匀 密度 流体 表面 波 理论 中 那样 ,把 波动 看 做 是 无 旋 运 
动 .这 一 点 ,大 大 增加 了 内 波 问 题 的 复杂 性 . 

为 了 简化 运动 方程 组 (7.5.3) ~ (7.5.5) ,我 们 先 将 方程 (7.5.3) 改写 成 


_Tv. wdpo - 5 
Vv b= po V (poD) po dz 0. (7.5.8) 
然后 ,从 式 (7.5.4),(7.5.5) 和 (7.5.8) 中 消去 速度 ,得 到 方程 
Op 二 2 十 OPe 7 9 
Ey V ?pe 8 oz (7.5.9) 
引入 一 个 新 变量 
4g = Pow. 
则 式 (7.5.4) 的 z 分 量 方程 可 写成 
04 -_ ape _ 
5 


借助 于 式 (7.5.9) ,又 可 以 消去 p。 而 得 到 


Qu? 3: /Pe\_. ,OP jv: 
a 9 +3( 23) 8 二 8V Oo 


再 由 上 式 和 方程 (7.5.5) 消去 o。, 即 有 


六 9 站 人 总 ) 


然后 ,将 wdPo/dz 写成 


do _ /8g doo 9 __NWN’ 
dz 人 dz )5 & 


我 们 就 得 到 关于 未 知 量 4 的 一 个 线性 偏 微分 方程 
18224188dvvNz (134 341- 5 
V (3 )+ 5 2 CaN ) |+ N (3 + )=0. (7.5.10) 
这 就 是 小 幅度 重力 内 波 的 基本 方程 . 它 虽 是 一 个 线性 方程 ,但 却 具 有 可 变 的 系数 ， 
因此 要 得 到 该 方程 的 精确 解 通常 是 很 林 难 的 .不 过 ,我 们 仍然 能 通过 对 某 些 特殊 情 
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况 的 分 析 . 了 解 重力 内 波 传播 的 一 些 基本 特性 .例如 ,我 们 可 以 假设 
一 一 二 -a 二 常数. (7.5.11) 
这 种 平衡 密度 分 布 对 应 于 等 温 大 气 或 含 盐 量 随 深 度 线性 分 布 的 海水 情况 . 此 时 ,和 N 
为 常数 .方程 (7.5.10) 就 化 成 一 个 常 系数 的 线性 方程 
(194 NBTad :2194 94 。 

V ($4)+ Ns + 5)= 0 (7.5.12) 
因而 就 能 用 健 里 叶 方 法 分 析 重 力 内 波 问 题 . 
7.5.3 色散 关系 和 群 速度 

方程 (7.5.12) 具有 平面 单 色 波 解 


d = qoe ee (7.5.13) 
将 式 (7.5.13) 代入 (7.5.12) ,我 们 得 到 它 的 色散 关系 式 
pro: RN kt + ki)N: = 0. (7.5.14) 


其 中 = 二 十 碟 . 由 上 式 解 出 的 

w = wwCK KK 
是 一 个 复 函 数 . 其 实数 部 分 才 是 波动 的 频率 ,而 虚数 部 分 则 构成 一 个 衰减 指数 , 通 
常 有 


2 
Nk < k’. 
即 有 
1 do kz 27 
< 一 “ 四 " 
dz | ~ Kk, Acos0 (7.5.15) 


这 里 2 为 波 矢量 k 与 z 轴 的 夹 角 (图 7.9). 该 式 表 
Kk 示 , 平 衡 流 体 密度 沿 z 方向 发 生 显著 改变 的 尺度 二 , 远 
远大 于 内 波 的 波长 .对 于 海水 来 说 , 含 盐 量 变化 引起 
的 密度 铅 直 梯度 很 小 ,这 个 条 件 易 得 到 满足 . 对 于 等 温 
Uy 大 气 ,已 经 知道 其 密度 在 销 直 方向 发 生 显著 变 化 的 尺 
度 约 为 10+ m 的 量 级 , 故 在 波长 不 是 太 大 的 情况 下 , 式 
(7.5.15) 也 能 成 立 . 因此 ,我 们 可 以 略 去 式 (7.5.14) 
图 7.9 ”重力 内 波 中 的 波 矢量 中 的 虚数 项 ,从 而 得 到 


和 群 速度 = NN Kt ks 


K = Nsing. (7.5.16) 
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由 此 有 wow 所 六 . 即 内 波 频率 以 NA 为 上 限 .特别 地 , 当 0 = 0 时 , 解 式 (7.5.13) 中 的 
e ” 关子 消失 ,流动 成 为 一 种 定常 运动 而 非 波 动 .可 见 分 层 流体 中 不 可 能 存在 沿 重 
力 方向 传播 的 内 波 .这 一 结果 并 不 难 理解 .事实 上 ,就 平面 单 色 波 来 说 ,速度 矢量 可 
以 表示 成 
局 三 Del 人 re (7.5.17) 
由 连续 方程 可 以 得 出 
V.v=ik.v=0. (7.5.18) 
因此 ,内 波 是 一 种 横 波 ,流体 质点 在 波 阵 面 内 振动 .如 果 内 波 沿 重力 方向 传播 , 即 波 
阵 面 与 重力 方向 垂直 , 则 重力 就 不 可 以 能 提供 流体 质点 振动 所 需 的 恢复 力 ,也 就 是 
说 ,不 可 能 发 生 波动 . 
色散 关系 式 (7.5.16) 还 表明 一 个 重要 事实 : 相 速 度 


人 入 1 所 
C 大 KSind (7.5.19) 


不 仅 与 波长 有 关 , 还 和 波 矢量 的 方向 9 有 关 . 就 是 说 ,在 连续 分 层 流 体 中 ,重力 内 波 
的 色散 具有 各 向 异性 的 特征 .这 和 前 面 表 面 波 中 色散 情况 不 同 , 那 里 表面 波 总 是 沿 
水 平方 向 传播 ,因而 波 矢 量 总 是 和 重力 方向 垂直 , 波 速 与 波 撩 的 方向 无 关 , 此 种 色 
散 称 为 各 向 同性 色散 . 内 波 是 一 维 波 , 波 矢量 可 以 和 重力 方向 成 任意 角度 ,这 就 破 
坏 了 问题 的 对 称 性 ,从 数学 上 看 ,在 控制 方程 (7.5.12) 中 ,两 个 水 平方 向 二 阶 导数 
和 铅 直 方向 的 导数 以 不 同 的 数学 形式 出 现 , 这 也 表明 波动 物理 过 程 的 各 向 异性 .由 
色散 关系 式 (7.5.16) ,可 以 计算 出 内 波 群 速度 的 三 个 分 量 


U Ow KK2N 
Ak. 3 VR ER 
_ Ow _ kkEN 、 
Ok, J VR TR (7.5.20) 
J 2 Ow 2 kiki +t kN | 


由 此 不 难看 出 

U.k=0, (7.5.21) 
即 群 速度 和 波 矢 量 相互 垂直 ,因而 内 波 的 能 量 不 是 沿 波 矢 方向 传播 ,而 是 沿 着 波 阵 
面 内 的 某 个 方向 传播 .事实 上 .U,k 和 g 一 个 矢量 是 共 面 的 ,的 方向 就 是 波 面 上 的 
最 陡 下 降 线 方向 (参看 图 7.9). 
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7.6 ” 非 线 性 水 波 理论 简介 


线性 水 波 理论 只 对 无 限 小 振幅 的 水 波 才 是 精确 的 .实际 的 水 波 总 是 有 限 大 据 
幅 ; 费 蓄 虑 有 限 大 振幅 引起 的 效应 ,必须 发 展 非 线性 的 水 波 理 论 . 


7.6.1 斯 托 克 斯 波 


非 线 性 水 波 理论 的 最 早 研究 ,可 以 追 淹 到 1847 年 斯 托 克 斯 的 开创 性 工作 . 虽 
然 : 他 当时 仍 限于 考虑 小 幅度 的 水 波 问 题 ,但 却 巧妙 的 处 理 了 a/4 的 高 阶 效应 ,并 
得 出 了 一 些 十 分 重要 的 结论 .我 们 下 面 首先 介绍 的 ,就 是 斯 托 克 斯 的 电 期 非 线 性 波 
埋 论 . 
我 们 假设 ,所 考虑 的 水 波 是 由 静止 流体 受到 扰动 而 产生 的 ,根据 开尔文 定理 ， 
水 波 就 可 以 看 做 无 旋 流动 .此 时 ,平面 波 的 运动 方程 是 二 维 的 拉 普 拉 斯 方程 
Ck 


St = 0. (7.6.1) 
当 不 计 表 面 张力 时 , 非 线 性 的 边界 条 件 是 : 
在 自由 表面 上 上， 
z= Exst), Pi = E+ Pdr, p= po. (7.6.2a) 
在 水 域 底部 (假设 为 水 平面 )， 
z=—h, vp, = 0. (7.6.2b) 
我 们 知道 ,方程 (7.6.1) 有 下 列 形式 满足 底部 边界 条 件 的 解 
p(x,z,1) = 4chLK(z + h) lsing. (7.6.3) 
其 中 0 = kx - wt 是 波 的 相位 函数 .应 用 伯 努 利 方程 和 自由 面 动力 学 条 件 , 有 


= 一 二 [p91+ 记 (2 +9) | 
8 “ 


(对 比 式 (67.1.18)) ,或 写成 


= 人 hjosg ~ Se ic LkCE + heos0 + st LkCE + hin 0), 


OD 


上 式 表明 .5 是 b 的 周期 性 偶 函 数 ,因而 可 以 写成 傅 里 时 余 弱 级 数 的 形式 


8 = DO) ancosng. (7.6.4) 


n= 人 0 
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在 小 幅 波 情况 下 ,可 以 用 逐次 通 近 的 方法 求 出 前 面 几 个 系数 a ,从 而 给 出 非 线 性 
波 的 波形 表达 式 .为 此 ,我 们 假设 水 域 为 无 限 深 ,于 是 式 (7.6.3) 化 简 成 

p(x,Z,1) = Ae*sing. (7.6.5) 
进一步 ,不 妨 洛 察 水 流 中 的 一 种 定常 表面 波 .这 种 水 波 可 以 由 匀速 水 流 中 国体 障 但 
物 的 扰动 所 产生 ,也 可 以 是 随同 水 中 运动 物体 (如 船 ) 一 起 前 进 的 观察 者 所 看 到 的 
物体 兴 波 .定常 表面 波 传播 的 相 速 度 应 和 水 流速 度 相 等 ,而 波 阵 面 传播 的 方向 与 水 
流速 度 方 向 相反 .这 是 日 常生 活 中 可 以 见 到 的 一 种 波动 . 

均匀 流 中 定常 单 色 表面 波 的 速度 势 可 写作 


P(x,2) =— cx + chersinkx. (7.6.7) 
其 中 * 为 波 的 相 速 ,PB 为 一 小 量 . 不 难看 出 ,对 应 的 流 消 数 为 
Wx.z) =— cz + che® coskx. (7.6.7”) 
于 是 .就 可 以 由 流 线 Ww = 0 给 出 自由 方程 
z = E(x) = Pe coskx. (7.6.8) 


青 用 逐次 迭代 法 就 能 求 出 式 (7.6.4) 中 的 各 项 系数 c，. 
首先 , 取 一 阶 近似 , 即 有 
5 CCx) = Peoskx. 
接着 做 下 去 ,有 
E(x) = Beoskx et = Peoskx (1 + kBcoskx) 

= kp: 十 Becoskx + 坟 kBrcos 2kx, 

C(x) = Beoskx «ex! = Beoskx (1 + 大 5 十 二 十 … 
= LB: 十 8 人 1 十 号 尼康 )coskx 十 1 fz cos 2kx 
2 8 2 


十 Bk: Pcos 3kx + O(B!), 
准确 到 三 阶 小 量 , 我 们 得 到 水 波 自由 面 的 方程 是 
2 一 六 Ka = acoskx 十 Kascos 2kx + 时 Keascos 3Kx， (7.6.9) 
其 中 
a = B(1+ kB). (7.6.10) 
可 以 看 做 水 波 的 振幅 ,波形 如 图 7.10 所 示 . 自由 面 波形 函数 (7.6.9) 表明 ,存在 波 
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形 为 非 简 谐 的 周期 性 变化 的 有 限 振幅 表面 波 . 


图 7.10 ”斯 托 克 斯 波 的 自由 面 形状 


我 们 青 来 考察 这 种 非 线 性 水 波 的 色散 特性 .为 此 ,仍然 要 应 用 自由 表面 上 的 边 


界 条 件 .首先 写 出 水 波 中 流体 质点 的 速度 分 量 
u =— C+ chkercoskx. 
w = chke':sinkx. 
速度 大 小 的 平方 值 为 
v2 = c2[1 -2KBcecoskx + k* Be |. 
由 表面 流 线 应 几 伯 努 利 方程 
(人 + 人 + 入) ， = 常数 


和 动力 学 边界 条 件 z = 时 ,P = jp ,就 得 到 


2 


注意 到 其 中 的 c 为 常数 和 Be 人 “coskx = 5 上 式 可 写成 


人 = 常数 -8g5 -全 [1 -2kBeNcoskx + k*PBre], 


和 = 常数 + (kc* 一 gg 一 kiceB DC + (7.6.11) 

因为 为 变量 ,从 而 应 有 
天 C: 四 8 四 大 2c2 二 0 . 
这 样 ,我 们 就 得 到 斯 托 克 斯 波 的 色散 关系 
CY 一 让 十 K2c202 ， 

或 者 写 为 

= EO kB = E+ ka’). (7.6.12) 
这 一 结果 表明 , 非 线 性 波 的 传播 速度 不 仅 依赖 于 波长 ,而 且 和 振幅 有 关 . 

由 式 (7.6.10) 和 (7.6.12) 引出 的 两 点 结论 ,是 斯 托 克 斯 关于 水 波 研究 的 主要 


页 献 .在 非 线 性 水 波 理 论 中 至 今 依然 具有 极其 重要 的 价值 . 


细致 地 考察 一 下 网 7.10 中 的 波 面 形状 可 以 发 现 :在 波峰 附近 ,波形 变化 比较 
陡 急 ,而 在 波 谷 附近 则 相对 平缓 . 振幅 越 大 ,这 种 特征 越 为 突出 . 当 振幅 增 大 到 一定 
程度 时 ,波峰 就 会 赔 变 成 为 一 个 尖 和 角形 状 的 遇 线 .这 是 在 水 波 面 上 不 难看 到 的 一 种 
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情况 . 有 趣 的 是 ,我 们 可 以 用 很 简单 的 
分 析 确 定 出 这 种 极限 状态 下 波峰 附近 
的 波形 曲线 (图 7.11). 


取 极 坐标 系 (r,a). 将 波峰 顶点 作 
为 原点 , 销 直 向 下 的 直线 作为 极 轴 (e = a=0 


0) ,波峰 附近 无 限 小 角形 域内 热流 的 流 图 7.11 临界 状态 下 斯 托 克 斯 波 的 波峰 形状 
消 数 就 可 写 为 
(ra) = cr”"cosma, (7.6.13) 
其 中 m 为 一 待定 常数 , 令 自 由 面 流 线 方程 为 5 = 0, 由 此 可 得 ma = 二 zx/2. 另 一 方 
面 , 该 邻 域内 质点 的 速度 为 
U= VHRR/r+ = 


= mcr™!. 
再 由 伯 努 利 方程 ,对 自由 面 上 两 点 应 有 
人 8 2 二 加 + gz 十 上 5， 
其 中 下 标 0 表示 角 点 , 故 有 zw = 0. 于 是 得 到 自由 面 上 角 点 附近 质点 的 速度 为 
v= V2g8(z — 20) = V2g rcos (nx/2m). 
对 比 wv 的 两 个 表达 式 , 可 得 m = 3/2. 因 此, 角 域 的 两 边 应 为 
a =+ x/3. (7.6.14) 


这 表明 ,极限 条 件 下 ,波峰 附近 的 自由 面 形 成 120 的 张 角 , 这 一 结果 和 实验 观测 值 
大 体 符合 . 当 超 过 振幅 的 极限 条 件 时 ,波峰 附近 就 会 有 浪花 溅 出 ,此 时 ,斯 托 克 斯 的 
非 线 性 水 波 理论 就 不 再 适用 了 . 


7.6.2 ” 非 线 性 浅水 波 . 孤立 波 


非 线 性 波 理论 的 另 一 个 重要 领域 是 浅水 波 理论 ,这 方面 的 研究 工作 近年 来 获 
得 了 重大 的 进展 . 在 线性 水 波 理论 中 ,我 们 已 经 知道 浅水 波 没 有 色散 效应 .但 是 . 严 
格 讲 来 ,这 种 说 法 只 是 在 a/h 和 h/4 同时 趋 于 无 限 小 的 情况 下 才 成 立 ;而 实际 上 ， 
无 论 4a/h 还 是 h/4 总 是 有 限 大 的 ,所 以 ,在 非 线性 的 浅水 波 理论 中 必须 考虑 水 波 的 
色散 效应 ， 

设 浅 水 波 的 自由 表面 为 


z= E(x,t)+h. (7.6.15) 
流体 质点 的 速度 为 u(x ,7 .我 们 曾 在 线性 近似 下 将 欧 拉 方 程 写 成 
du -ap。 ; 
O 3 ax (7.6.16) 
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将 式 (7.1.17) 代入 上 式 , 有 


Ou QC 、 
-一 二 一 和 一 . 7.6.1 
of 8 Ix ' ?) 


男 一 方面 ,浅水 平面 波 中 的 连续 方程 可 表示 
为 (参看 图 7.12) 


日 __9 ， 
SL E+ h)dx| = FE h)u dx. 


略 去 二 阶 以 上 的 小 尽 后 .就 得 到 


图 7.12 非 线性 浅水 波 9 | Ohu) = 0. (7.6.18) 
ot Ax 
从 式 (7.6.17) 和 (7.6.18) 消去 速度 ,可 得 出 波 面 方程 
OE .OE 、 
Er 0， (7.6.19) 
其 中 cw = Vgh 是 线性 近似 下 浅水 波 的 相 速 度 . 方程 (7.6.19) 的 一 般 解 是 
5Cx1) = xcpDD+8gCC+col). (7.6.20) 
于 式 布 边 第 一 项 表示 右 行 波 , 第 二 项 表示 左 行 波 .这 两 项 分 别 满足 简单 波 方程 
5 二 co5，= 0. (7.6.20') 


声 存 ,我们 来 考虑 水 域 的 有 限 深 上 度 和 有 限 振幅 所 引起 的 非 线性 色散 效应 . 首 
先 , 我 们 考察 有 限 深水 域 中 小 幅 线 性 波 的 相 速 度 表 达 式 


c= Eth( kh). 


当世 之 入 时 ,上 式 的 一 阶 近似 加 是 无 色散 的 相 速 度 公 式 cv = vgh .如 朵 进一步 计 
及 h/X 的 三 阶 效应 , 则 得 到 男 -一个 相 速 度 表达 式 


c = co (1 厨 kh ). (7.6.21) 
不 难 验 证 .具有 上 述 SO 
5， + co + 二 co 有 c= 0. (7.6.22) 


我 们 现在 要 解决 的 问题 是 . 当 振 帆 有限 小 时 ， 在 一 阶 浅 水 近似 下 计 及 振幅 非 
线性 效应 的 水 波 问 是 应 采用 何 种 数 ， 区 模型 ?也 就 是 说 .我们 要 寻 求 与 式 (7.6.22) 相 
对 应 的 非 线 性 浅水 波 方程 . 

为 此 ,我 们 须 从 非 线 性 浅水 波 的 欧 拉 方程 组 出 发 .考察 方程 

5 +iul(E+h)], = 0， 、 
(7.6.23) 
ur + uu + ge, = 0. 
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直接 验证 可 知 ,该 方程 组 有 一 个 积分 
u(x,1) =2Vg(t+h)-2venh. (7.6.24) 
将 式 (7.6.24) 代入 式 (7.6.23) 中 的 连续 方程 ,得 到 
和 = 0. 
将 上 式 按 小 量 5/h 展开 ,并 取 到 5/h 的 一 阶 项 ,得 到 一 个 近似 方程 


5 + co(1+ 汪 产 )5 = 0. (7.6.25) 


对 比方 程 (7.6.22) 和 (7.6.25) 并 注意 到 前 者 是 在 h/4 的 展开 式 中 多 考虑 了 一 项 ， 
后 者 则 是 在 5/h 的 展开 式 中 多 考虑 了 一 项 .因此 , 铬 同时 考虑 浅水 波 的 高 阶 色 散 效 
应 和 非 线 性 效应 ,就 应 将 方程 写作 


5 +eco(1+ 三 5 + Beak bs = 0， (7.6.26) 


这 个 方程 称 为 K-dV 方程 ,是 考 特 威 和 狄 旨 里 斯 (Korteweg-de Vries) 在 1895 年 建 
立 的 . 
现在 ,我 们 来 寻求 K-dV 方程 具有 不 变 波形 和 不 变 传播 速度 的 解 . 设 它 的 数学 
形式 为 


5Cx,1) = hf(X). (7.6.27) 
这 里 X = x 一 U1,U 是 波 的 行进 速度 .将 式 (7.6.27) 代入 方程 (7.6.26) .就 得 到 了 
满足 的 常 微分 方程 


ly U 
6 (a 


p+ 1 六 = 0 


1 2 £2 3 U 2 4 一 
ah + 2(= 1 f+4G/+ H=0. 


其 中 G 和 万 为 两 个 积分 常数 .如 果 将 耻 滑 数 在 和 一 土 w 时 的 边界 条 件 取 为 /(%) 
= 0 和 广 (w) = 0, 则 可 确定 G = = 0. 此 时 ,方程 简化 为 


3 = fi(a—/), 


其 中 mw = 2CUVes 一). 显然 , 当 f= a 时 ,出 现 f(X) 的 一 个 极 值 .我 们 取 坐 标 系 使 
极 值 处 为 X = 0 .从 而 可 确定 出 K-dV 方程 的 解 为 
E(x,1) = Gsechs| (PE) Cx UD |. (7.6.28) 


其 中 


>™ 
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和 = 24 (1). (7.6.29) 
这 个 解 就 是 有 名 的 孤立 波 . 它 的 波形 如 图 7.13 所 示 . 该 扳 立 波 有 具有 一 个 波峰 , 它 的 
运动 不 表现 周期 性 .波形 和 波 速 也 不 随时 间 改 蛮 .在 19 世纪 中 时 ,英国 学 者 斯 考 
特 。 和 鲁 赛 尔 (Scott Russel) 首先 发 现 了 这 种 扳 立 波 ,后 来 陆续 有 许多 著名 学 者 对 此 
进行 了 研究 .近年 来 ,由 于 许多 其 他 学 科 也 发 现 了 孤立 子 . 上 圭一 次 兴起 了 研究 抓 立 
波 的 热潮 .孤立 波 在 技术 领域 中 的 应 用 价值 也 受到 了 人 们 越 米 越 大 的 关注 .成 为 非 
线性 波 研究 中 一 个 十 分 活跃 的 领域 . 


Ci/ 
2 -1 O ] 


E= (36 41) (x Un) 


图 7.13 琶 立 波 的 波形 
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在 上 述 几 童 中 ,我 们 着 重 从 流体 动力 学 方程 出 发 分 析 速 度 场 和 压强 场 的 变化 ， 
并 用 惯性 力 、 计 强 差 、 重 力 和 昔 性 力 等 来 阐述 流体 运动 的 根源 .在 这 一 章 里 ,我 们 将 
扩展 自己 的 视野 ,从 涡 量 动力 党 和 旋涡 运动 规律 的 角度 来 描述 流体 的 运动 .在 很 多 
情况 下 ,用 涡 量 更 能 揭示 流体 运动 的 本 质 特征 ,特别 是 当 流体 做 大 雷诺 数 运 动 时 ， 
黏 性 作用 很 弱 , 涡 量 通常 集中 在 流 场 有 限 的 区 域 中 ,这 时 用 况 量 来 描述 流体 的 运动 
更 显示 出 其 优越 性 . 

我 们 知道 , 涡 量 wm = VY x v 是 有 严格 的 数学 定义 的 .但 旋涡 一 词 却 并 非 如 
此 ,可 以 粗略 地 说 ,旋涡 就 是 一 样 绕 公 共 中 心 旋转 的 流体 微 团 .按照 这 种 说 法 ， 
我 们 立刻 就 会 从 观察 中 得 出 结论 :整个 自然 界 充满 了 旋涡 .从 直径 为 10 cm 
液 氨 中 的 量子 涡 , 直 到 直径 为 5 万 光 年 的 旋涡 星云 ,都 是 旋涡 运动 的 例子 . 确 
风 、 台 风气 旋 以 及 大 气 和 海洋 中 的 环流 是 地 球 周围 常见 的 旋涡 ,在 飞行 器 、 发 
动机 燃烧 室 、 离 心机 、 锅 炉 、 桥 梁 以 及 各 种 水 利 设施 等 所 涉及 的 流动 中 同样 会 
观察 到 千姿百态 的 旋涡 运动 .研究 涡 量 动力 学 和 旋涡 运动 对 天 体 物 理 、 大 气 、 
海洋 .地 学 能源、 交通 .航空 和 航天 .生物 工程 .建筑 等 各 个 方面 都 有 重要 的 应 
用 价值 .显而易见 , 涡 量 和 旋涡 运动 在 流体 力学 中 占据 着 重要 的 位 置 ,著名 的 
流体 力学 家 柯 奇 曼 (Kucheman) 曾经 说 过 :“ 旋 涡 是 流体 运动 的 肌 腿 ”. 这 一 章 
的 学 习 , 将 使 我 们 领会 到 这 一 名 言 的 真 谤 . 

在 本 章 我 们 首先 从 涡 量 动力 学 方程 出 发 ,分 析 涡 量 产生 的 物理 机 理 ,然后 介绍 
几 种 典型 的 旋涡 运动 ,如 兰 金 滑 、 奥 森 (Oseen) 涡 . 希 尔 (Hill) 球 涡 、 渴 环 、. 涡 列 和 涡 
街 ,以 及 机 小 的 涡 系 等 .最 后 讨论 地 转运 动 . 
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3.1 滴 量 场 演化 的 物理 机 制 


涡 量 @ = VY xz 表征 着 流体 微 团 的 旋转 运动 ,其 值 为 该 流体 微 轩 瞬时 角速度 
的 两 们 .在 流体 运动 过 程 中 , 涡 量 场 的 变化 为 涡 量 动力 学 方程 所 制约 .在 第 5 童 , 我 
们 已 经 推导 出 斜 压 黏 性 流体 的 说 动力 学 方程 


42 = (o， vip -of or VV tr Vo vxF. (8.1.1) 


该 方程 又 称 作 弗 里 德 曼 - 赫 姆 霍 兹 (XpnnmaH-Helmholtz) 方程 , 它 是 研究 涡 动 力学 
的 基本 方程 ,在 流体 力学 中 具有 和 动力 学 方程 同样 的 重要 性 . 涡 量 动力 学 方程 右 端 
的 五 项 分 别 揭示 了 流体 质点 在 运动 过 程 中 涡 量 发 生变 化 的 各 种 物理 机 制 . 我 们 现 
在 就 来 逐 项 地 进行 芳 察 . 
第 一 项 :(@.V)pD. 为 了 考察 这 一 项 的 物理 意义 ,我 们 取 流 场 中 任 一 点 已 ,过 该 
点 作 一 条 瞬时 涡 线 PA (图 8.1). 再 取 澳 线 上 和 PP 点 邻近 的 男 一 点 Q,Q 点 相对 于 P 
点 的 速 : 度 为 8D , 它 可 分 解 为 平行 和 垂直 于 @ 的 两 个 分 量 Spy 和 860, .于 是 


GD _ dv0y 0DL 
(@ 。 Wo~l 0 | lim PS | © | lim PO tw | lim PO 


容易 看 出 ,Spy /PQ 是 P 点 上 沿 涡 线 方向 在 单位 时 间 内 的 相对 伸 长 (或 缩短 ). 当 

项 不 等 于 零 时 , 涡 管 将 拉 伸 或 缩短 ,转动 惯量 将 减 小 或 变 大 ,转动 角 度 闻 过 让 
或 碱 小 .因此 ,这 一 项 是 由 于 渴 管 拉 伸 引 起 的 涡 量 变化 .由 于 第 二 项 60， /PQ 的 存 
在 , 生 直 于 涡 线 的 质点 速度 分 量 将 沿 涡 线 方向 发 生变 化 (图 8.2) ,使 原来 的 涡 线 发 
生 扭 曲 , 从 而 也 导致 该 涡 线 上 的 涡 矢量 随时 间 发 生变 化 . 


图 8.1 瞬时 涡 线 PA 图 8.2 涡 线 方向 的 变化 
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这 两 项 结合 起 来 表明 ,由 于 流 场 速度 空间 分 布 不 均匀 , 涡 线 将 会 发 生 拉 伸 和 捍 
曲 , 导 致 涡 量 场 的 变化 . 

第 二 项 : -(V ，v)w, 称 作 散 度 项 .流体 质点 在 流动 过 程 中 其 体积 的 收缩 (V 。 
5 二 0) 或 膨胀 ( Vv 0) ,将 使 涡 量 发 生变 化 .这 是 由 于 流体 质点 体积 的 变化 改 
变 了 它 的 转动 惯量 . 当 流 体 体 积 增加 时 ,转动 惯 基 增加 . 因此 ,转动 角速度 减 小 , 即 
涡 量 减 小 ;反之 亦 然 . 体积 的 变化 仅 改变 转动 角速度 的 大 小 , 而 涡 量 的 方向 并 不 
变化 . 


第 二 项: 方 Yo x Vp. 该 项 不 等 于 零 表示 热力 学 变量 中 有 两 个 独立 变量 ,具有 


这 种 性 质 的 流体 称 作 和 斜 讨 流体 ;反之 ,只 有 一 个 独立 热力 学 变量 的 流体 称 为 正 压 流 
体 . 关 于 正 压 流体 的 性 质 , 前 儿 章 中 曾 多 次 讨论 过 . 对 于 和 斜 压 流体 ,由 于 密度 不 是 压 
强 的 单 值 函数 ,于 是 等 密度 面 和 等 讨 面 不 重合 而 斜 交 ,YP x Vp 关 0 对 涡 量 的 产生 
就 有 贡献 .地 球 周 围 的 大 气 和 海洋 都 是 斜 压 流体 .我 们 知道 ,大 气 的 压强 和 密度 都 
随 着 距 地 面 高 度 的 增加 而 减 小 ,但 若 考虑 到 温度 和 湿度 对 密度 的 影响 ,等 压 面 和 等 
密度 面 并 不 重合 ,因此 ,大 气 通常 是 斜 压 流 体 .海水 随 着 深度 的 增加 ,压强 和 密度 都 
在 增加 . 若 考 虑 到 海水 中 盐分 分 布 不 均匀 ,等 卜 面 和 等 密度 面 也 不 重合 .严格 说 来 ， 
海水 也 是 斜 压 流体 . 著名 的 气象 学 家 伯 节 
克 内 斯 (Bjerknes) 分 析 了 和 斜 压 性 和 涡 量 ( 环 
量 ) 产生 之 间 的 关系 ,被 称 作 伯 耶 克 内 斯 定 
理 . 他 指出 ;由 于 等 讨 面 与 等 容 面 不 重合 ， 
相差 单位 值 的 等 计 面 和 等 容 面 就 围 成 一 个 
“等 压 等 容 管 ” 取 一 个 该 管 的 正 截面 , 截 出 
两 条 等 压 线 和 等 容 线 . 图 8.3 中 用 箭头 标 出 


上 


了 V Cp 1) 和 Vp 的 方向 .又 根据 涡 量 动力 学 vip) 


方程 ,中 VCPe ，) x Vp 形成 的 力 偶 矩 就 使 得 
在 该 管内 有 顺 时 针 方向 的 涡 量 产生 ,并且 
单位 时 间 内 沿 该 管 的 周 线 ABCD 的 环 量 将 有 单位 值 的 变化 . 

应 用 伯 耶 克 内 斯 定理 ,可 以 说 明 地 款 周围 大 气 和 海洋 环流 的 产生 以 及 许多 气 
象 现象 .例如 赤道 国家 的 贸易 风 就 可 以 用 这 种 方法 来 分 析 . 考虑 环绕 地 球 的 大 气 
层 , 设 大 气 是 干燥 的 ,压强 p、 密 度 p 和 温度 了 满足 完全 气体 状态 方程 P = CRT ,并 
假定 地 球 是 圆 球 , 近 地 面 处 杰 道 与 北极 的 压强 相同 ,地 面 附近 等 压 面 是 以 地 心 为 中 
心 的 球面 .由 于 北半球 不 同 纬 度 的 地 方 受到 太阳 照射 不 同 ,同一 高 度 下 ,赤道 要 比 
北极 温度 高 . 因此 ,大 气 密度 由 北极 向 赤道 逐渐 减 小 , 等 密度 面 将 自 赤 道 开 始 向 上 


图 8.3 等 压 等 容 线 
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倾斜 直至 北极 (图 8.4). 同 时 ,由 于 极地 与 赤道 大 气 密 
北极 度 不 同 , 压 强 随 高 度 的 递 降 率 也 不 同 . 随 着 远离 地 面 ， 
等 术 面 也 要 发 生 自 极地 开始 到 赤道 的 向 上 个 斜 , 因 
而 ,等 直面 和 等 密度 面 不 重合 . 按照 们 耶 克 内 斯 定理 ， 
随 着 时 间 推 移 , 将 产生 涡 基 ,伴随 着 涡 量 将 出 现 逆 时 
针 方向 的 大 气 环流 ,空气 从 大 气 底层 由 北纬 流 至 赤道 
附近 ,在 那里 上 升 ; 然 后 再 从 大 气 上 上层 流 同 北极 .这 就 
是 气象 学 中 在 东道 国家 出 现 的 贸易 风 . 问 样 地 ,我 们 
可 以 分 析 在 冬天 和 有 昌 天 由 于 大 陆 及 海洋 的 不 均匀 加 

图 8.4 贸易 风 的 形成 。” 热 引 起 的 季风 ,海边 上 各 天 和 黑夜 地 面 与 水 面 不 均匀 

加 热 产 生 的 诲 陆风 等 现象 . 对 于 海洋 环流 ,可 以 举 出 
地 中 海 的 例子 .由 于 地 中 海 海 水 的 盐分 比 黑海 的 大 , 它 将 沿 着 海水 下 部 从 爱 琴 海 穿 
过 达 达 尼 尔 海 峡 和 波斯 普 鲁 斯 海峡 进入 黑海 ;同时 黑海 海水 沿 着 海水 上 层 经 海峡 
流入 了 地中海. 这 些 都 是 由 于 流体 的 斜 斥 性 而 产生 的 环流 . 

导致 涡 量 发 咎 变化 的 第 四 项 是 :yyY ?ew., 它 是 莫 性 扩散 项 .我 们 在 第 4 竟 中 已 经 
提 到 过 由 于 流体 的 昔 性 引起 的 涡 量 扩散 , 即 涡 量 因 流 体 的 知性 而 产生 ,内 秋 性 而 扩 
故 , 最 终 义 因 黏 性 而 耗 散 . 在 本 章 8.2 节 中 还 将 详细 讨论 理性 的 作用 . 

导致 说 量 发 牛 变化 的 第 五 项 :VY Xx .如果 体积 力 有 热 ,f = 一 Vy, 则 该 项 为 
零 . 因 此 这 一 项 的 物理 意义 表征 着 非 保守 体积 力 对 涡 量 的 贡献 : 当 运 动 流体 受到 非 
保守 的 体积 力作 用 时 ,就 会 有 涡 量 产生 . 非 保 守 的 体积 力 通常 出 现在 非 惯 性 华 标 系 
的 运动 方程 中 .例如 旋转 的 地 球 坐 标 系 . 在 本 章 最 后 一 节 我 们 再 详细 地 讨论 这 个 
问题 . 


8.2 涡 量 沿 壁 面 的 产生 和 黏 性 扩散 


对 于 不 可 庄 缩 正 不 流体 绕 物 体 流动 的 情形 , 若 体积 力 有 势 , 则 物体 表面 是 涡 量 

的 唯一 来 源 . 这 个 重要 的 事实 直接 和 符 性 流体 壁面 上 的 无 滑 移 边界 条 件 相 联系 , 即 

和 壁面 附近 流体 的 黏 性 剪 切 应 力 有 关 . 为 了 便于 分 析 , 考虑 平板 附近 的 流动 , 设 P 

所 是 平板 上 一 点 ,x 轴 取 做 沿 流 线 方向 ,y 轴 沿 法 线 方向 . 根据 无 滑 移 边界 条 件 , 在 
镀 面 上 有 
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二 一 , 二 【人 ， 一 一 . 
OX OX 0 Oz ) Oy ) 
这 是 根据 连续 性 方程 得 到 的 .此 时 壁面 上 剪 切 应 力 为 z= 人 .按照 涡 量 的 定义 ， 
在 壁面 上 的 涡 量 为 w* = - 全 .办 此 
Tw 二 /wi. 
一 般 情形 下 ,对 于 不 可 压缩 流动 有 
Tv 三 一 AP X oO. (8.2.1) 


由 此 可 见 , 饼 面 上 的 涡 量 直接 和 壁面 的 剪 切 应 力 联系 着 .壁面 前 切 应 力 的 大 小 是 由 
恭 性 流体 的 无 滑 移 边 界 条 件 所 制约 .我 们 可 以 这 样 来 设想 物 曾 产生 涡 量 的 过 程 : 设 
在 1 = 如 时 刻 流 场 无 旋 , 则 可 用 无 旋 流 方程 求解 流 场 , 所 得 到 的 万 旋 场 唯一 地 由 物 
面 法 向 速度 的 边界 条 件 所 决定 ,而 无 滑 移 边 界 条 件 一 般 不 能 得 到 满足 ,结果 在 物 面 
上 会 形成 非 零 的 相对 切 向 速度 以 及 伴随 的 极 大 剪 切 力 , 必 然 会 在 物 面 上 * 搓 ”出 足 
够 大 的 涡 量 ,使 它 诱导 的 速度 与 无 旋 解 组 合 起 来 恰好 能 消除 相对 切 向 速度 . 可 见 ， 
物 面 是 通过 竺 性 流体 的 无 滑 移 物 而 边界 条 件 而 产生 涡 量 的 ,又 由 于 黏 性 .这 些 产 生 
了 的 涡 量 将 扩散 到 流体 内 部 ,并 因 对 流 而 带 往 下 游 .因此 ,可 以 说 ,流体 质点 在 壁面 
上 没有 平 动 速度 ,但 具有 "旋转 ” 角速度 . 

我 们 已 经 得 到 了 壁面 上 的 涡 量 ,但 壁面 的 涡 量 只 有 在 务 人 性 作用 下 ,才能 进入 流 
体内 部 .为 了 确定 有 多 少 涡 量 从 壁面 上 产 牛 并 进入 流体 中 ,我 们 定义 一 个 新 的 物理 
量 , 称 为 涡 量 通 量 , 记 作 6. 类似 于 以 前 定义 过 的 质量 通 量 、 能 量 通 量 , 涡 量 通 量 的 
定义 是 


og-=-- (pg), (8.2.2) 
on 


其 中 是 物 面 的 单位 法 向 矢量 , 负 号 的 意义 是 沿 外 法 线 方向 离开 物 面 时 , 涡 量 绝对 
值 将 减 小 , 它 的 最 大 值 发 生 于 物 面 . 
考虑 不 可 压缩 流体 的 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 


ER (8.2.3) 
在 壁面 上 ,p = 0, 则 
Vp =-AwV xm: (8.2.4) 
用 矢量 n 对 上 式 两 边 作 矢量 积 
nxVp=-nxV x (uw), 


* 271 。 


流体 力学 中 O05 


将 右 端 展开 ,并 注意 到 Y .wow = 0, 则 有 

G 三 一 严 XYV1， (3.2.5) 
因此 ,壁面 庄 强 梯度 的 存在 是 壁面 涡 量 进入 流体 的 必要 条 件 .为 什么 涡 基 通 量 会 和 
沿 壁 面 的 压强 梯度 联系 在 一 起 呢 ? 由 流体 动力 学 方程 可 以 看 出 ,在 壁面 上 ,动力 学 
方程 中 含有 速度 的 项 崩 为 零 , 只 余下 压强 梯度 和 符 性 剪 切 应 万 平衡 ， 

当 讽 量 进入 流体 以 后 ,由 于 黏 性 作用 . 它 将 扩散 , 黏 性 输 运 总 是 减 小 物理 基 了 

布 的 不 均匀 程度 ,结果 是 使 涡 基 趋 于 均衡 分 布 ;同时 .如 果 将 带 涡 量 的 流动 看 做 流 
体 的 旋转 运动 .这 种 运动 的 动能 也 会 因素 性 作用 而 耗 散 成 热能 ,直至 旋 渴 “ 最 终 ” 消 
失 为 止 . 总 之 , 涡 量 因 黏 性 流体 的 无 滑 移 边 界 条 件 而 产生 . 因 竺 性 而 扩散 .又 因 壬 性 
而 耗 散 . 这 就 是 我 们 的 结论 . 


8.3 几 种 基本 的 旋 调 流动 


8.3.1 位 势 洞 和 兰 金 油 


在 第 6 章 雹 黏 流体 位 势 流 理论 中 ,我 们 曾 讨论 过 最 简单 的 旋涡 模型 ”一 一 维 
位 势 涡 , 即 一 条 无 穷 长 的 直线 涡 . 在 垂直 于 潢 线 的 平面 上 看 , 它 是 一 个 二 维 点 潢 ,其 
诱导 速度 为 
v = 卫 /2rr. (8.3.1) 
二 维 位 势 涡 是 既 满足 欧 拉 方 程 同 时 又 满足 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 一 个 环 量 守恒 解 . 
是 因为 既然 存在 速度 势 ?使 得 v = V9, 旦 VF = 0. 则 也 有 Vv = 0. 从 俐 不 可 
E N-S 方程 中 的 黏 性 项 总 是 消失 的 . 

二 维 位 势 涡 虽 然 简 单 ,但 具有 基本 的 重要 性 ,在 大 雷诺 数 的 情形 下 ,只 要 涡 核 
足够 细 , 它 对 + 关 0 处 的 速度 分 布 就 是 一 个 很 好 的 近似 .但 这 个 解 在 7 -> 0 附近 离 
直 实 物理 情形 大 远 , 完 全 不 能 表示 实际 旋涡 运动 中 最 重 紫 的 调 核 结构 .尤其 是 按 式 
(8.3.1) 计算 出 来 的 流 场 总 动能 为 无 穷 大 ,显然 是 不 现实 的 . 对 二 维 位 势 涡 模 卉 的 
最 简单 的 改进 模型 是 兰 金 复 合 涡 模型 . 

在 第 4 音 中 已经 介绍 过 < 金 复合 涡 , 它 是 一 个 简化 的 有 核 旋涡 模型 . 沪 核 是 六 
径 为 a 的 刚性 旋转 圆柱 ,在 涡 仿 内 部 假设 涡 量 分 布 是 均匀 的 ,在 涡 核 外 部 周身 速度 
遵从 位 势 渴 的 规律 . a 称 为 涡 核 半径 . 兰 金 涡 的 速度 分 布 为 


— 
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， (8.3.2) 
在 图 8.5 中 撒 绘 出 兰 金 涡 的 速度 分 布 .在 半径 为 wa 的 圆 内 ,流体 以 w/2 的 角速度 作 
刚体 旋转 , 圆 外 ,其 速度 相当 于 强度 全 = wra’ 的 位 热 注 诱导 出 的 速度 . 

兰 金 涡 具有 7 = 0,v = 0,P = 0 以 及 涡 心 附近 
Cr) 线性 增长 的 特性 ,这 是 固体 涡 核 帮 至 任何 竺 性 
流体 涡 核 的 共同 特征 ,因此 是 真实 旋涡 的 一 个 既 简 
单 又 能 反映 涡 核 特征 的 模型 . 例如, 自然界 中 热带 
气旋 (跟风 ,台风 ) 是 大 尺度 圆柱 形 旋涡 的 例子 ,其 
直径 可 达 200 ~ 800 km. 在 大 范围 内 ,风力 可 达 刚 
以 程度 ,但 是 却 存在 一 个 直径 为 20 一 40 km 的 中 心 
区 域 , 称 为 “暴风 眼 ”, 在 那里 大 气 运动 是 相当 平缓 网 网 国有 
的 .但 是 兰 金 涡 本 质 上 仍然 是 一 个 无 香 旋 涡 模型 ， 图 $ 5 兰 金 油 的 速度 分 布 
并 未 真正 涉及 黏 性 效应 ,只 是 巧妙 地 利用 了 无 舌 刚 性 旋涡 也 是 N-S 方程 的 解 这 个 
事实 .所 以 涡 核 半径 a 只 能 由 实验 或 经 验 加 以 确定 ， 

设想 在 具有 自由 面 的 不 可 压缩 流体 中 产生 一 兰 金 涡 , 自 由 面 上 大 气压 设 为 
P, ,我 们 来 计算 兰 金 涡 内 的 压强 分 布 及 自由 面 形状 . 

已 知 定常 有 旋 流 的 欧 拉 方程 可 写 为 

ME vx@. (8.3.3) 
在 二 维 流动 情形 下 ,v 和 ww 垂直 ,5 可 以 用 流 孙 数 V 来 表示 , 且 v Xew = wVy, 因 此 
二 维 有 旋 流 伯 努 利 方程 可 以 写成 
pthv + pgz + p| wdy = C. (8.3.4) 

将 式 (8.3.4) 应 用 到 兰 金 涡 , 为 此 把 式 (8.3.2) 和 dy = - vdr 代入 到 方程 (8.3.4) 
中 ,经 过 积分 ,得 到 压强 分 布 


20 三 
| Pgz “0 (1 2 )， ra, 
a 


plr,z) = (8.3.5) 


| r>a. 


月 由 面 上 ,pCr,z) = P, 由 此 可 以 得 到 自由 面 形状 
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| 化， ra 
288 
z= (8.3.6) 
| rd 
8g F< 一 


是 等 讨 面 , 凤 自 由 面 的 形状 见 图 8.6. 旋转 角速度 愈 大 , 涡 核 处 月 由 面 下 陷 得 盒 历 
沉 , 忠 够 大 的 角速度 会 形成 空心 涡 . 兰 金 涡 的 速度 及 压强 分 布 与 气象 学 中 的 台风 旋 
泗 非 常 相似 ,因而 经 常 将 兰 金 涡 作为 台风 的 初步 近似 的 理论 模型 . 


图 8.6 ” 兰 金 涡 引 起 的 自由 面 变化 


8.3.2 奥 森 (Oseen) 涡 和 泰勒 (Taylor ) 涡 


一 维 位 势 涡 和 兰 金 涡 是 无 黏 定常 旋涡 . 当 考虑 到 条 性 作用 时 ,它们 都 是 不 现实 

的 .因为 茜 性 的 耗 散 作 用 .要 维持 定常 涡 , 必 须 持 续 向 旋涡 输送 能 量 . 特别 是 二 维 位 

势 涡 , 当 r->0 时 有 无 穷 大 的 耗 散 , 要 维持 这 种 定常 的 旋涡 运动 更 是 不 可 想象 的 .总 

之 :考虑 到 黏 性 效应 .实际 旋涡 运动 都 是 非 定 常 的 ,其 中 最 简单 的 模型 是 奥 森 讽 和 

泰勒 涡 . 

奥 森 涡 是 奥 森 于 1912 年 提出 的 .问题 可 以 表述 为 :一 个 二 维 位 势 点 涡 从 1 = 0 

时 开始 遵从 黏 性 流体 运动 的 规律 演化 ,如 何 确定 ! 盖 0 时 旋涡 的 行为 .不 难看 出 ,这 

就 是 我 们 在 第 4 章 中 讨论 过 的 二 维 位 势 涡 在 条 性 流体 中 的 耗 散 问题 . 直接 引用 式 
(4.4.29) ,就 给 出 奥 森 涡 的 周身 速度 分 布 为 

= Lo 

2TF 

奥 森 涡 又 称 兰 姆 (Lamb) 涡 . 从 速度 分 布 可 见 , 当 上 = 0 时 或 v= 0 时 ,我 们 回 到 了 

位 势 涡 ; 当 启 污 4vt 时 , 解 的 远 场 渐 近 行为 也 接近 位 势 涡 . 当 r 一 0 时 ,有 2~ 


7 近似 呈现 网 体 旋转 的 行为 .因此 , 奥 森 涡 提 供 了 一 个 非 定常 外 部 势 流向 同体 


[1 ~ exp(— r*/4v1)]. (8.3.7) 


状 涡 核 的 光滑 过 渡 . 这 两 个 区 域 在 六 一 VIz7 附 近 会 合 .因此 可 以 认为 m 是 涡 核 尺 
。 274 ， 


C5530D0O 第 8 章 旋涡 运动 


度 的 度量 . 
串 实 上 , 奥 森 涡 是 一 艇 满足 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 二 维 旋 涡 解 中 最 简单 的 一 个 . 
泰勒 (Taylor G 1) 发 现 的 男 一 个 旋涡 解 的 速度 分 布 为 


,Hr. 2 / 
Mn 2 XPS rr /4vt), (8.3.8) 


称 作 泰勒 涡 . 式 中 HH 是 常数 ,其 物理 意义 为 旋涡 的 角 动 量 MMH. 因为 


ce 


M = |2rrpordr = oF. 


相 比 较 , 奥 森 涡 的 角 动 量 都 为 无 穷 大 . 泰勒 涡 的 涡 量 分 布 满 足 关 系 

四 r’ 

® dnvt’ ( 4vt 

实际 上 ,将 奥 森 涡 的 涡 量 分 布 对 时 间 求 一 次 导数 ,就 得 到 该 式 . 泰勒 涡 当 t = 0 时 环 

量 为 地 ,但 总 能 量 .总 角 动 量 和 能 量 耗 散 都 是 有 限 的 .而 奥 森 涡 的 总 能 莽 、 角 动量 、 
能 量 耗 散 都 是 无 穷 大 ,因此 ,泰勒 涡 要 比 奥 森 涡 来 得 更 接近 实际 情形 . 


8.3.3 ” 希 尔 (Hill) 球 涡 


现在 来 分 析 轴 对 称 流动 情形 . 取 圆 柱 坐 标 系 (r ,0,z), 其 中 z 为 对 称 轴 . 由 于 是 
轴 对 称 流动 , op = 0, 因 此 涡 量 w = w(0,o，:0), 它 总 是 和 速度 矢量 相 垂直 .此 时 涡 
线 不 是 直线 ,而 是 以 z 轴 为 中 心 的 一 族 同 心 圆 . 先 考 虑 无 夭 流 体 的 旋涡 运动 , 它 满 
足 赫 姆 稚 兹 涡 量 保持 定理 . 设 某 一 无 限 小 截面 涡 管 的 半径 为 +, 涡 管 截面 积 为 85， 
由 环 量 守恒 定理 有 67 = w85 = 常数 ;又 因为 涡 管 中 的 流体 为 一 物质 体系 .由 质量 
守恒 定律 应 有 2xr65 .2 = 常数 .所 以 ,对 轴 对 称 不 可 压缩 旋涡 运动 , 圆 形 涡 线 上 的 
涡 量 与 加 半径 成 正比 , 即 


Jexp(— r2/4v2). (8.3.9) 


w/r = 常数 = 一 KK. (8.3.10) 
利用 8.1 节 涡 动力 学 方程 ,我 们 来 分 析 一 下 这 种 旋涡 运动 中 涡 量 的 变化 特点 . 
由 于 是 定常 运动 , 涡 量 的 变化 仅 有 对 流 项 , 即 


doo - ，Gue xx, 
dt Or | Ke,. 
故 对 于 不 可 压缩 轴 对 称 流 动 ,无 竺 定常 流 涡 量 方程 简化 为 
(ov Vo = wT = Ke,. (8.3.11) 
如 果 计 算 一 下 这 种 流动 的 涡 量 扩散 , 则 有 
2, -d/ld,. 四 
y V2wy = 人 7 1000) ) = 0. 
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因此 .即使 考虑 舟 性 , 涡 量 的 扩散 人 效应 也 不 存在 . 渴 量 的 对 流 导 丝 涡 线 的 伸缩 : 讽 基 
的 增 减 是 涡 线 伸缩 的 结果 .在 上 述 分 析 中 ,并 未 对 书 作 任 何 限制 ,任意 立 形 涡 线 运 
动 痢 会 有 此 结果 , 仪 要 求 涡 基 与 半径 成 正比 . 

引进 斯 托 克 斯 流 陋 数 见 . 其 中 


- 工 盐 ,= 
六 Bi” r oz 
则 流 滑 数 多 和 涡 量 w 之 间 为 下 列 方 程 所 制约 
Ov 19 ,20% ,yy (8.3.12) 


Or ror QOz’ 
希 尔 (1894) 曾 指 出 该 方程 存在 着 在 球面 让 +z* = a* 上 y= 0 的 解 
y= Kr (r+z:—a’). (8.3.13) 


式 (8.3.13) 描述 了 在 半径 为 a 的 球 内 部 , 涡 量 分 布 与 半径 + 成 正比 的 旋涡 运动 , 通 
常 称 作 希 尔 球 涡 .出 式 (8.3.13) 可 得 球面 上 的 速度 分 布 


= C4 0) = Sar. (8.3.14) 
假设 沿 z 轴 有 一 均匀 来 流 绕 过 该 碌 . 无 穷 远 处 速度 为 U, 由 无 竺 流体 的 绕 款 运动 
解 . 款 面 1 
15 


计 SU/ a .此 时 球 外 是 无 旋 流体 运动 . 球 内 是 涡 量 分 布 为 w=- Kr 的 有 旋 流体 运动 . 
和 8.7 是 球 涡 内 外 流 线 和 调 线 的 砂 意 几 ， 


图 8.7 ”和希 尔 球 涡 内 外 流 线 和 涡 线 示意 图 
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8.4 二 维 点 泣 系 运动 


N 个 二 维 点 涡 在 一 起 构成 了 一 个 点 涡 系 .研究 不 可 压缩 流体 二 维 点 潢 系 的 运 
动 是 流体 力学 的 经 典 内 容 之 一 ,但 是 ,近年 来 这 个 问题 又 重新 引起 了 研究 者 的 强烈 
兴趣 .并 及 有 了 许多 重要 的 新 发 展 . 这 是 内 为 最 近 十 几 年 来 发 展 起 来 的 模拟 大 电话 
数 二 维 运动 的 离散 涡 方 法 正 是 以 点 涡 系 动力 学 为 基础 的 ,而 计算 中 发 现 的 问题 又 
迫使 人 们 更 深入 地 探索 点 涡 系 的 动力 学 性 质 . 当 点 涡 系 涡 的 数目 增加 时 出 现 的 混 

乱 性 质 ( 混 沌 现象 ), 或 许可 以 成 为 模拟 淇 流 现象 一 种 新 的 有 前 途 的 方法 . 事实 上 ， 


二 维 点 涡 系 提供 了 -一 个 具有 强烈 非 线 性 的 哈密 顿 (Hamilton) 系统 的 例子 ,对 研究 
动力 学 系统 和 混沌 现象 有 全 分 重要 的 意义 . 
我 们 知道 ,二 维 点 涡 是 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ,也 是 欧 拉 方程 的 一 个 环 量 守恒 解 . 
考虑 出 入 个 点 滴 组 成 的 二 维 点 涡 系 ,第 i 个 涡 的 位 置 为 z; (Xj; ,yi) ,强度 为 T;. 
该 流动 的 复 势 为 
N 
W = 人 Pincz — 2,). (8.4.1) 
涡 系 中 第 m 个 滑 受 到 涡 系 中 其 他 涡 的 诱导 而 得 了 引 的 复 速 度 为 
dz 可 及 
dr 一 Un 一 1 0 一 ay Dx intz zn) | 
N 
= m= 1.2..,N), (8.4.2) 
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A 


利用 式 (8.4.2) 就 可 以 研究 点 涡 系 因 相互 诱导 而 产生 的 运动 . 


类 似 于 质点 系 动 力学 ,对 于 二 维 点 涡 系 存在 着 哈密 顿 男 数 和 几 个 不 变量 . 
首先 定义 点 浊 系 的 哈密 顿 吨 数 
H 一 一 二 二 之 / SraT nr (8.4.3) 


1 


N 
| Zm Zn | = (CX 区 十 CV yO) 及 > 》， 一 >， > ，. 


nn 一] n=1 


其 中 二 


Fm 


引入 zm*Zn 由 ee , 则 式 (8.4.3) 为 
H = = DP ln zn 和 Zn)(Zm Zn ) 


EA 
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让 > PPilnGzn — zi) (2 — 2 ). (8.4.4) 


Hi 


其 中 》) >，= yy 由 式 (8.4.4), 有 


nl ml i mtl 


a rm. 


OZ 4 1 Zn 


Rn 


与 式 (8.4.2) 相对 照 . 可 知 点 涡 系 的 运动 方程 式 可 以 用 蛤 密 顿 浮 数 表示 为 


dz,, Of . OF 
Dm dt = 4 (8.4.5) 


将 上 式 的 实 部 和 虚 部 分 开 ， 并 日 注意 旬 
O 1 E> ， 2 ) 
Oz 2 \ “ 
村 以 得 到 一 组 形式 优美 的 方程 


dx m oH 
了 dt TT Byn ， | 
1 2 (8.4.6) 
dy __ oH | 
1 ar， 
方程 (8.4.6) 与 经 典 力学 中 的 哈密 顿 正 则 方程 
dd 六 -07 | 
di Oqi 
qr (8.4.7) 
dq, - 9H | 
dr QDA 
有 相同 的 1 形式 ,这 里 所: 是 正则 共 簿 的 广义 动 基 和 广义 坐标 , H(p ,gq,1) 是 系统 
的 哈密 顿 毅 数 .现在 ,对 于 二 维 点 涡 系 .三 ,xm 和 yn 分 别 相当 于 广义 坐标 和 广义 


I 因此 式 (8.4.6) 称 为 点 涡 系 的 哈密 顿 正则 方程 ,成 为 研究 点 涡 系 运动 的 基础 . 

给 定点 涡 系 初始 位 置 和 点 涡 强 度 . 即 可 由 哈密 顿 正则 方程 的 解 确定 点 涡 系 的 运动 
规律 ， 纺 在 100 年 以 前 ,上 克 希 害 大 (Kirchhoff) 和 庞 加 莱 (Poincare) 就 指出 这 一 点 . 

由 哈密 顿 正 则 方程 可 以 导出 点 泗 系 的 几 个 不 变量 . 

从 式 (8.4.3) 很 容易 知道 .有 H 只 是 mw 的 函数 , 即 它 由 点 涡 之 间 的 相对 位 置 叭 
一 地 决定 人 匣 .因此 , 若 点 涡 系 整体 地 作 平移 运动 . 厅 应 保持 不 变 . 特别 地 ,整个 点 油 
系 沿 x 轴 平 动 ， Oe 

S11 = > oH Bx. OX =— Ox >.T, TY = 一 ox 一 DD 二 


i WU Bd 


因此 , > Poyn = 常数 . 同 理 可 得 Doxo = 常数 ,写成 复 变量 形式 则 有 


mr 
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>Poznm = 常数 . (8.4.8) 


Gd 


这 是 我 们 得 到 的 点 涡 系 的 第 一 个 守恒 关系 ,表示 点 涡 系 的 "质量 矩 ”守恒 . 
若 点 涡 系 的 >》 TT, 关 0. 可 以 定义 该 系统 的 重心 zo， 
= Tozoy 了 > (8.4.9) 


7 


比较 式 (8.4.8),(8.4.9). 可 见 上 述 :守恒 关系 表示 着 点 涡 系 的 重心 位 置 不 变 . 对 于 
> PP = 0 的 情形 ,虽然 不 能 定义 系统 的 重心 ,可 以 将 系统 分 成 任意 两 个 子 系统 . 
分 别 定义 重心 位 置 z01 ,zo , 则 上 述 守恒 关系 表示 两 个 子 系统 重心 的 相对 位 置 zu 一 
zw 保持 不 变 . 
假设 点 涡 系 整体 地 旋转 一 个 小 角度 80 ,哈密 顿 孔 数 仍 应 保持 不 变 . 此 时 
OXm =— ymd0, Gyn = xn00， 


则 有 
9H = 5 (Por + dv, ) 
= 30 2 (- yn + x 2 ) 
= 80 > (ro i >) 


一 六 80 全 SOT, Cx 十 yy) 三 四 0. 
因此 ,得 到 点 涡 系 第 二 个 不 变量 
ZTC 吕 ) = 常数 ， (8.4.10) 


该 守恒 关系 表明 点 涡 系 的 惯性 矩 守恒 . 
现在 ， 我 们 考虑 把 Po 点 涡 系 所 有 涡 的 和 撩 径 长 度 都 扩大 六 倍 ， 邯 Po 一 AF pm Xm ym ) 
为 (Axm ,Aym). 有 到 X 一 1 + 64. 其 中 GA 为 一 小 量 , 则 


OX = Xm SA 人 Gym 一 Yn OA ” 
此 时 哈密 顿 函数 的 变化 为 
SH 二 一 rp ZToT, (lnAr 一 Inr, ) 


We 


7 S 
= 一 廊 >) 2 Taalnl + SA ) 


DI 


= 1 Dror,. 


1 
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一 方面 .由 式 (8.4.6) .有 


dH = 之 (Sx Xm 十 Pay, 】 = 64 2 (- Dmx 人 faym 人 ) 


GB 


所 以 


Sr oe yo > )= 二 DTT = 常数 (8.4.11) 


该 式 表 示 点 油 系 相对 于 原点 的 角 动 量 时 守恒 ， 
最 后 ,考虑 哈密 顿 滑 数 对 时 间 的 导数 ， 


i 


dH - of dxm | of dyn 
dt ~ Ox di By dt 
| dy dx dx dy 
= > ( I di dt “i" di 全) = 0 
所 以 ,点 涡 系 的 哈密 顿 函数 本 身 也 是 一 个 守恒 量 . 特 别 地 .对 两 个 点 涡 的 情况 ,有 
H=- PDslnrs = 常数 . (8.4.12) 


因此 .对 这 个 系统 ,rm = d = 常数 . 即 尤 沦 系统 如 何 运 动 .两 个 点 涡 之 问 的 相对 吊 
离 保 持 不 变 . 泊 六 + 忆 关 0 时 :重心 坐标 


2 (8.4.13) 
位 于 zi 和 zs 的 连 线 上 . 当 古 也 癌 守 时 .重心 将 内 分 当 并 了 蜡 号 时 ,重心 
将 ri 外 分 .上岗 个 涡 以 - 定 的 角速度 绕 重 心 旋转 (图 8.8(a)). 现 将 坐标 | 卓 点 移 到 点 
渴 系 的 重心 处 .计算 点 鸿 的 旋转 速度 . 没 点 涡 在 新 的 坐标 系 中 的 坐标 为 二 .yi 
2 由 式 (8.4.13) 有 


区 四 v C1 Yo IOP 
! tT 少 六 + 了 
dx 一 _ 、。 上 二 、 
对 为 BSA = 一 7160 . 二 二 一 Yl 和 二 V0. 这 里 0 Q2 是 旋转 角速度 . 引用 式 
(8.4.6) . 虽 
dx! _ oF nm - 
了 1 di a =— Di YQ. 
从 而 得 到 旋转 角速度 为 
ITI+ih, 
2 2rd’ 


对 村 PP + Ps = 0 的 情形 .= 一 碟 = 械 .- 由 正则 方程 可 知 . 两 个 涡 以 相 问 的 
速度 平移 (网 8.8(Cb) ). 
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速度 的 值 为 U = [/2xd. 


U 
a 
d U 
-TT 
(a) (b) 
图 8.8 两 个 共 涡 的 运动 
前 已 指出 .二 维 点 涡 系 是 一 个 哈密 顿 系 统 . 它 具 有 哈密 顿 系 统 的 一 般 特 ， 由 


哈密 顿 系统 的 理论 可 以 证 明 ， 和 一 上 点 水 存在 着 一 个 界 点 涡 数 N.. 当 NN 声 
N. i 动 是 可 积 的 : 当 N 二 N, 时 .系统 的 动力 学 行为 显示 出 混沌 现象 , 运 
动 是 非 周 期 的 .对 初始 条 件 十 分 敏感 . 理论 上 已 证 明 . 对 于 无 界 流体 ,N. = 3. 在 出 
只 下 育 全 直流 的 和 清 形 下 ,NN. 将 减 小 .已 发 现在 半 平 面 或 圆 边 界 中 N. = 2. 而 对 
一 般 同 路 内 的 涡 . 可 能 N。 = 1. 值得 注意 的 是 N, 值 竞 如 此 之 小 .因此 会 想到 , 当 NN 
光 N, 于 ,多 自 出 度 的 点 涡 系 动力 学 行为 将 很 快 具有 混沌 性 质 ,这 种 涡 系 .可 以 看 做 
是 对 满 流 的 -- 种 简化 模拟 .在 这 种 情形 下 .引入 统计 方法 是 必要 的 . 


8.5 ” 涡 列 和 卡门 (Karman) 疝 街 


8.5.1 单 排 涡 列 


流体 绕 钝 物体 作 大 雷诺 数 流 动 时 ,在 物体 背风 向 流动 将 发 生 分 离 . 在 分 离 点 附 
近 , 壁 面 上 的 流体 从 物体 表面 脱 开 , 射 人 到 附近 流体 中 形成 藤 切 层 .不 稳定 的 前 切 
层 很 快 卷 成 施 E 涡 ,向 下 游 运动 .1908 年 贝 纳 德 (Bénard) 在 实验 中 首次 发 现 当 渍 诺 
数 达 到 一 定数 值 以 后 ,在 流体 中 运动 的 同 柱 体 后 面 . 分 离 出 的 施 滴 将 交错 、 反 向 地 
向 下 游 拖 出 .形成 涡 列 . 开始 时 . 涡 列 大 体 上 以 来 流速 度 移 开 ， 以 后 速度 逐渐 减 小 ， 
但 旋涡 间距 离 保 持 不 变 . 涡 列 与 涡 列 间 的 距离 h 与 柱 体 的 运动 速度 无 关 , 只 决定 于 
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柱 体 的 直径 .后 来 , 冯 。 上 门 又 对 该 现象 进行 了 深入 的 理论 分 析 , 研 究 了 涡 列 的 稳定 
性 及 涡 列 所 携带 的 动量 与 阻力 的 关系 .因此 , 柱 体 后 的 涡 列 通常 称 作 卡 门 涡 街 . 

当 我 们 的 研究 兴趣 在 于 涡 列 本 身 时 ,可 以 不 考虑 柱 体 的 存在 .并 将 涡 列 设 成 沿 
直线 排列 的 无 穷 长 潢 列 , 这 就 是 本 节 要 讨论 的 内 容 ， 

考虑 强度 均 为 卫 的 二 维 点 涡 系 ,以 相同 的 间距 7 排列 在 一 条 无 穷 长 的 直线 上 ， 
构成 一 个 单一 涡 列 ( 图 8.9). 此 时 流动 的 复位 势 为 


二 >，ln(z — nl) 


WwW 


2 2 ， 
= 专 思 至 (1 至 ) 人 -不 六 人 Ei) + En( LF eA ee) 
= ln sin (本) (8.5.1) 
一 /| 


图 8.9 单 排 涡 列 
这 里 利用 了 复 变 函 数 中 无 穷 乘积 公式 (并 略 去 了 式 (8.5.1) 中 的 常数 项 ) 
Sinnz = nz HQ 一 3 ). 

n=1 


ns 
现在 来 计算 涡 列 中 任 一 涡 受 到 上 其 他 涡 诱 导 的 速度 .由 于 是 无 穷 长 涡 列 , 席 列 中 每 一 
旋涡 所 受 的 诱导 速度 是 相同 的 .上 故 取 n = 0 的 旋涡 来 计算 .在 复 速度 势 中 扣除 n = 
0 旋 潢 自身 的 复 势 , 求 一 次 导数 ,得 到 n = 0 这 个 旋涡 受到 其 他 旋涡 诱导 的 复 速度 . 


qo = (Wlinz)|,., 
过 | cot( 下 = ) 二 | = 0. (8.5.2) 


因此 ,每 一 个 涡 受 到 涡 列 其 他 涡 的 诱导 速度 为 零 , 整 个 涡 列 是 不 动 的 . 

图 8. 10 绘 出 单一 涡 列 的 流 线 图 ,在 每 一 个 涡 附 近 , 由 于 受到 这 个 涡 的 诱导 作 
用 最 大 , 流 线 是 封闭 的 , 旦 “猫眼 ” 状 . 称 为 凯 尔 文 “猫眼 ”. 在 两 个 “猫眼 ”之 间 , 流 线 
交叉 , 称 为 涡 辩 .外 部 流 线 是 不 封闭 的 ,上 下 的 诱导 速度 方向 相反 .中 涡 列 垂直 路 离 
无 穷 过 处 , 复 速 度 为 


9- |= (8.5.3) 
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这 样 ,从 无 穷 远 处 看 ,可 以 将 涡 列 当 做 是 一 个 记 限 大 平面 涡 层 . 
无 穷 长 单一 涡 列 是 不 稳定 的 .假定 单一 涡 列 受 到 
小 扰动 ,使 n = 0 的 涡 从 z = 0 移 到 z = zu 这 时 


人 (w i ) : 


@ 


dt dz 0 
= 天 (了 cot( 环 ) -2 ee ,~ 一 和 20， 图 8.10 单一 涡 列 流 绕 因 
0 0 

式 中 使 用 了 余 切 函 数 的 泰勒 展开 以 得 到 上 述 近似 结果 .计算 出 二 次 导数 ,并 取 共 短 
值 , 则 有 

d* zo = gz J = 工厂 

dr 机 641 
该 方程 的 解 为 

Zn 三 CCxP' ot) + CeXp(— of). 


因为 c 之 0 时 ,zu 随 着 时 间 指数 增长 , 受 扰动 的 涡 离 平衡 位 置 将 越 来 越 远 , 故 单一 
涡 列 是 不 稳定 的 . 


8.5.2 ” 双 排 涡 列 和 卡门 涡 街 


现在 来 研究 双 排 涡 列 情形 ,其 中 ,一 排 涡 列 的 每 个 涡 强 度 为 卫 , 另 一 排 与 之 平 
行 的 涡 列 每 个 涡 强度 为 - 了 (图 8.11) ,每 排 涡 列 涡 与 涡 之 间 间 和 距 均 为 1, 上 下 排 相 
邻 的 涡 在 x 方向 错开 一 个 距离 为 a ;两 排 涡 列 之 间 的 距离 为 b, 即 

下 一 列 涡 的 位 置 :z = nl,n = 0,+1,+2,.; 

上 一 列 涡 的 位 置 :z = 有 +ma=0 寺 l, 土 253 =a+ib. 
流动 的 复 速度 势 为 


W = 去 mm sin( 至 】 ln sin (3(z — 1)). (8.5.4) 


图 8.11 双 排 涡 列 
单 排 涡 列 是 不 动 的 , 双 排 平行 涡 列 会 怎样 呢 ? 每 一 列 涡 受 到 同一 涡 列 其 他 涡 的 
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诱导 速度 应 该 仍 为 才 , 我 们 现在 要 计算 的 是 另 一 涡 列 对 它 的 诱导 速度 , 仍 以 z= 0 


的 涡 为 计算 对 象 ,有 
= sin (了))|., 
= + 去 ico 6 


由 于 gq, 关 0, 第 一 排 涡 列 受 到 第 二 排 涡 列 的 诱导 ,将 以 gu 的 复 共 绒 速度 平移 . 
同样 ,第 二 排 涡 列 由 于 受到 第 一 排 涡 列 的 诱导 也 要 产生 平移 速度 


d 1/ 到 Pr nhy 
qi = 二 (去 :ln sin( 至 )| ,= 十 2cot( 本 )= qo. 
即 第 二 排 涡 列 的 平移 速度 和 第 一 排 是 相同 的 .这 样 , 双 排 平行 潢 列 在 移动 过 程 中 相 
对 位 置 保持 不 变 , 平 移 速 度 为 
4 = vi 二 


_ Sinh(2rpy/1) +isin(2rcd7/1) (8 .5 5) 
21 cosh(2rpby/1) -cos(2ra71) 各 放 


一 般 来 说 .q 是 复数 ,平行 涡 列 将 沿 着 与 涡 列 自身 斜 交 的 某 个 方向 移动 . 只 有 当 
sin(2xa/1) 等 于 零 时 ,9 为 实数 , 涡 列 沿 自 身 平面 运动 .sin(2xa/1) = 0 有 两 种 可 
能 的 情形 :4 = 044 = 喜 .4 = 0 时 双 排 注 列 为 对 称 排列 :4 = 玫 时 为 交错 排列 .此 


时 的 : 诱导 速 i 度 为 


| 六 coth(xb/1) (a = 0). 


和 ， (8.5.6) 
| 37tanh trb/l) (a 一 六 ). 
速度 方向 指向 x 负 方向 (着 时 针 旋转 定义 下 二 0). 
所 站 10901 从 到 深入 地 全 各 到 天 注定 他 出, 和 和 


在 一 般 情形 下 也 是 不 稳定 的 ,只 有 两 排 涡 交错 排列 且 间 中 / 和 b 之 间 满 是 
(人 -4 V2 如 7? = 0.2806 (8.5.7) 


时 . 双 排 涡 列 才 是 中 性 稳定 的 . 木 来 是 贝 纳 德 (1908) 首先 从 实验 观测 到 交错 排列 的 
尾 涡 . 但 由 于 汉 ， 卡门 对 此 从 理论 上 进行 了 分 析 , 并 且 得 到 了 上 述 结论 ， 人 站 有 入 
状 物体 后 交错 排 记 的 涡 列 称 为 卡门 涡 街 .上述 理 论 分 析 假 设 流 体 是 无 黏 的 . 上 只 归 旋 
涡 涡 核 比较 清晰 ,实验 观测 的 涡 街 的 bp/7 比值 与 理论 值 很 接近 .后 来 进一步 的 理论 
二 作 义 表明 , 基 使 满足 条 件 (8.5.7) , 双 排 交错 潢 列 也 不 稳定 ,只 不 过 它 是 最 小 不 稳 
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定 的 情形 . 然而 ,既然 实验 已 观察 到 卡门 涡 街 确实 上 分 接近 p/ = 0.28 这 一 数值 ， 
我 们 可 以 认为 , 当 考 虑 真实 旋涡 的 籍 性 涡 核 时 ,卡门 涡 街 事实 上 是 稳定 的 . 


8.6 三维 涡 丝 的 自 诱 导 运 元 


我 们 已 经 较为 仔细 地 讨论 过 二 维 点 涡 ,或 者 说 无 穷 长 直线 涡 的 运动 规律 , 但 
是 ,旋涡 运动 从 本 质 上 来 说 是 三 维 的 . 三维 旋涡 运动 远 比 二 维 旋涡 运动 复杂 .其 主 
贤 原 因 是 二 维 无 穷 长 直线 涡 对 自身 并 不 产生 诱导 作用 .然而 三 维 申 线 涡 上 的 每 一 
点 都 将 受到 该 线 涡 自 身 的 诱导 作用 . 称 作 三 维 线 涡 的 自 诱导 作用 .在 这 种 自 诱导 作 
用 下 ,即使 是 一 条 孤立 的 线 渴 也 要 发 乍 位 移 、. 扭 曲 和 拉 伸 , 涡 量 和 线 涡 的 形状 随时 
间 将 不 断 地 变化 ， 


8.6.1 涡 丝 的 自 诱导 运动 


现在 分 析 无 蒜 流 体 中 的 -一 条 三 维 线 涡 , 并 设 涡 线 是 无 限 细 的 , 即 不 考虑 疯 核 结 
构 ,流体 充满 元 穷 大 空间 ,没有 内 部 疝 体 边界 .在 上 述 假定 下 , 一 维 线 涡 的 诱导 速度 
可 以 用 毕 奥 - 萨 瓦 公式 计算 


DCr) = 


DsxXdir) (8.6.1) 
4 . 六 


其 中 s = 一 md 是 涡 线 的 微 元 段 . 从 这 个 公式 很 显然 地 可 以 看 出 . 式 (8.6.1) 石 边 
是 一 个 奇异 积分 , 当 上 落 在 线 涡 上 时 ,在 那里 将 诱导 出 无 穷 大 速度 . 如 果 线 涡 具 有 
有 限 尺 度 的 涡 核 (例如 兰 金 训 ) .就 会 消除 速度 的 奇 性 .应 当 指出 .我 们 刚刚 分 析 的 
线 涡 附近 趋向 无 穷 大 的 速度 是 周 向 速度 . 它 合流 体质 点 围绕 着 涡 线 旋转 ,并 不 改变 
涡 线 的 形状 ,我们 现在 的 任务 是 先 从 式 (8.6.1) 中 排除 周 向 旋转 速度 ,然后 进一步 
仔细 地 考察 线 涡 附 近 的 诱导 速度 ,指示 出 自 诱导 运动 的 规律 . 

我 们 考虑 线 涡 附近 的 一 点 ,计算 它 受 
到 线 涡 的 诱导 速度 ,再 令 该 点 趋 于 线 涡 ,分 


析 诱 导 速 度 的 极限 值 . 在 线 涡 上 取 一 点 7 AP 
O. 过 O 点 作 线 涡 的 局 部 正 交 坐标 架 , 一 b 了 
个 坐标 的 方向 分 别 为 主 法 向 于 ,切身 上 和 副 0 矶 


法 向 bp( 图 8.12). 在 法 平面 (xy,x3) 上 上 P 了 点 


_ LT 图 8.12 线 涡 的 坐标 系 
的 坐标 可 以 写成 
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X= xun+ xsb. 
现在 来 检验 当 c = (+x) 0 时 ,PP 点 的 极限 诱导 速度 .在 O 点 附近 , 沿 着 线 
涡 的 切线 取 一 小 段 .上 宇 1 宇 - 上 , 线 涡 上 点 的 坐标 近似 地 为 


, . 
x t+ en. 
2 


其 中 1 是 该 点 的 xi 坐标 ,c 是 线 涡 在 O 点 的 曲率 .这 样 ,在 O 点 附近 有 


SLCOx ) = (t+ cln)6l 


利 
/ xscClt + xan (x: + J ol) 
(x—x)xédal ” 2 al 
| BE x | 2 0 2 2 - 1 2 2 
(+ + 天 (1 we) + 1) 
这 部 分 线 涡 对 P 点 (0,xs ,xs) 速度 的 贡献 是 
tio ~ cmsingt + (pcosP — nsing)o 1 十 六 cm 
二 | a dm, 
T 


-7 (1 + md -cocosp) 上 本 cm 


其 中 oc = Vx+ 怠 .m = 1/o. 当 oc 一 0 时 ;分母 趋 向 于 (+ mm? 总 ,上述 积分 可 以 


v= 计 (- (1 +1) Tcsingt + oim(l + m’) 120pcose — nsing) 
Tt 
Lig , , 
+ 广 cb[- m(l + m:)- | + 2lInC(m + (1 + m2)) | 
-Lio 
考虑 到 


oInCm + VT+ mY) ~2In(2 寺 ) = 2In 人 + 常数. 
整个 积分 的 渐 近 形式 为 


b= 2 (bcosy — nsing) 十 人 bm + 常 矢量 ， (8.6.2) 
no 


从 这 个 结果 可 以 看 出 , 当 o 一 0 时 ,O 点 附近 上 这 1 声 - 上 的 线 涡 部 分 对 速度 的 贡 
献 是 主要 的 ,而 在 土 上 以 外 那 部 分 线 涡 的 影响 可 以 不 必 考 虑 ,这 就 是 分 析 线 涡 自 诱 
导 运 动 的 局 部 化 假设 . 
现在 来 分 析 一 下 式 (8.6.2) 给 出 的 结果 ,第 一 项 当 c -0 时 具有 ”的 奇 性 , 它 
代表 了 绕 线 涡 的 周 向 旋转 ,并 不 改变 线 涡 的 位 置 和 形状 ,这 正 是 我 们 在 本 节 开 始 时 
己 经 指出 的 事实 .第 二 项 当 o 一 0 时 亦 有 奇 性 ,但 和 第 一 项 相 比 ,是 较 弱 的 对 数 奇 
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性 , 它 和 线 涡 在 该 点 的 曲率 有 关 , 方 向 指向 副 法 线 方向 六 我们 感 兴趣 的 止 是 这 一 
项 , 它 反映 了 由 于 线 涡 自身 的 诱导 作用 而 使 线 涡 发 生 运 动 , 导致 线 涡 的 变形 和 拉 
伸 . 对 于 数学 意义 上 无 限 细 的 线 涡 , 诱 导 速 度 将 是 无 穷 大 的 .但 当 我 们 考虑 到 线 涡 
的 涡 核 结构 时 , 式 (8.6.2) 中 的 = 相当 于 涡 核 半径 ,这 就 消除 了 自 诱 导 中 的 奇 性 . 由 
此 可 见 , 线 涡 若 愈 细 ,曲率 愈 大 , 自 诱 导 速 度 就 愈 大 . 

式 (8.6.2) 还 告诉 我 们 ,在 几 种 特殊 情形 下 ,虽然 存在 着 自 诱导 运动 .但 线 涡 的 
形状 并 不 发 生变 化 .首先 , 当 cb 沿线 涡 是 常 矢 量 时 . 线 涡 将 沿 垂 直 于 线 涡 和 月 身 平面 
的 方向 匀速 前 进 , 从 而 不 发 牛 变形 .符合 这 种 条 件 有 两 种 情形 ,一 是 c = 0, 即 无 穷 
长 直线 涡 ; 男 一 种 情形 是 加 形 线 涡 . 除了 cb 是 常 撩 量 的 情形 下 ,还 有 两 种 特殊 情 
形 . 一 是 螺旋 状 线 涡 , 线 涡 绕 螺旋 涡 的 轴线 旋转 同时 沿 轴 向 前 进 . 男 一 种 是 平面 线 涡 

Xs = Asinaxi, xXx; =0 日 aA<<l. 


一 oo 
(1 + ao: A:coOs: axi)32 
所 以 ,这 种 线 涡 将 绕 着 x 轴 刚 体 般 地 旋转 ,形状 不 变 . 但 车 考虑 到 上 述 结果 的 近似 
性 , 线 涡 形 状 实际 上 在 缓慢 地 变化 . 


8.6.2 圆 凋 环 


三 维 旋涡 中 最 普通 也 最 有 意义 的 是 自行 封闭 的 圆 形 线 涡 , 称 作 涡 环 . 获得 涡 环 
的 基本 条 件 是 一 束 轴 对 称 流体 相对 于 它 周 围 的 流体 运动 . 比如 ,一 圆 盘 在 流体 中 沿 
其 法 线 方 向 往返 运动 ,就 会 产生 涡 环 .一 滴 液体 垂直 地 落 入 具有 自由 面 的 同 种 静止 
液体 也 会 产生 涡 环 . 原子 弹 爆炸 形成 的 蘑菇 云 则 是 一 个 巨大 的 涡 环 . 在 实验 室 中 获 
得 涡 环 的 方法 是 将 流体 用 活塞 从 一 个 圆 管 中 迅速 推出 . 沿 管 口 就 会 形成 一 个 清晰 
可 见 ( 用 染色 液 ) 的 涡 环 , 沿 管 轴 方 向 离开 管 口 向 外 移动 .均匀 流体 中 涡 环 运动 最 引 
人 注意 的 特征 是 它 的 运动 速度 基本 不 变 . 由 于 黏 性 作用 , 涡 环 运动 速度 略 有 训 减 ， 
但 衰减 速度 很 小 . 这 表明 当 雷 诺 数 非常 大 时 , 其 运动 速度 确实 是 不 变 的 .我 们 从 上 
述 自 诱导 公式 已 经 知道 , 圆 形 涡 丝 是 以 不 变速 度 前 进 的 ,虽然 这 个 速度 趋向 于 无 穷 
大 .但 对 于 涡 环 来 说 , 它 是 一 个 具有 一 定 截面 的 圆 形 涡 管 ,有 明显 的 涡 核 结构 ,其 运 
动 速度 是 有 限 大 的 .计算 具有 涡 核 结 构 的 涡 坏 运动 速度 在 数学 上 很 麻烦 .我 们 首先 
来 计算 一 个 圆 形 涡 丝 的 流 场 . 

考虑 半径 为 a 的 圆 形 涡 丝 (图 8.13). 取 直角 坐标 系 Oxyz, 涡 丝 所 在 平面 为 xy 
平面 ,z 轴 通 过 圆心 0, 同时 取 柱 坐标 系 (2,0,z), 两 坐标 系 之 间 的 关系 为 

X= pcoso. y = Psing. 


和 一 下- a2 Xu. 
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由 于 轴 对 称 性 ,通过 Oz 轴 的 所 有 子午 面 上 的 运动 都 是 一 样 


D 三 VXA， A = 一 


的 .因此 不 失 普遍 性 ,可 考察 平面 0 = 0 内 流体 的 运动 . 圆 形 
涡 丝 对 9 = 0 平面 上 任 一 点 (2,0,z) 所 诱导 的 速度 为 
ridl 

| (8.6.3) 
其 中 和 4 称 作 矢量 位 势 ,r 是 场 点 与 涡 丝 上 积分 动 点 M(S ,7， 


< 5) 之 间 的 距离 . 设 OM 与 Ox 轴 的 夹 角 为 , 则 
图 8.13 圆 形 涡 丝 环 §£ = acosa. 7 = asing, 5 = 0. 
r= V(P- acosa) s+ (— asina) 十 2 


= VP +a’*+2z:— 2apcosa. 
而 
dl = (~ asinada.,acosada .0)., 


从 而 4 在 直角 坐标 系 中 的 二 个 分 量 为 


2r 
A. = | — asinada _ 0， 
4 r 
0 
和 
4 = L| sesede =- 4(o,z)， 
4 r 
A,=0. 
将 上 述 结果 转换 到 柱 坐 标 系 中 .考虑 到 流动 的 轴 对 称 性 ,于 是 有 
A, = A. = 0. 
A, = A(p,z) = fe| cosada 
4r4 Mp: + a + z* ~ 2acosa 
根据 式 (8.6.3) ,速度 为 
;, 二 一 24 二 ;. 二 1 9(04) 
vy Dz vo = 0, 7: on a 
将 4 的 表达 式 转 换 一 下 , 令 a = x + 28, 并 引进 
2 4ap 


2 


z+ (P+ a 


我 们 得 到 
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x 


A = P| Pd 
Ty Va +o + 2 +2a0(l — 2sin’p) 
ra (1 - 2sin’ BydB 
Ty Vzi+ (a+pe) Vl- kisinB 
= 去 a (x k)KCK) -ECk) |. (8.6.5) 
其 中 
Ke = | d _ . E(k) = | VI RsimBdp 
’ VI- kisinpB 
分 别 为 第 一 类 和 第 二 类 完全 椭圆 积分 .根据 上 述 
结果 ,将 圆 涡 环流 场 流 线 网 画 在 图 8.14 中 . 由 式 
(8.6.4) 可 知 , 涡 丝 附 近 的 流体 质点 速度 以 [Co - 
a)* + 225] 阶 次 趋向 无 穷 . 圆 形 涡 丝 本 身 则 以 
InL(p 一 a) + z:j] 阶 次 的 无 穷 大 速度 向 前 运动 . 
值得 注意 的 是 , 尽管 圆 涡 丝 以 无 穷 大 速度 前 进 ， 
它 附 近 的 流 线 仍 为 封闭 曲线 . 这 是 因为 绕 涡 丝 旋 
转运 动 的 速度 以 [Co - a)* + z*] 了 阶 次 趋 于 无 下 
穷 ,而 涡 丝 本 身 运动 速度 则 是 In[Cp - oj + z] © 


| ” 图 8.14 圆 涡 环 的 流 线 图 
阶 次 ,与 [Co - 4a) + 2 相 比 是 高 阶 小 量 , 因 


而 起 主要 作用 的 仍 是 旋转 运动 , 流 线 呈 封 闭 状 ， 
对 于 有 一 定 涡 核 结构 的 涡 环 ,车 涡 核 内 涡 量 分 布 均匀 , 涡 核 半径 。 与 涡 环 半生 
a 相 比 是 小 量 时 , 涡 环 的 运动 速度 为 


VA 1 lna/e. 
因此 , 若 不 关心 涡 核 内 部 的 流动 ( 它 取决 于 涡 核 内 部 的 涡 量 分 布 ). 可 以 用 ,a,e 
三 个 参数 来 描述 细 长 涡 环 的 运动 ,而 这 三 个 参数 又 和 涡 环 的 动量 及 动能 有 关 . 至 于 
它们 之 间 具 体 的 关系 形式 , 则 和 产生 涡 环 的 方式 有 关 . 例如 对 一 个 半径 为 R 的 圆 
盘 , 以 速度 Y 推动 流体 产生 的 涡 环 ,有 


T=4RV/x, a = VR, E 二 aexp(-— /V6) = 0.13a. 


随 着 e/a 的 增加 ,定常 涡 环 诱导 的 流 场 发 生变 化 . 它 携带 的 同 涡 环 一 起 运动 的 流体 
质量 也 显著 增加 (图 8.15) .我 们 可 以 将 圆 形 涡 丝 和 和 希 尔 球 涡 视 做 是 参数 e/a 取 两 
。， 289 。 


流体 力学 人 人 


种 极限 值 的 结果 . 


8.15 ”有 核 涡 环 的 流 线 图 


8.7 ”机 现 的 滴 系 


在 第 5 章 圆 柱 绕 流 中 、 ey 双 指 出 ,无 夭 流体 有 环 量 的 圆柱 绕 流 会 / - 生 升 
力 . 儒 可 夫 斯 基 升 力 定理 给 出 了 升力 与 旋涡 强度 - - - 环 量 之 间 的 定量 关系 .没有 
旋涡 就 没有 升力 . 舍 张 一 点 说 ,整个 空气 动力 学 的 发 展 史 就 是 一 et 
并 抑制 旋涡 造成 阻力 的 历史 航空 的 发 展 ,创造 了 更 加 绚丽 多 姿 的 旋涡 运动 . 这 
绝 介绍 机 器 运动 产生 的 几 种 典型 的 旋涡 . 


8.7.1 ” 翼 型 绕 流 的 起 动 涡 


颂 可 夫 斯 基 升 力 定 理 指出 ,作用 在 小型 上 的 升力 与 绕 光 型 的 环 量 成 正比 .那么 
作用 在 必 型 上 的 环 量 究竟 是 如 何 产生 的 呢 ? 考 察 一 个 愤 弄 , 它 的 前 缘 是 圆 钝 的 ,后 
缘 是 尖 头 的 .假设 导 型 突然 之 间 从 静止 达到 一 个 不 变 的 平 动 速度 ,在 波 型 起 动 的 一 
ee 这 是 因为 流体 原来 是 静止 的 , 涡 量 仅 能 从 运动 引 型 
的 表面 借助 于 无 滑 移 边界 条 件 产生 , 击 黏 性 使 涡 量 向 外 扩散 以 及 对 流 将 涡 量 带 走 
都 需要 一 定 的 时 间 ， 所 在 起 动 的 大 间 流动 是 无 旋 的 .按照 凯 尔 文 环 量 定理 ,这 个 
无 旋 的 初始 运动 环 量 为 零 .由 辟 型 无 环 量 绕 流 理论 可 知 ,对 于 一 个 给 定 的 经 型 绕 流 
(给 定 必 型 ) 几何 形状 以 及 来 流 方向 ) ,在 到 型 表面 某 处 将 有 一 个 后 驻 点 ,对 于 无 环 
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量 无 旋 绕 流 来 说 , 它 的 位 置 一 般 并 不 与 后 缘 重 合 . 这 样 , 当 流体 绕 过 人 尖锐 后 缘 时 , 励 
旋 流 将 产生 速度 的 奇 性 ,这 在 物理 上 是 不 可 能 的 ; 物 面 茜 性 边界 条 件 造 成 的 强 剪 切 
应 力 使 后 缘 处 上 下 翼 面 流体 搓 成 一 个 很 强 的 速度 剪 切 面 -- 涡 层 ,从 后 缘 脱 汽 的 
请 层 乒 宪 就 卷 成 螺旋 状 并 影响 着 后 缘 附 近 的 流动 .图 8.16 描绘 了 后 缘 涡 层 卷 起 的 
寅 变 过 程 . 后 缘 卷 起 的 涡 层 刚好 产生 一 个 诱导 速度 抵消 原来 无 旋 绕 流 绕 过 后 缘 的 
二 度 ,使 后 缘 变 成 一 个 驻 点 .这 个 旋涡 是 在 底 型 起 动 瞬 间 形 成 的 ,因此 称 之 为 “起 动 
涡 ”. 它 在 形成 之 后 ,被 流体 带 向 下 游 . 就 在 起 动 涡 形成 的 同时 .表面 上 的 后 驻 点 也 
立即 向 下 游 移动 并 与 后 缘 重 合 . 此 后 ,又 有 新 的 涡 层 从 后 缘 生 成 并 脱出 . 从 后 缘 脱 
落 并 被 流体 带 到 下 游 的 起 动 涡 , 它 的 旋转 方向 是 和 初始 无 旋 绕 流 绕 过 后 缘 的 方向 
一 样 的 (在 图 8.16 中 是 顺 时 针 方 向 ). 显然, 在 辟 型 表面 将 留 下 反方 向 旋转 的 环 基 . 
为 说 明 这 一 点 ,可 以 考虑 一 个 物质 周 线 ABCD. 将 费 型 包围 起 来 (图 8.17). ABCD 
攻 够 将 翼 型 初始 位 置 和 当前 位 置 都 封闭 在 其 内 , 绕 ABCD 的 环 量 初始 值 
零 ,在 其 后 时 间 也 应 为 零 .这样 ,环绕 ABEF 的 环 量 应 和 环绕 EFCD 的 环 量 大 小 相 


矢志 


(a) (=0 (b) (= >0 


(Cc) 1=1,>1, (d) t=1, >1, 


图 8.16 后 缘 涡 层 的 卷 起 
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图 8.17 ”起动 涡 的 形成 


等 且 符 吕 相 反 . 该 环 量 实际 上 应 该 是 可 卉 从 起 动 到 当前 有 瞬时 这 段 时 间 从 后 缘 脱 落 
的 全 部 注 量 .实验 观察 表明 , 当 疲 型 前 进 了 二 倍 至 三 倍 咏 长 以 后 ,其 速度 已 经 达到 
定常 伍 , 即 油 量 的 脱落 过 程 已 完成 了 . 这 样 .封闭 在 周 线 ABEF 之 内 流体 的 运动 就 
是 无 旋 的 ( 除 大 演 型 表面 很 洲 的 -- 层 边界 层 ), 绕 ABEF 的 环 量 就 是 深 型 上 的 环 量 . 
这 种 起 动 滑 形 成 和 发 展 的 过 程 .我 们 已 在 第 6 音 中 用 盛 昔 流 理 论 给 出 了 数字 上 的 
处 理 : 俱 是 .机 村 后 缘 旋涡 的 形成 与 脱 海 :本质 上 是 一 种 强 黏 性 效应 . 无 黏 流 的 数学 
理论 只 是 一 种 近似 撒 述 ,这 种 措 述 在 大 雷 谤 数 绕 流 中 与 实际 流动 基本 符合 . 而 无 秋 
流 理论 即 可 以 给 出 定 生 结果 ,这 是 符 性 流 理论 当前 无 法 达到 的 结果 . 

旭 果 如 型 作 非 定 稼 运动 .就 会 不 断 地 有 涡 量 从 后 缘 生 成 ,并 被 流体 从 后 缘 带 到 
下 游 .| 因此 .类 似 于 上 上述 “起 动 涡 ”. 还 会 有 * 洁 正 涡 ”… 加速 涡 ”减速 涡 ” 等 .党 型 绕 
共 前 缘 作 简 谐 傅 仰 振荡 ,是 一 种 典型 的 非 定 常 运动 , 其 攻 角 随时 间 的 变化 为 a = 


为 器 型 臣民 ). 当 ， 值 较 小 时 . 必 涡 面 基本 上 是 赴 弦 振荡 形式 (网 8.18(a)). 当 > 较 
大 时 . 尾 消 面 发 生 卷 曲 : 出 现 " 并 合 ” 和 ”缠绕 ”现象 .局 部 地 方 涡 莉 集中 ,连续 的 涡 
基 服 终 将 发 展 成 一 系列 离 向 的 集中 涡 ( 图 8.18(b)). 


(a) 


(b) 
图 8.18 ”振荡 到 型 尾 涡 的 卷 起 
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8.7.2 大 展 弦 比 有 限 曙 展 机 可 的 涡 系 


真正 的 飞机 机 辟 当 然 是 有 限 辟 展 的 . 称 为 三 维 机 杜 ,研究 二 维 机 翼 理 论 是 为 了 
黄 定 二 维 机 村 理 论 的 基础 .我 们 在 第 5 章 中 已 经 指出 , 当 无 黏 均 匀 流 体 绕 三 维 物 体 
作 连 续 的 无 旋 运 动 时 ,物体 既 不 受到 升力 也 不 受到 阻力 作用 , 即 著 名 的 达 朗 贝尔 
(d”Alembert) 伴 廖 .可见 为 了 获得 升力 ,机 杜 上 和 尾 流 中 涡 层 的 存在 是 何等 的 
重要 ! 

一 维 机 融和 二 维 机 可 一 样 , 从 静止 开始 起 动 到 进入 定常 飞行 状态 以 后 ,在 机 可 
土 将 产生 环 量 , 并 获得 升力 . 对 于 二 维 机 愤 ,一旦 进入 定常 运动 以 后 ,就 不 贞 有 涡 基 
从 后 绿 脱落 出 来 .但 是 对 于 三 维 机 流 , 情 形 就 不 同 广 .为 了 简单 起 见 ,以 一 有 攻 角 的 
平 直 机 站 为 例 来 说 明 . 观察 到 的 实验 事实 告诉 我 们 :在 机 村 下 表面 ,压强 要 大 于 上 
表面 (或 称 为 ”吸力 面 *) 的 压强 ,才能 产生 净 升 力 . 由 于 上 下 竹 而 斥 强 差 的 作用 ,下 
必 面 流体 将 分 别 从 两 翼 尖 向 上 性 面 翻 卷 .因此 ,下 半 面 流体 除了 沿 弦 向 的 流动 外 ， 
还 有 一 个 沿 展 向 向 外 流动 的 分 速度 ;同样 ,上 沟 面 流体 除了 沿 强 向 的 流动 外 .有 一 
个 沿 展 同 向 中 心 流动 的 分 速度 .这 样 ,在 机 加 后 缘 处 就 会 形成 一 个 沿 展 向 的 切 向 速 
度 间 断层 .后 缘 处 涡 层 涡 量 的 方向 是 顺 气流 方向 .该 涡 层 被 主流 带 向 下 游 , 称 之 为 
尾 涡 层 . 这 个 尾 涡 层 在 两 个 辟 尖 处 强度 最 大 ,并 在 愤 尖 处 向 下 游 卷 成 两 个 旋转 方向 
相反 的 “喇叭 涡 ”. 在 小 中 央 训 面 下 游 的 尾 涡 强度 最 小 . 尾 涡 层 的 示意 图 见 医 | 8. 19. 
由 此 可 以 看 出 , 绕 三 维 机 翼 流 动 图 像 和 二 维 时 有 本 质 上 的 不 同 . 从 能 基 的 观点 .三 
维 机 相 做 定常 运动 时 持续 地 有 涡 量 从 收 尖 和 恤 后 缘 脱 落 出 来 .势必 要 有 相应 的 能 
量 带 进 尾 流 , 这 就 要 求 机 可 对 流体 持续 做 功 ,这 表明 三 维 机 中 在 前 进 中 要 克服 阳 
力 . 这 个 阻力 是 为 了 获得 升力 所 必须 付出 的 代价 , 空气 动力 学 中 称 之 为 “诱导 
阻力 ”. 

当 机 骂 飞行 攻 角 较 小 , 边 
界 层 没有 从 经 面 上 分 离 时 ,我 
们 可 以 用 无 黏 流 理论 来 计算 
机 济 的 升力 和 诱导 阻力 . 对 于 
大 展 弦 比 机 波 , 在 空气 动力 学 
发 展 早 期 , 朗 彻 斯 特 (Lanchest) 
利 普 朗 特 (Prandtl) 曾 提出 * 升 
力 线 ” 理论 .该 理论 基于 两 个 基本 假设 :第 一 ,由 于 是 大 展 强 比 机 访 , 可 以 不 状 虑 截面 
之 间 的 影响 ,认为 每 个 截面 都 可 局 部 地 看 成 二 维 机 翼 : 第 二 ,认为 尾 涡 面 是 平面 , 出 
平行 于 飞行 方向 . 只 要 飞行 攻 角 较 小 ,这 是 一 个 很 好 的 近似 . 如 果 我 们 感 兴趣 的 是 


8.19 尾 涡 层 的 示意 图 


。 293 。 


总 体 的 空气 动力 特征 .例如 总 升力 和 诱导 阻力 ， 而 个 是 机 辟 附 近 流 场 的 细致 结 了 
我 们 可 以 用 一 条 强度 为 工 的 展 向 线 涡 米 代替 机 妃 ( 图 8.20) , 称 之 为 “附着 涡 ” 
然 , 醋 的 大 小 沿 既 展 是 变化 的 .而 它 的 变化 和 尾 涡 强度 直接 联系 着 . 桨 要 明 多 交际 


量 守 恒定 理 ,从 z 到 z + 8z 微 元 段 上 尾 涡 强 度 应 为 (时 )3z. 即 尾 混 层 的 涡 强 密度 


为 生 . 因 此 ,整个 机 村 可 以 想象 成 一 条 直线 "附着 渴 ” 和 从 它 拖 出 的 许多 半 无 穷 长 
尾 渴 构成 的 潢 系 .利用 这 样 涡 系 模型 即 可 以 计算 机 枝 的 才 力 和 诱导 阻力 . 


图 8.20 大 展 弦 比 机 杜 的 升力 线 模型 


8.7.3 小 展 弦 比 机 杜 的 涡 系 


现代 飞机 的 速度 会 接近 或 超过 声速 .为 了 减少 因 空 气 可 压缩 性 而 形成 的 波 阻 . 
机 沟 部 采用 大 后 掠 角 、 小 展 弦 比 布局 . 二 角 形 机 沟 就 是 - - 神 珊 地 的 外 开 

对 于 小 展 弦 比 机 费 , 由 于 不 同形 向 位 置 上 气动 特性 变化 很 大 ,升力 线 理 论 已 经 
不 再 适用 . 尾 涡 系 形状 也 不 再 是 如 岁 8.19 所 描绘 的 那样 . 小 展 纺 比 机 杜 绕 流 最 突 
峙 的 特点 是 ,即使 在 小 攻 角 下 ,流体 也 会 从 侧 缘 ( 对 于 三 角 杆 ,也 是 前 缘 ) 分 离 . 从 例 
缘分 离 出 来 的 流体 形成 调 层 .一般 都 会 卷 起 从 前 缘 端点 伸 至 后 缘 的 螺旋 状 旋涡 .网 
8.21 表示 一 个 三 角 疲 闹 层 卷 起 的 例子 .并 面 测 了 涡 层 上 的 一 条 涡 线 .图 8.22 给 出 
了 表面 上 的 极限 流 线 和 截面 流动 的 示意 图 .一 部 分 流体 被 卷 入 自身 不 断 扩大 的 脱 
体 前 缘 涡 层 中 , 男 一 部 分 没有 被 卷 人 .近似 直线 地 向 后 流 去 . 由 于 受 螺 旋涡 层 的 影 
响 , 在 恤 上 还 会 出 现 二 次 涡 , 但 二 次 涡 一 般 较 弱 . 前 缘 拖 出 的 分 离 涡 层 与 后 缘 拖 出 
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的 尾 涡 层 在 机 加 后 面 会 合 在 一 起 , 随 运动 流体 向 下 游 伸展 . 绕 小 展 弦 比 机 攻 的 这 种 
流动 是 定常 的 .稳定 的 , 它 为 机 器 提供 了 非 线 性 的 涡流 升力 .小 展 弦 比 机 波 的 出 现 
和 大 攻 角 分 离 流 的 利用 标志 着 飞行 器 空气 动力 学 已 经 从 附 体 流 型 发 展 到 脱 体 涡流 
型 ,成 为 空气 动力 学 发 展 史 上 的 一 个 里 程 碑 . 


入 人 
A 
SW 


图 8.21 三 角 贾 的 前 缘分 离 涡 图 8.22 极限 流 线 和 横 截 面 流动 


8.8 地 转运 动 


前 面 已 指出 , 当 流 体 受到 非 保守 体积 力作 用 时 会 产生 涡 基 . 非 惯性 坐标 系 中 的 
某 些 惯性 力 就 是 非 位 势 的 体积 力 , 其 中 尤 以 旋转 坐标 系 中 的 科 氏 力 最 有 重要 意义 . 
相对 于 一 个 以 常 角速度 旋转 的 转动 坐标 系 中 的 流体 运动 , 称 为 旋转 流体 运动 . 地 球 
大 气 .海洋 和 地 核 运动 ,宇宙 星体 和 星系 的 运动 ,关心 的 都 是 相对 于 某 个 旋转 坐标 
系 的 运动 ,因此 ,研究 旋转 流体 运动 对 地 球 物理 和 天 体 物 理 有 很 重要 的 意义 . 旋转 
流体 运动 由 于 受到 科 氏 力 的 作用 ,产生 混 量 .会 使 运动 由 现 一 系列 伐 有 兴趣 的 新 现 
象 .这 里 ,我 们 只 准备 给 出 旋转 流体 运动 的 基本 方程 .然后 简单 地 讨论 一 下 地 转 
8.8.1 旋转 流体 运动 的 基本 方程 


在 第 5 章 中 ,我 们 已 经 讨论 了 非 惯性 坐标 系 下 的 流体 运动 问题 .并 给 出 了 非 惯 
性 系 无 黏 流 的 运动 方程 .我 们 知道 在 常 角速度 旋转 坐标 系 中 ,流体 的 相对 运动 将 受 
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钊 了 两 个 惯性 力作 用 ,一 个 是 离心 力 . 另 一 个 是 科 氏 力 . 离心力 是 有 势 的 .其 位 势 为 
一 六 (9 xr 六 ,上 共 中 8 为 坐标 系 旋转 角速度 ,r 为 相对 于 动 坐 祭 系 原点 的 和 失 径 . 科 氏 
力 表达 式 为 -= 2Q xD.: 这 样 ,在 转动 坐标 系 中 不 可 不 缩 黏 性 流体 运动 的 方程 为 

OD 1 


-+(v*V)v= vp- Vy v (3 a 2Q0xv+yvV:v. 
of p 


(8.8.1) 
其 中 羡 为 外 场 力 的 位 势 .我 们 可 以 把 各 种 位 热力 项 合并 .为 此 引入 P= pteyp+ 


FQXr)’ , 则 式 (8.8.1) 变 成 


+o Wo=- VP -2 x vtv Vi (8.8.2) 


文 就 是 旋转 流体 运动 的 基本 方程 . 

分 析 式 (8.8.2) 可 以 看 出 ,旋转 流体 与 一 般 流体 运动 的 全 原 个 同 在 了 受到 了 科 
民力 的 作用 .离心 力作 用 已 经 合 有 到 位 办 体积 力 中 .相当 于 对 重力 川 速 度 的 一 个 修 
下 .对 于 地 球 流体 运动 .Q = 7.29，105s 1!, 离 心力 中 的 rr 大约 为 儿 公 里 至 儿 百 公 
里 .因此 .离心 力 对 重力 加 速度 的 修正 很 小 x 流体 运动 并 不 造成 和 惯性 系 运 动 的 
重大 区 剂量 要 的 是 科 氏 力 . 它 足 -种 "偏向 力 ”. 垂 下 于 下 和 5 共有 的 平面 :因此 对 
流体 并 不 做 功 : 而 只 是 改变 速度 的 方向 . 如 
图 8.23 所 坟 .x 轴 为 旋转 轴 .Cy.z2) 为 与 人 2 
止 交 的 * 模 截 平面 ” 则 科 氏 力 Fe 沙 在 该 平 
面 内 . 设 v 在 模 稚 平 面 内 投影 为 0;. 则 vv; | 
Fe. 所 以 科 氏 力 只 能 改变 其 方向 而 不 政变 


其 大 小 .又 因为 | Fe | 正比 于 | vj |. 所 以 ， 

造成 bv 方向 改变 的 同心 加 速度 在 y-z 平面 

图 8.23 ” 科 氏 力 的 方向 于是 处 处 相同 的 .了 电 就 是 说 ,如 果 横 截 平 面 

内 只 有 Fc 一 个 力作 用 . 则 F. 的 作用 将 使 

流体 质点 轨迹 在 人 懂 截 平面 内 的 投影 为 :个 圆 : 即 在 和 = 上 其 个 方向 上 本 
在 这 个 意义 上 上, 科 氏 力 有 使 次 可 闸 内 的 投影 点 恢复 到 平 衡 位 置 的 作用 .办 


而 村 以 认为 科 氏 为 是 一 种 恢复 力 . 正 是 因为 这 个 道理 .在 届 续 流体 达到 让 全 让 流 
动 . 称 之 为 罗斯 比 (Rosspy) 小. 
现在 姬 义 一 个 无 壁 岗 参 数 来 度量 科 氏 力作 用 的 大 小 . 设 旋转 流体 运动 的 特征 


长 度 和 速度 分 别 为 上 和 如. 旋转 角速度 为 .惯性 力 的 特征 尺度 可 以 用 加 速度 下 


人 
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中 的 对 流 项 来 度量 (认为 运动 的 非 定常 度 不 太 大 ), 即 
| (pv.*V)v|~ 条 。 
而 科 氏 力 的 量 级 为 
| Fe | ~ QU. 
因此 
惯性 力量 级 ”U/L _ UU 
科 氏 力量 级 QU QL 
这 个 无 量 纲 参数 R, = U/QL 称 为 罗斯 比 数 , 它 是 衡量 旋转 效应 的 一 个 重要 人 参数， 
当 R, 六 1 时 . 科 氏 力 的 作用 很 小 ,可 以 不 必 考 虑 旋转 效应 . 当 Ro < 和 1 时 ,流动 中 惯 
性 力 比 科 氏 力 小 得 多 ,旋转 作用 对 流体 运动 具有 主导 作用 . 当 Ro 一 上 时 ,惯性 力 和 
科 氏 力 同 量 级 , 科 氏 力 将 和 其 他 力 耦 合 在 一 起 ,使 流体 运动 出 现 许 多 复杂 现象 . 
对 于 周 定 在 旋转 地 球 上 的 参考 系 . 角 速度 Q = 7.29.10 ss , 若 取 了 = 10 m， 
U 一 10 m/s,; 则 有 R, 一 100 闵 工 所 以 一 般 自 然 界 和 工程 技术 中 的 流动 ,以 及 实验 
室 中 的 流动 , 均 可 近似 不 计 地 球 旋转 效应 .但 是 , 当 我 们 研究 近 地 球 表面 大 气 和 海 
洋 的 大 尺度 运动 时 .上 的 量 级 为 数 千 公 里 .此 时 ,尽管 Q 很 小 ,罗斯 比 数 仍然 很 小 ， 
可 以 将 惯性 力 忽 略 不 计 . 这 种 运动 称 为 地 转运 动 ， 


8.8.2 地 转运 动 


对 于 近 地 球 表面 大 气 和 海洋 的 运动 ,出 于 空间 尺度 大 ,雷诺 数 很 大 而 罗斯 比 数 
很 小 ,旋转 流体 运动 央 科 氏 力 与 床 力 梯度 力 配 平 而 达到 平衡 状态 , 基本 方程 
(8.8.2) 简化 为 


一 R,. 


VP+20Q0xv=0. (8.8.3) 
P 中 含有 离心 力 去 Q2r, 它 比重 力 项 gz 小 得 多 ,可 


以 略 去 不 计 . 如 网 8.24 所 示 , 取 闫 定 在 旋转 地 球 表 
面 上 的 局 部 稍 卡 儿 坐 标 , 其 x 轴 与 纬度 疾 相 切 , 正 
向 指向 东 .y 轴 与 经 圈 相 切 , 正 向 指向 北 ,z 轴 与 地 
面 焉 直 , 正 向 指向 天 顶 (此 处 考虑 北半球 ). 旋转 角 
速度 在 该 坐标 系 中 为 
4 = jcosa + KDSina， 

其 中 & 为 纬度 和 角 ,由 于 已 = p+ psz, 式 (8.8.3) 展 
于 成 图 8. 24 ”地 转运 动 示 意图 
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op = 200sinat — 200c0sew. 

OX 

oP = — 200sinau. (8.8.4) 
A 

Se =— fg + 200 Cosaut. 


在 地 而 上 w 必须 为 零 .因此 近 地 屋 w 通常 为 小 时, 并 HH 22Qcosau 二 8 可 以 
略 支 . 式 (8.8.4) 就 可 以 有 以 下 近似 有情 式 


22 = = 200Sinan . (8.8.54) 

oP 270sinau. (8.8.5b) 

AY 

oP -me 

了 = 和 ， (8.8.5c) 
该 方程 组 中 式 (8.8.5c) 是 流体 沿 全 故 方向 的 衣 和 力 平 衡 方程 下 8.5a).(8.8.5b) 
足 气 象 学 中 常用 的 地 转运 动 方程 . 它 是 大 气 分 析 预 报 的 基础 .也 气动 力 字 的 一 


个 基本 关系 式 . 在 气象 学 中 具有 十 分 重要 的 意义 . 
用 式 (8.8.5a) 一 《8.8.5c) 可 以 有 


二 oP; 十 op, 
OX OY 


=— 200sinak XxX v. (8.8.6) 


即 失 量 Yzp 与 5 三 相 正 交 , 它 表明 在 等 高 
I 上 (z= 常数 ) ,等 不 线 与 流 线 平行 ,这 
种 高 空 风 在 气象 学 上 上 称 为 "地 转 风 ” 如 网 
8.25 所 从, 如 昌 顺 着 风 加 看. 则 高 不 出 坝 
在 右 方 . 低 正 出 现在 左 方 .特别 是 当 流 线 
封闭 时 . 顺 时 针 流 线 包围 一 个 高 盯 中 心 ， 

你 为 反 气 旋 . 道 时 针 流 线 包 十 一 个 低 气 

玉 . 称 为 气旋 . 中 纬度 气旋 和 反 气 旋 的 产 
中 和 对 分 析 全 球 大 气 环流 及 中 
图 8.25 ”地 转 风 的 形成 长 期 天气 预 报 具 有 基本 的 重要 性 . 


无 黏 流 理 论 虽 然 在 大 霄 诺 数 情形 下 可 以 得 到 与 实际 接近 的 流动 图 像 . 但 它 央 
不 能 解释 运动 物体 受到 的 环境 流体 阻力 以 及 流动 从 物 面 的 分 离 而 陷入 严重 的 困 
境 . 普 虹 特 (Prandtl) 指出 ,这 是 由 于 忽略 掉 慕 性 影响 的 结果 .他 指出 .不管 Re 数 是 
多 么 的 大 ,在 物 面 附近 总 是 存在 一 居 黏 性 边界 层 . 普 妇 特 的 这 一 光辉 思想 后 米 发 展 
成 完整 的 边界 层 理论 .把 流体 力学 推进 到 一 个 新 阶段 . 

本 章 将 着 重 齐 述 定常 二 维 不 可 压缩 层 流 边界 层 理论 . 

但 为 了 使 读者 能 更 深入 地 理解 大 Re 数 下 边界 层 理论 与 无 黏 流 近 似 的 关系 ， 
9.5 节 中 专门 讲述 了 匹配 渐 近 展开 方法 的 主要 思想 .在 9.8 节 中 专门 介绍 了 非 定 泛 
边界 层 的 一 般 理 论 . 

本 章 除 特别 申明 以 外 ,在 提 到 边界 层 时 是 专 指 层 流 边界 层 而 言 的 . 


9.1 层 流 边 界 层 方程 


根据 普 朗 特 边界 层 的 思想 ,认为 在 Re 六 1 的 流动 中 , 流 场 在 远离 物 面 的 大 部 
分 区 域内 , 黏 性 可 忽略 不 计 , 而 在 固 壁 表面 附近 的 薄 层 内 黏 性 起 着 重要 作用 . 在 这 
一 薄 屋 内 ,流动 从 外 部 无 笑 流 速度 迅速 过 渡 到 壁面 无 滑 移 速 度 ,这 一 层 就 被 称 为 边 
界 层 . 普 朗 特 假设 ,整个 流 场 可 以 分 开 成 两 部 分 处 理 : 在 外 区 是 无 黏 流动 问题 ,在 内 
区 是 边界 层 内 的 番 性 流动 ,并 旦 求解 边界 层 流 动 时 把 无 黏 外 流 的 解 作 为 边界 层 外 
缘 的 已 知 边界 条 件 .这 样 的 分 开 处 理 大 大 地 简化 了 问题 .虽然 普 衣 特 当 初 提 出 这 一 
思想 时 ,只 是 以 观察 实验 事实 为 依据 而 提出 的 一 种 假设 .并 没有 严格 的 数学 证 明 . 
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但 是 后 来 流体 力学 的 发 展 已 证 明 这 是 正确 的 . 
为 了 阐明 边界 层 概念 ,我 们 先 看 一 个 简单 的 数学 例子 ,考虑 一 个 二 阶 答 微分 


方程 
dy dy 
一 十 一 二 » 
dx dx | (9.1.1) 


y(0) = 0,y(L) = 1.| 
其 中 是 个 小 最 .这 个 方程 可 以 类 比 成 小 慕 性 时 的 N-S 方 程 . 如 果 忽略 掉 售 s 的 项 ， 
则 问题 简化 为 


dy -ua， yd) = 1 (或 y(0) = 0). (9. 1.2) 


它 可 类 比 于 忽略 夭 性 项 后 的 欧 拉 方程 . 因为 忽略 掉 高 阶 需 后 ,边界 条 件 也 要 相应 减 
少 一 个 .方程 (9. 1.1) 有 精确 解 


y = loa (1 -ece) + ax (9.1.3) 
le 
对 于 0 过 a 二 1.y(x) 曲线 如 图 9.1 所 示 . 方 程 (9.1.2) 的 解 是 条 直线 
y=a(tx—-1)+1. (9. 1.4) 


从 图 中 可 见 , 当 *e 为 小 值 时 ,在 上 二 se 区 域内 ,两 个 解 十 分 接近 ,但 在 L0.sj 区间 内 ， 
两 个 解 有 本 质 的 差别 .se 您 小 ,L0.s] 区 间 
愈 狭 ,但 不 管 该 区 域 多 狭 , 在 x = 0 处 两 个 
解 总 存在 最 大 差 值 .这 是 因为 式 (9. 1.2) 的 
解 不 满足 x = 0 处 的 边界 条 件 , 即 使 e。 一 0 
时 这 个 差别 也 存在 .数学 上 也 把 [0,e ] 区间 
就 称 为 边界 层 . 

另 一 方面 ,如 果 从 物理 上 考虑 :流体 总 
是 有 秋 性 的 .无 黏 流 只 是 一 种 近似 假设 , 适 
= x=1 * ”用 于 某 些 大 雷诺 数 流动 . 设想 物体 从 静止 
开始 运动 ,对 于 无 黏 流动 ,只 要 不 存在 尖锐 
边缘 处 的 涡 层 脱 洒 ,以 后 的 流动 将 仍 保持 
是 无 旋 的 . 而 对 于 黏 性 流动 ,在 壁面 上 将 产生 涡 量 ,并 将 扩散 和 对 流 到 流 场 中 去 .在 
黏 性 流动 中 ,壁面 是 个 涡 量 源 .在 4.3 节 中 曾 讲 过 无 穷 大 平板 的 突然 起 动 问题 . 涡 
量 扩 散 方 程 的 解 由 式 (4. 3.7) 可 知 为 

U 2 


ovi) = er = wal te 并 1 (9. 1.5) 
nyvi 


图 9.1 数学 上 边界 层 的 一 个 例子 
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如 果 对 一 个 相对 于 平板 静止 的 观察 者 看 米 , 他 将 看 到 两 种 过 程 , 一 是 壁面 高 量 在 重 
直 于 平板 方向 上 的 黏 性 扩散 ; 另 一 是 讽 量 随 流体 质点 以 接近 于 LU 的 速度 沿 平板 方 
加 被 携带 刘 下 游 . 从 而 可 以 佑 计 出 ,壁面 涡 量 产生 后 1 秒 内 向 外 扩散 的 距离 约 为 


G 一 Vut. 
六 一 方面 , 涡 量 同时 被 流体 质点 携带 的 距离 约 为 x ~ Vi, 因此 有 
6 2 ~ vy 一 1 2 一 Ux 
VE Re Re = (9.1.6) 


这 个 结果 可 看 做 半 记 穷 k 二 维 平 板 平行 置 于 来 流 中 ,平板 前 缘 产 生 的 涡 量 在 
距 前 缘 下 游 x 处 横向 扩散 的 距离 , 即 6 一 Vwx/U ,这 也 是 平板 边界 层 厚 度 的 量 级 . 
在 9 范围 以 内 是 高 量 集中 的 区 忒 .在 9 范围 以 外 涡 量 近似 为 零 . 由 此 可 见 , 边 界 层 
与 外 区 无 黏 流动 之 间 并 没有 严格 的 界限 ,而 是 一 个 渐 近 的 过 渡 过 程 ， 
以 下 我 们 将 介绍 如 何 通 过 对 各 物理 量 的 量 级 估计 ,把 N-S 方程 简化 为 边界 层 
方程 .为 简单 起 见 , 先 以 不 可 压缩 二 维 平 板 边 界 层 方程 为 例 .x 与 y 轴 分 别 沿 物 面 流 


动 方 和 同和 与 物 面 慌 直 ,坐标 原点 与 物 面前 缘 重 合 . N-S 方程 (4. 1.4) 可 写成 
Ou Ou 4 ou 1 op QO“ -a u 
十 | 一 4 -7 允 
3 3 7 3 (E+ Ee ). (9. 1. 7a) 
ov a ,az _ 1 Ou Ov 
Sust eg py "($2 Ee ) (9.1.7b) 
连续 性 方程 
Ou + 20 = 0. 
OX Oy 


以 平板 长 度 工 和 来 流速 度 U 分 别 为 特征 长 度 和 特征 速度 , 则 边界 层 内 x 方向 
的 尺度 2 XxX 一 上 ,方向 为 y 一 6.x 方向 的 速度 分 量 的 最 级 为 u ~ U. 式 (9. 1.7a) 
中 各 项 量 级 可 估计 如 下 


ou UU ou U du UU ou UU 

3 (9. 1. 8) 
在 连续 性 方程 中 各 项 量 级 应 相等 .于 是 2 ~ | 58| 一 芝 , 所 以 

,UU or US der _ UU dv LU 

i (9. 1.9) 


从 以 上 两 式 可 见 , 在 茜 性 项 中 .总 有 
Ou Ou ov 
OX: DY DY 


若 假 设 非 定常 项 S = 的 量 级 不 会 超过 惯性 项 u a 的 量 级 , 则 可 认为 局 部 速度 发 生 


Ov 
Ox 


< 
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显著 变化 的 时 间 量 级 为 L/U ,于 是 有 


Ou UL U: Ov U’ 
Er (9.1. 10) 
压力 项 总 是 与 惯性 项 同 显 级 ， 2 ~ 全 .边界 层 内 夭 性 项 与 惯性 项 有 相同 的 量 
级 . 即 守 一 关山 此 得 到 
0 = Re- (9. 1.11) 
L DL 
月 此 ,为 使 之 二 ,必须 有 Re 闵 1, 这 时 边界 层 理论 才能 成 立 . 
根据 上 述 量 级 伟 计 ,可 以 引入 下 列 无 量 纲 量 
x = x/L,. = Re 人 Li = UL， | 
- (9. 1.12) 
“二 1/ ,= Re'2v/ ~ PP 
u u/U, 1 Re “vwv/U, 六 00 | 
这 些 励 量 纲 晤 及 其 导数 都 是 同一 量 级 的 .将 它们 代入 式 (9.1.7) 后 ,无 量 纲 化 的 方 
程 为 
Ou” ou vou op 1 ou Ou 
Br "a By Br Re or” Oy 
1 (2 下 ,1 十 1 2 ) = DP 1 _] Di 1 3 
Re\e Ox By oy Re:Ox* Re ay 
ou 0 
Ox “av = 0. 
(9. 1. 13) 
泊 Re 数 足 大 数 时 .忽略 掉 oO 人 (去 -以 LL 的 高 阶 小 量 , 就 得 到 近似 的 层 流 边 界 层 方 
程 为 
ou + 2 十 v2 二 op 十 3 9 
ot OX 9 OX Oy “ 
2D -0, (9.1. 14) 
OV 
ou Ov 
3 ay = 0. 


上 述 无 量 纲 方程 组 的 一 个 显著 特点 


纲 边 界 条 件 中 也 不 显 
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是 ， ,方程 中 不 显 含 Re 数 . 以 后 可 以 看 到 ， 在 无 量 


; 含 Re 数 .这 意味 着 它们 的 解 将 不 依赖 于 Re 数 .因此 ,对 于 两 
个 不 同 Re 数 , 上 内 有 相同 无 量 纲 边界 条 件 的 流动 ,在 边界 层 内 流 场 图 像 满足 一 个 相 
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似 变 换 关系 . 在 这 种 变换 中 ,x 方向 的 距离 和 速度 不 灾 , 供 横向 y 方向 踊 离 和 速度 
却 与 Re 数 的 平方 根 成 反比 . 换 句 话说 , Re 数 的 作用 只 是 决定 边界 层 的 厚度 . 根据 
式 (9. 1. 12) 作 变换 后 , 若 求 得 某 个 Re 数 下 的 解 , 则 这 个 解 对 其 他 Re 数 也 有 效 . 这 
个 原则 称 为 Re 数 相似 原理 . 
式 (9.1.14) 第 二 式 表明 ,3p/9y 是 个 6 莉 级 的 小 迄 . 所 以 有 

PCOx yi) = pi (Xry,1) + OO ), (9.1. 15) 

即 对 于 平 直 表面 ,边界 层 内 的 压强 与 同一 地 点 壁面 压强 的 差 只 是 6 的 二 阶 小 量 .于 


是 ,可 以 认为 穿 过 边界 层 压强 沿 y 方 向 不 变 ,p 宅 p00. 外 之 人 .由 于 外 流 为 天 
黏 流动 , 欧 拉 方 程 在 物 面 上 满足 
3Ls ,| U 3L。 =- - 工 2p。 
Qt Ox 0 Ox 
已 和 p。 分 别 取 作 边 界 层 外 缘 的 速度 和 压强 ,在 边界 层 计算 中 认为 它们 是 个 已 
知 量 . 
最 后 ,我们 回 到 有 量 纲 的 二 维 边界 层 方 程 ,它们 可 写 为 


(9.1. 16) 


ou ou ou oU. OU. ou 
十 二 二 < 十 、 “ 十 pa .1. 
Br Lax dy df Ua oy 3.4.12) 
Ou , 9v 
CU 十 = 0， 9.1.1 
Er 9. 1.18) 
边界 条 件 是 
XxX 之 0,y = 0:u = v= 0( 因 壁 无 滑 移 条 件 )， | 


XxX>>0,y-> :U(xsy,1) > Ue(x,1) (外流 无 昔 条 件 ),。 (9.1.19) 
xX = Xo:U = uo《(y,1)( 上 游 条 件 )， 
对 于 非 定 常 流 还 需 增 加 初始 条 件 
t=0, u= u(x,y,0) = f(x,y). 
当 物 面 是 曲面 时 ,可 以 采用 一 种 边界 层 坐 
标 系 , 它 是 这 样 一 组 正 交 曲线 坐标 , 其 x 方向 
沿 曲面 , y 方向 沿 物 面 法 线 ( 图 9. 2) .在 边界 层 
坐标 系 下 ,仿照 前 面 量 级 估计 的 方法 ,可 以 证 
明 , 只 要 边界 层 厚度 6 远 小 于 物 面 曲率 半径 
R., 且 曲率 变化 不 太 急 剧 ,dR./dx ~ 1, 则 x 
向 动量 方程 与 式 (9. 1. 17) 完全 相同 ,y 方向 动 
量 方程 简化 成 图 9. 2 ”边界 层 坐 标 系 示意 图 
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> = Pu’*/R.(x). (9. 1. 20) 


只 要 曲率 半径 不 是 小 量 ,R. 一 上, 则 pe(x,6.1) 一 pw(xX.0.1) pu’ /R(x) 
Ay 一 O06), 略 去 0(6) 项 , 仍 有 

PoeCxy Li) A pul(X,1). 
这 样 ,方程 (9. 1. 17) 无 论 对 于 平 直 还 是 曲 边 界 都 是 成 立 的 . 


9.2 平板 边界 层 


边界 层 方程 解 的 一 个 最 典型 的 例子 ,是 均匀 定常 来 流 沿 半 无 穷 长 平板 的 流动 ， 


在 这 种 情形 下 , 忆 = 0,2.。 = 0, 式 (9.1.17) 简化 成 
ot OX 
Ou Ou Ou 
+ 二 - 
4 ox “3y ”BY | (9 2.1) 
Su + 92 - 0. | 
Ox oo) 


为 减少 变量 ,再 引入 流 函 数 , 则 上 式 变 成 为 

WO Wo oy. 

Oy OxOy Ox Oy: oy’ 
它 是 一 个 二 阶 俩 微分 方程 .与 完全 的 N-S 方程 相 比 ,该 方程 降低 了 一 阶 . 

注意 到 方程 (9. 1. 14) 中 不 仿 雷 诺 数 , 它 的 解 应 与 雷诺 数 无 关 . 由 此 可 知 , 当 志 

诺 数 改 变 时 ,边界 层 流 动 像 经 历 一 个 相似 变换 :流向 距离 和 速度 分 量 保持 不 变 , 耐 
横向 距离 和 速度 分 量 按 Re '“ 倍 改变 . 无量 纲 基 (9. 1. 12) 正 吓 反映 了 这 -- 事 实 .于 
是 ,我 们 可 以 构造 一 个 无 量 纲 的 相似 变量 7 ,使 得 


7= Rei:(Y). Re = Ux/y. (9. 2.3) 


(9. 2. 2) 


H. 
u = UP1(7), v= UReil*¢$,(7), 
其 中 2 和 92 是 待 求 函数 . 进一步 分 析 可 知 .它们 不 是 独立 的 ,借助 于 连续 性 方程 
可 找 出 它们 的 关系 .根据 以 上 的 定性 分 析 ,我们 不 妨 试 令 
y= VvUx fn), 
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则 有 
u = LVF (7)， v= T(E) fp (9. 2.4) 
2\x 
代入 方程 (9. 2. 1) 得 到 
ff ”+2f” = 0， (9. 2. 5) 


以 及 边界 条 件 为 


jy 0 or 
7 -> co :三 ->1. 
这 是 一 个 非 线性 常 微分 方程 ,难以 找 出 圣 闭 形 
式 的 解析 解 .求解 该 方程 一 般 有 两 种 方法 ,一 
种 是 级 数 解 , 另 一 种 是 数值 解 . 前 者 是 早期 发 
展 的 一 种 方法 ,我 们 把 它 放 到 高 阶 理论 一 节 去 
讲述 .后 者 是 直接 用 式 (9.2.5) 数值 积分 , 需 
注意 的 是 它 是 一 个 两 点 边 值 问题 , 比 初 值 问题 
困难 .但 是 ,对 于 这 个 问题 可 以 有 个 巧妙 的 办 
法 把 边 值 问题 化 为 初 值 问题 求解 .我 们 可 设 一 
个 新 因 变 量 F(7) ,使 得 
17) = aal37) (a 为 正常 数 )， 
这 样 ,FO7) 满足 与 f( 7) 同样 的 微分 方程 及 7 图 9.3 平板 边界 层 
= 0 时 的 边界 条 件 , 即 


FF” +2F” = 0， 


， (9. 2.7) 
F(0) = F’(0) = 0. 
因为 用 (7) = a Co 人 , 故 
f'(%) = limf °C7) = a limF' Ca 7) = a3F'(%). 
由 式 (9. 2.6),f(%) = 1, 得 到 
a = [FPCco)] 3232， (9. 2. 8) 
如 果 在 式 (9. 2.7) 中 补充 一 个 边界 条 件 
F”(0) = 1, 


则 方程 (9. 2.7) 可 进行 从 7 = 0 起 的 初 值 数值 积分 , 当 积 分 至 充分 大 了 值 后 得 到 
F'(%),a 值 随 之 可 确定 , 这 样 得 到 的 函数 1(7) = osFa 7) 就 是 满足 式 
(9.2.5) 及 边界 条 件 的 解 .用 这 个 办 法 只 需 进行 一 次 数值 积分 .经 计算 得 到 a 的 准 
确 值 为 
a = 0. 33206. (9. 2. 9) 
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因为 六 (7) = aF“ Ca) ,所 以 
广 (0) = aF7 (0) = wa. (9. 2. 10) 

作 拉 修 斯 (Blasius) 首先 推 得 了 方程 (9. 2.5) ,并 有 旦 用 级 数 解法 求 出 了 它 的 解 . 
所 以 半 无 穷 民 平板 边 答 层 的 解 常 称 为 布 拉 修 斯 解 , 它 是 早期 边界 层 理论 的 一 项 重 
这 成果. 我 们 从 布 拉 斯 解 可 以 得 到 边界 层 内 流动 的 许多 重要 特性 .应 当 指 出 :由 于 
边界 层 方 程 为 抛物 而 方程 , 某 * = xi 处 下 游 的 流动 对 其 上 游 x 二 xi 处 并 无 影响 ， 
故此 解 也 适用 于 有 限 长 平板 边界 层 . 

(1) 平板 上 的 摩 阻 

流体 作用 在 字 板 荆 的 区 册 应力 为 


Ou 加 Ux 加 LA LE ， 
rw = = (3 ), = po 全 ) (0) = 0.33260U (> ) ， (9.2.11) 
或 局 部 摩 阻 系数 
cr = 4 =0.664/ VRer, Re,= Ux (9. 2. 12) 
2 


长 度 为 工 、 单 位 宽度 平板 上 的 总 摩擦 阻力 ( 双 面 ) 为 
L 


: 一 172 
p= 2| rsdx - 1. 3280U24 (于 ) ， (9.2.13) 
或 总 摩 阻 系数 
cp = 一 -一 一 =1.328/ VRe. Re = UL/y. (9. 2. 13") 


peU* » 2L 


(2) 边界 层 厚 度 
十 程 上 ,多 少 有 些 人 为 规定 的 是 ,把 边界 层 内 速度 等 于 0.99U. 时 的 y 值 ,定义 
为 边界 层 " 厚 度 ”. 数值 解 表 明 此 时 7 = 4.9, 所 以 
SG > 4. 9( 容 ) = 4. 9xRew’. (9. 2. 14) 


U 
(3) 边界 层 内 速度 分 布 


图 9.4 是 数值 计算 得 到 的 层 内 速度 分 布 及 实验 结果 ,从 图 中 可 见 理论 与 实验 
是 极为 吻合 的 .从 图 中 还 可 看 出 , 当 7->% 时 


Us y Ux -1:2 
= 3 raed 1) ~ 0.861 (= ) . (9.2.15) 


这 表明 在 y -> % 处 “不 趋 近 于 零 . 这 个 原因 在 下 面 再 解释 . 
(4) 涡 量 


。 306 。 


520IWD 第 9 章 层 流 这 界 层 理论 


壁面 涡 量 为 


= ( 闫 ) 一 La 
但 是 , 流 场 中 的 涡 量 为 
U J 1 » 2 PN/ 
| 
在 任 一 x 位 置 上 涡 量 的 总 量 为 


总 量 
上 IB dy 一 | Sdy =—U. 


这 表明 在 边 界 层 的 每 个 横 削 面 上 总 涡 量 是 常数 . 这 意味 着 进入 边界 层 的 净 滴 量 为 
零 .在 第 站 机 , 仅 当 洛 壁 面 存在 压力 梯度 :时 才 有 训 吕 f 流 从 辟 面 进入 流 场 . 


平板 边 界 层 中 人 2 = 0. 所 以 不 应 有 涡 量 ! 从 壁面 进入 流 场 .但 是 在 前 缘 附近 , 322 过 


0 .于 里 边界 层 贿 设 不 成立 进入 流 场 中 的 涡 量 主要 来 自前 缘 附 近 , 那 里 是 个 强 涡 


1.0 
了 1 
了 了 上 
Us 
0.860[ ei- Fr- 二 -十 -] 
0.8 十 一 1 
1414” 1 
7 | 
才 
1 
0.6 py 
7 _ Cx 下 
7 R vy 1 
上 
0.4 A +|i.08x10 站 | 
[i $11.82x10 
QO13.64x10 
Yt ®|s.46x10 
0.2 Py 99172¢x10 


10 20 30 40 50 十 6070 


9.4 由布 拉 修 斯 解 得 到 的 平板 边界 层 的 速度 分 布 


(5) 位 移 厚度 和 动量 损失 厚度 
一 个 比 上 述 边 界 层 厚度 的 定义 更 确切 更 有 物理 意义 的 定义 是 位 移 厚 度 . 由 于 
忒 性 阻 注 影响 ,边界 层 内 的 速度 wu 要 小 于 外 流速 度 U. 因 此 ,要 通过 由 来 流速 度 确 
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定 的 同样 大 小 的 质量 流量 , 与 无 夭 流 相 比 , 黏 性 流 的 流 线 要 向 外 偏 移 . 在 物 而 边界 
层 的 任 一 横 前 面 x 上 , 设 RO 是 无 夭 流 的 流 管 宽度 .通过 RQ 的 质量 流量 为 0.U 
贡 量 流量 . 流 线 偏 移 到 Y ,所 以 


质 僵 流星, 流 


RO ,在 黏 性 流 时 为 了 通过 同样 的 
和 


|eudy = Pp.U., RO. 


0 
人 二 了- RO, 它 的 大 小 与 离 台 而 距离 有 关 ' 当 Y .~ .接近 边 


最 大 ,所 以 : 流 线 的 总 伍 离 最为 
Y 


2 


流 线 偏离 第 
界 屋外 缘 时 . 依 离 量 接 近 


、， ee OU 四 , a 
0- (x) = im| (I 2 )dy = 名 0 2 )dy. (9. 2. 16) 

对 不 可 斥 流 动 ， 
(9. 2. 17) 


G (XxX) = 1 


它 定义 为 位 移 厚 度 .形象 地 说 ,对 于 无 黏 流动 ， 由 于 边界 层 的 存在 好 像 使 物体 增加 
『 SG (x) 的 厚度 


面积 相等 


同样 , 黏 性 引起 动量 的 损失 ,也 可 定义 一 个 动量 损失 厚度 (或 简称 动 其 厚 
9 = | $0 -0 )ay. (9. 2. 18) 

对 于 不 可 上 讨 缩 平板 边界 导 , 由 式 (9. 2.3) 及 (9.2.4) 知 

zx | (1 - 广 )d7 


U 


3 = | (1 0) = YO 
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加 JX 1 加 一 2 ， ; 
= VE im f 07)) 1.721 实 (9. 2. 19) 


_ 2 ev 四 一 MK 
0 = | 内 /dy = 2\/ 凑 /(0) 


= 0. 664 攻 ， (9. 2. 20) 
由 式 (9. 2. 19) 可 得 
国 1 2 
人 - 2 = 0. 861 (2 ) (9. 2. 21) 


止 是 由 于 位 移 厚度 使 得 无 穷 远 处 u(x, ) 不 为 零 .6,6” 和 0 有 同样 量 级 大 小 ,8 
大 约 为 8 的 三 倍 . 


9.3 相似 性 解 


9.3.1 费 克 勒 - 史 凯 (Faikner-Skan) 方 程 和 相似 性 解 


从 了 的 定义 式 (9.2.3) 和 站 表达 式 (9.2.4) 可 抑 , 当 7 为 常数 . 即 沿 任意 抛物 线 
二 Cy, 也 是 常数 ,所 以 对 于 不 同 x 处 的 速度 剖面 ,只 要 按 7 为 白 变 量 画 曲线 , 则 
所 有 速度 剖面 变 成 一 根 曲 线 ( 如 图 9. 4) .在 这 个 意义 上 ,我 们 称 速度 剖面 是 自 相 似 
的 .这 种 相似 解 的 存在 是 因为 可 以 把 边界 层 方 程 化 为 常 微 分 方程 . 一 个 自然 的 想法 
是 .除了 平板 边界 层 以 外 ,其 他 流动 是 否 也 存在 自 相似 解 ?在 什么 样 条 件 下 可 以 存 
在 自 相 似 解 ?下 面 米 研究 这 个 问题 . 

没 存在 某 个 函数 U.(x) 使 得 速度 具有 自 相 似 性 , 即 


LOCXY) ps 四 
UL.(x) 一 f (7),， (9.3.1) 
其 中 
rr V) 三 y » 2 
CA Y) Fy (9. 3. 2) 


7(xX,y) 是 y 和 x 的 某 种 组 合 后 的 无 量 纲 变量 .此 时 U.(x) 和 6(x) 暂时 是 未 确定 
的 函数 .于 是 ,由 连续 性 方程 有 


* 309 。 


流体 力学 

1 7 1 

一 | 8dy=- 工 (XxX), po 
0 0 

因为 当 y = 0 时 了 = 0,f00) 同 壁 面 流 冰 数 的 值 %0) 有关, 所 以 不 妨 设 2(0) = 0， 


则 六 0) = 0, 上 式 化 为 
dd N ” ds 和 : 
= UD + U.N. (9. 3.3) 
将 式 (9.3.1),(9.3.2) 和 上 上 式 代 入 边界 层 方程 (9. 1.17), 对 于 定常 流动 得 到 下 列 
方程 
1” 十 aff” 十 Bl _ f°) 二 (0， (9. 3. 4) 
其 中 
y= CX) (18), (9. 3.5) 
vy dx 
(9. 3. 6) 


_ Hx) dU.(x) 
B= S00 AUD 
y x 


因此 , 要 使 得 式 (9.3.4) 成 为 常 微分 方程 ,a.8 一 定 不 能 依赖 于 x, 这 就 意味 着 
U.(x) 不 能 任意 : 仅 对 某 些 特殊 形式 的 外 流 , 换 名 话说, 仅 对 某 些 特殊 物 面 形状 才 


存在 月 相似 解 . 
由 式 (9. 3.5) 和 (9.3.6) ,有 有 


em 


积分 后 全 
(2a ~ P(x — xu) = 了 。(/.， 
也 
其 中 积分 常数 x, 可 这 样 确定 ,选择 x，= 0. 把 x 坐标 原点 放 在 6(0) = 0 处 (例如 平 


板 边 界 层 ) ,或 者 原点 放 在 U.(0) = 0 的 地 方 (例如 驻 点 附近 流动 ), 则 
(9. 3.7) 


HCx) = Ge. 


代入 式 (9.3. 6) 解 得 
U(X) = cx = ex™, (9. 3. 8) 
6Cx) 中 2a -了 数值 是 无 关 紧 要 的 ,可 今 2a -有 = 1, 广 程 最 后 化 为 
f”+ 六 (Om + D+m(l-/*)= 0., 
f10) = 广 (0) = 0.f'(%m)=1, 1 (9.3.9) 
从 xX 一 yy 二 CC m-1 - | 
0 二 U. 7 3 ( J ) 》 
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该 方程 称 为 费 克 勒 - 史 凯 (Falkner-Skan) 方程 . 
我 们 知道 U。 = cx” 代表 物理 上 的 绕 棉 流动 ( 见 6.2 节 ), 表 9.1 给 出 了 几 种 典 
型 的 相似 解 例 子 .图 9.6 给 出 了 不 同 m 时 的 速度 训 面 .参数 m 可 以 度量 卡 力 梯度 


表 9.1 几 个 典型 的 相似 性 解 


外 流速 


流动 类 型 度 分 布 党 微分 方程 
wp 0 
驻 点 附近 流动 Us = Cx / Ht / 
10) = 广 (0) =10 
(Hiemenz.1911) m= 1 ~ | 
f(-…)=1 


一 -一 -一 0 U. = cx™ 1 ” 
i 一 -~ < 一 tm 
绕 枫 角 流动 一 Us mm < |] 2 
一 


(Falkner & Skan, + 大) = 


1930) 2 | Fo) = 广 (0) = 
SS 0 m < 0 fC )=] 


Ff” 十 fi ] 一 0 
广 (0) = 0 


二 维 收缩 查 
(Pohlhausen.1921) 


图 9.6 外流 为 U. = cx” 时 边界 层 内 的 相似 速度 分 布 
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的 大 小 . 泊 m 二 0 时 ,代表 绕 丫 角 流 动 . 角 点 下 游 滞 x 方 向 加 速 .方程 有 唯一 解 . 六 

-0 时 代表 线 西 角 流动 . 角 点 下 游 是 减速 的 . 即 处 于 逆 压 梯度 作用 下 . 数值 积分 
天明 减 速 时 速度 分 布 有 押 点 .在 -1<m<0 时 数值 积分 还 有 一 个 特殊 困难 ,就 是 
方程 (9. 3. 9 的 解 不 唯一 .有 无 穷 多 解 满 足 边 界 条 件 .为 了 得 到 物理 | 上 有 意义 的 解 ， 
需 作 另外 的 假定 .例如 选择 六 以 最 快速 度 趋 于 1 及 m < 0 的 解 应 与 m 全 0 的 解 光 
oe 费 克 勒 人 1 没有 回流 
发 牛 的 最 大 减速 流动 ,相应 于 mm = 一 0.0904 情形 .此 时 在 名 上 速度 法 向 梯度 消失 、 
尽 麻 认 扩 在 所 有 x 处 为 零 . 冯 丰 一 种 失信 形 -外 刁 流 体 和 施加 给 共和 附近 流体 前 
的 摩擦 力 正 好 与 逆 压 梯度 相 平 衡 . 阴 上 产生 逆 1 | 

表 9. 1 中 最 后 一 倒是 二 维 收 缩 槽 的 流动 ,这 是 边界 层 方程 能 得 到 封闭 形式 解 
析 解 的 一 个 罕见 的 例子 . 


9. 3.2 非 相似 性 流动 


能 找到 相似 解 的 流动 毕 尝 是 极 少数 . 绝 大 多 数 流 动 不 存 在 自 相 似 解 . 处理 非 相 
似 流动 ,常用 两 种 方法 ，- 种 是 级 数 方法 .这 在 边界 层 埋 论 发 展 的 早期 .起 过 重要 作 
用 ,现在 已 不 多 用 .这 里 仅 介 绍 共 主要 思 想 . 田 一 促 是 直接 进行 数值 解 .如 半分 法 、 
这 是 日 前 流行 的 方法 . 
(1) 和 党 级 数 法 
妆 外 流 关于 驻 点 对 称 时 ,把 外 流速 度 展 开 成 x 的 奇 短 级 数 
Ux) = LT+L + Usx” 十， (9, 3. 10) 
其 中 UL.Us… 与 物体 外 形 有 关 . 流 阻 数 写成 


J Uixfi (C7) + 4Usx fa (1) + 6Usx fs(7) + 1.). (9.3.11) 
1 


长 中 7 = se i 书 一 仪 是 7 的 梁 数 .将 殉 代 入 边界 层 方程 (9. 1.17). 令 XX 问 


次 过 相等 .得 到 访 . 广 .… 的 常 微分 方程 ,然后 逐次 求解 . 
(2) 用 相似 变量 处 理 非 让 似 流动 
引入 变换 


x 


6 = Udxr, 97= OU VoE., y= VovEf( 7、 


代入 边界 层 方程 (9. 1. 17) 得 介 


。 312 。 


oa 第 9 章 层 流 语 界 层 理 论 

1 +f +hdl- f= 2¢ (Sf - A 。 广 )， | 

8 2 dU. | 

U. d5 

f 8.0) = 广 ( 和 0) = 0,.f (£.%)=1. | 

其 中 ”表示 对 7 的 微 商 . 当 了 5 及 BGS) 与 无 关 时 .上 式 赔 化 为 费 克 勒 - 风 凯 
方程 (9. 3.9). 这 是 日 前 计算 二 维 边 界 层 较 通用 的 方程 形式 .可 用 差分 法 直接 求解 . 


(9. 3. 12) 


9.4 边界 层 方程 的 近似 解法 


9.4.1 动量 积分 方程 


边界 层 方程 的 解 食 旧 是 很 麻烦 的 .在 工程 上 往往 不 一 定 要 知道 边界 层 内 流动 
的 细节 . 感 兴趣 的 主要 是 物 面 黏 性 力 `. 边界 层 厚 度 . 以 及 靡 擦 阻力 等 . 为 此 .卡门 
(Karman) 首先 提出 了 一 种 工程 上 实用 的 近似 方法 - -动量 积分 方程 方法 .定常 
边界 居 方 程 在 数学 上 是 属于 抛物 型 方程 ,不 像 定 常 N-S 方程 是 梢 圆 型 的 .这 使 得 动 
明 积 分 方程 有 可 能 从 十 游 一 站 一 站 往 下 游 计算 .这 是 它 方 使 之 处 . 


对 式 (9.1.17) 两 边 求 y 的 积分 .假定 流动 是 定常 的 ,得 
Ou | dU Au Ou 
= = ， ， ) . 9. 4. 
"(3 ) | ( U. dx Ws! By jdy (9. 4.1) 
右 于 边 被 积 函 数 第 一 .第 二 项 可 改写 成 
f dU a(U.— 10 av.| | a(U.— 0) 

、 ;二 一 一 、 一 ;十 1 , 
| | (U.— u) dd u 3 qd) dx | (U.— wdy | u 法 dy 
又 由 于 U。 = UNO, 他 = - 型 ,第 :项 积分 可 改写 为 

Ov OX 
| ! dy = | NU. — uuidy jc EL ) $d 


: Du 
jv. u) Bx dy 


0 


有 
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jf Ti -Eva jE 2 /1 Mage | A/ 4 ， 
将 上 两 趟 代 入 式 (9.4.1) .并 兰 虑 色 人 In )ay.0 | (1 Fa. 
一 维 动 苦 积 分 方程 写 为 
TO EN dU. dd 2 ‘ 
0 Ue + CUED. (9. 4. 2) 
或 者 
7Z0 db ， 0 dU. ; 
和 (9. 4. 3) 


式 中 万 = 6 70 称 为 形状 因子 .因为 它 足 表 不 边界 后 :办 速 度 分 布 形 状 的 参数 .所 值 
证 小 速度 误 面 越 呈 凸 形 ,H 值 变 大 .速度 剖面 空 得 近 于 四 状 .用 上 式 计算 ,必须 事 
完 假 没 -个 速度 分 布 函数 wy/U. ,因此 .这 种 方法 的 精度 就 取决 于 速度 分 布 假设 得 


1 < 人、 
居 合 从 还 


适 . 
若 假 访 速 度 分 布 是 相似 性 的 、 
六 = f(7), 7 = y/O(x), 
则 可 算出 
G ~|(1- UV )dy = al10， 
0) 
0 一 | 六 (1 一 天 jd = ou 
人 U. 由 
QU 加 vyU. 
tu/p = = "($y ) 二 B, 人 
及 


1、 
Kh a = | = pdr.o = Jf pan, B = (0) 痢 是 此 常数 .代入 式 (9. 4.3) 


后 成 为 一 个 关于 0( 或 86° ,或 6) 的 常 微分 方程 


3 + p(x)0: = q(x), (9. 4.4) 


其 解 为 


的 


VOB = ww (ge dx). (9.4.5) 
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1 dU. 
U. dx ” 


以 平板 边界 层 解 为 例 , 此 时 U0。= const.p(xX) = 0, 代 入 式 (9.4.5) 得 解 为 
0 = erm (9. 4.6) 


其 中 w .有 由 速度 分 布 函数 确定 . 表 9. 2 中 列 出 了 对 于 不 同 速度 分 布 的 结果 .并 与 
布 拉 修 斯 精确 解 进行 了 比较 . 可 以 发 现 ,即使 对 最 简单 的 线性 分 布 , 也 能 得 到 定性 


p(x) = 2(2+ a) g(x) = 2asBuv/ U.. 
QR 


合理 的 结果 .如 用 高 次 曲线 分 布 .素性 阻力 可 做 到 足够 精确 .误差 小 于 3%. 
表 9.2 不 同 速度 分 布 的 平板 边界 层 的 近似 结果 
太太 5A\/ 必 5 VE oN 5 Ve H= 670 
7 3. 16 1.73 0.577 0. 289 3.00 
27 一 了 5. 18 83 0. 365 
好 7 一 二 7 4. 64 1.74 0. 646 0. 323 2. 69 
27 一 2 六 十 下 5. 84 75 0. 685 0. 313 2. 55 
sin( 到 了) 4.79 1.74 0. 655 0. 328 2. 66 
精确 解 4.9 .72 0. 664 0. 332 2.59 
一 


9.4.2 卡门 - 波 尔 豪 森 (Karman-Pohlhausen) 方 法 


对 于 曲 而 边界 层 . 外 流 中 存在 切 向 压力 梯度 . 速度 分 布 一 般 说 来 不 是 相似 的 ， 
卡门 - 波 尔 豪 森 最 先 提 出 了 一 种 有 压力 梯度 时 的 近似 解法 .后 来 又 有 许多 人 作 过 知 
干 改进 .这 里 简要 地 介绍 一 下 该 方法 的 主要 思想 . 

边界 层 内 的 速度 分 布 采用 四 次 式 


a tbOOFF OIF t dAMP te DP, 7 y/00. 


已 


(9. 4.7) 
其 中 a,b,c,d 和 e 由 五 个 边界 条 件 确定 
YY 一 0:.u 二 0 二 ; 人 一 U. | 
2 a: (9. 4.8) 
= = OU 一 UU 
YOM Uay Vay | 
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进一步 引进 参数 A = 访 5 上 面 的 速度 分 布 可 改写 成 
一 ri on 十 pn A 

U. (27— 27 7 ) 十 € 
动量 积分 方程 (9. 4. 2) 变 成 


dz 8&(A4A) / ， 
= + UECA)z | 


7(1 — 1) (9. 4.9) 


- (9. 4. 10) 
-和 
其 中 gCA) 和 h(A) 不 直接 依赖 于 x ,可 一 劳 永 逸事 先 计算 出 来 .将 4 = z 9 代 


入 式 (9.4.10) 即 可 解 出 SCx) ,从 而 求 得 wu (x,y).A(x) 是 影响 速度 分 布 的 形状 参 
数 ,代表 外 流 压 力 梯度 对 边界 层 的 影响 .4 0, 顺 压 梯 度 ,流动 加 速 ;4A 一 0. 着 压 
梯度 ,流动 减速 (图 9.7). 


1 .2 
0d e300 
四 殊 大志 还 硬 国 
og S22 22 


J 


图 9.7 由 式 (9.4.10) 解 出 的 不 同 A 参数 下 
的 速度 分 布 


在 计算 中 有 物理 意义 的 流动 限于 在 -12 过 A 达 12 之 间 , 当 A > 12 时 ,边界 


层 内 出 现 w/U. 1, 在 定常 流 中 这 是 不 可 能 的 .在 A = 一 12 时 , (于) = 0.4 一 


-12 以 后 发 生 边 界 层 分离 ,事实 上 , 当 接 近 边 界 导 分 离 时 .边界 层 迅 速 增 靡 ,边界 居 
方程 不 再 正确 .所 以 . 波 尔 院 森 方 法 在 道 压 梯度 (减速 ) 区 ,特别 是 在 分 离 点 附近 是 
算 不 准 的 . 当 计算 中 出 现 A = - 12, 计 算 必 须 停止. 
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9.5” 高 阶 边界 层 理论 
一 一 匹配 渐 近 展开 简介 


在 前 面 讲解 中 我 们 曾 不 止 一 次 的 强调 过 无 黏 流 动 与 边界 层 理论 都 是 完全 的 
N-S 方程 在 大 Re 数 下 的 近似 :它们 是 有 机 联系 着 的 两 个 方面 .为 了 进一步 益 明 这 
个 观点 .本 节 将 利用 匹配 渐 近 展开 这 一 数学 E 有 力 工 具 , 在 一 个 统一 的 框架 内 研究 
这 遇 种 近似 ,使 它们 建立 在 更 严格 的 理论 基础 上 . 

我 们 的 任务 是 求解 完全 的 N-S 方程 .为 了 简单 起 见 , 我 们 限于 研究 定常 .无 分 
离 流 动 问题 .在 大 Re 数 下 ,匹配 渐 近 展开 的 总 的 思想 是 把 流 场 分 解 成 内 解 和 外 解 
和 

一 步 , 先 求 以 物 面 外 形 为 内 边界 的 无 黏 流 动 的 外 解 . 

二 步 , 因 为 无 黏 流动 的 外 解 无 法 满足 壁面 无 滑 移 条 件 . 因 此 要 用 内 解 来 表述 
i 

三 步 .边界 层 内 的 流动 产后 位移 厚 度 ,使 流 线 向 外 球 移 .因此 , 需 进 一 步 计 算 
位 移 厚度 用 用。 对 一 阶 外 解 作 出 修正 . 

第 四 步 , 修 二 了 的 外 解 又 改变 了 边界 层 内 的 流动 ,需要 再 次 修正 边界 层 内 解 . 

因此 .匹配 渐 近 展开 是 个 从 外 向 内 又 从 内 向 外 的 逐步 逼近 过 程 .如 此 往复 下 去 
多 步 通 近 N-S 方程 的 精确 解 . 

F 面 ,以 二 维 半 无 穷 长 零 攻 角 平板 流动 为 例 . 具 体 地 讲述 这 一 方法 . 

用 流 吗 数 表 示 的 完全 的 (有 量 纲 的 )N-S 方程 可 写成 


ap” 9 op” 9 2 2 /Op 
(Sa 3 Br VCV (9. 5.1) 
及 
sp op” ,OV 
Viy w, uu 3 v 3 
边界 条 件 为 
， OV’ (x' 
J 0) = 0.90 4 0) 0( 物 面 上 ). 
ay 物 | (9. 5. 2) 
p(x ,yy ) = Uy “(二 场 ). | 


由 前 面 我 们 对 边界 层 性 质 的 了 解 ,根据 内 外 场 的 莱 级 估计 ,可 引入 下 述 无 量 纲 其 : 
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外 解 
X=x /LL, y=vy /LL. y= y*/UL; (9. 5. 3) 
内 解 
X=x /LL,. Y= Re?y /LL, Ve= Rey /CUL) ( 见 式 (9. 1.12)). 


4 
这 样 做 实际 上 是 把 边界 层 横 向 尺度 放大 ,而 同时 保持 流向 尺寸 不 变 . 于 是 ,可 得 到 
内 外 区 的 无 最 纲 方 程 分 别 为 : 


外 解 
(a vy (9. 5.5) 
内 解 
(LY) Ly.2 Ov, , ay 
aY aX% axar 八 Re 到 :+ a Fe a7 ' Re axD 严 ”37 
(9. 5.6) 
以 Re “为 小 参数 ,把 内 外 解 渐 近 展开 成 如 下 形式 : 
外 解 
$= + Re Vg, + ee; (9.5.7) 
内 解 
更 = V+ Re y+. (9. 5. 8) 


依据 上 述 求解 步 又 ,我 们 先 求 一 阶 外 解 . 
(1) 一 阶 外 解 ”将 式 (9.5.7) 代入 式 (9. 5.5), 和 忽略 掉 Re 1% 以 上 的 项 ,得 到 


(2 9 OW 9 
O'’ Ox Ox AyY 


对于 无 攻 和 角 平 板 的 无 符 绕 流 , 全 流 场 显然 仍 为 均匀 来 流 , 故 
双 几 = 0， (9. 5. 10) 


) 有 图 = 0， (9.5.9) 


其 解 为 
W(x,y) = y. (9.5. 11) 
(2) 一 阶 内 解 ”控制 方程 为 


GZ 6ZI 9 \oV . dW 。 
(Sy oxX OX 党) az 377 (9. 5. 12) 
对 Y 积分 后 
oi OV oow ow 
(5y axXoY dX aY: )= ay™ + FOX). (9. 5. 13) 


边界 条 件 为 
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DY (XU) 
DY 


内 解 的 外 边界 条 件 , 和 要 从 与 外 解 匹 配 求 得 .这 里 不 拟 详 述 其 体 的 匹配 过 程 .但 我 们 
从 物理 意义 上 可 以 理解 到 ,外 解 在 物 面 的 速度 应 作为 内 解 的 外 流速 度 , 因 此 


azCX: ao) OPC) 1. (9. 5. 15) 
7 By 


代入 式 (9.5.13) 后 得 到 FCX) = 0. 它 正 是 我 们 以 前 得 到 过 的 边界 层 方程 
(9.2.2). 引 入 W(XX,Y) =VXf(7D).7 = Y/YVX, 式 (9.5.13) 化 为 布 拉 修 斯 方程 
(9. 2.5). 因 此 ,9.2 节 中 有 关 布 拉 修 斯 解 的 结果 可 以 拿 来 应 用 . 
为 便于 内 外 解 匹 配 , 有 必要 研究 A) 在 7= 0 和 7= % 时 的 浙 近 性 质 .为 此 ， 
可 将 17) 在 7= 0 附近 展开 成 级 数 
/nD= > my, (9. 5. 16) 
由 7 = 0 的 边界 条 件 得 到 4，= A = 0, 将 上 式 代 入 式 (9. 2.5), 得 
2A; + 2A17+ (4 十 245) 


对 于 任意 7 等 式 成 立 , 所 以 必 有 
A; = 0, 4 = 0,45 = 一 437]2 A = 0,As = 0. 
一 (3 下 一 上 )! ns AAA 一 , 
和 2 学 T3071) 3n i 72 
即 除去 A344z 以 外 ,其 余 系 数 全 为 零 .上面 的 递 推 公式 只 与 4A, 有 关 . 若 重新 令 w = 
A = 广 (0) , 递 推 公式 可 改写 成 


Vi(X.0) = 0， = 0 ( 物 亩 )， (9. 5. 14) 


va 2A) 下 + = 
21 + 4AsAs + 240 + 0. 


nl n+l 


sn 1 [#4 Ci 全 二 
10D = 2 (3) 有 人 (9.5.17) 


n= 


n-1 
让 二 No 。 
其 中 Co 1 ,ca 1,c» 了 1 Cn 一 Dy checn ci. 


至 此 ,求解 (7) 的 问题 归结 为 确定 常数 a. 现在 剩 下 唯一 未 用 的 边界 条 件 是 
f1(%m) = 1. 但 是 ,我 们 不 能 直接 用 它 确定 a, 因为 级 数 展开 式 (9.5.17) 只 在 7 = 0 
附近 有 限 的 半径 内 收敛 .为 了 克服 这 一 困难 ,可 根据 式 (9. 2.5) 在 无 穷 远 特性 求 出 
f() 在 7Y 污 1 时 的 渐 近 表达 式 .然后 再 设法 将 两 端的 解 在 中 间接 ”起 来 . 

考虑 到 (%) 一 1, 当 7 法]1 时 ,f(7) 应 有 形式 

1 (7) = 7- P+ 9(N), (9. 5. 18) 
其 中 8 是 个 常数 ,2(7) 是 个 修正 函数 ,8(7) 之 (四), 代入 式 (9.2.5) 得 到 


wm 


2¢”+(7- P+ 9)9” = 0. 
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和 与 了 -及 相 比 是 小 量 , 可 以 略 具 .上 式 简化 为 
209”+(7- Ppp” = 0， 
pce)=p oo)= poco) = 0. 
纵 解 可 以 找到 .于 是 ,在 7 全 1 时 ,f/(7) 的 渐 近 解 为 


了 


(9. 5. 19) 


1D = 7 Bry|expl -FY -BY ldydy = 7- B+ EST. 


ec 2 


(9. 5. 20) 
其 中 EST 表示 指数 小 项 ,y 是 积分 常数 . 选择 一 个 适当 的 四 ;使 式 (9.5.17) 与 
(9. 5. 20) 在 此 处 了 (7). 了) 和 (7) 分 别 相等 ,可 定 出 ga.B,Y 二 个 常数 .日 前 
公认 的 数值 是 
a = 0.33206. B = 1.721. (9. 5. 21) 
二 述 解 法 就 是 布 拉 修 斯 方程 的 级 数 解 ， 
(3) 二 阶 外 解 ” 将 = y+ Re Wx.y) +… 代入 式 (9.5.5). 得 二 阶 外 解 
的 控制 方程 为 


oo 2 一 
= 0, 


即 有 
Vp, =— wy) = wp). 
轩 上 上 上游 是 无 旋 流 .wz(V1) = 0. 所 以 ,控制 方程 变 成 
V:w = 0， (9, 5. 22) 

边界 条 件 为 

Px) =0 (yi,X—>- oo). (9. 5. 23) 
确定 二 阶 外 解 在 壁面 的 边界 条 件 比 较 困 难 , 需 要 仔细 傅 究 . 我 们 知道 ,由 于 边界 层 
产生 - -个 位 移 厚 度 , 把 流 线 外 移 , 这 时 的 外 流 好 像 是 在 绕 一 个 增 厚 了 的 物体 的 流 
动 .具体 地 说 ,由 一 阶 内 解 得 

R 


w= /WD = /DS ) 


~ 


所 


-8B+EST)， 当 Re > = 


可 以 发 现 ,= BY 艺 : 即 y= BA 时 ,一 由 而 有 2 正 是 边界 层 位 


颖 . 即 是 说 , 当 y” 等 于 位 移 厚度 时 是 条 零 流 线 , 所 以 二 阶 外 解 的 内 边界 条 件 为 
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tc) 
(wy) A 


泊 Re -> % 时 ,将 Vs 泰勒 展开 并 取 一 阶 近似 ,最 后 得 到 壁面 上 边界 条 件 为 
Ws (x, BA (9. 5. 24) 
市 复 变 消 数 理论 知 . 方 程 (9. 5. 22) 连同 边界 条 件 式 (9. 5. 23) 和 (9. 5. 24) 的 解 为 
dslxsy) =— BF{ CX+iy) | (9. 5. 25) 
其 中 :0(*) 表示 实 部 .所 以 近似 到 二 阶 的 外 流 解 为 
y= yy- Re “Bal + iy) ’). (9. 5. 26) 


这 是 均匀 来 流 绕 流 一 个 抛物 柱 而 的 势 流 解 . 

(4) 二 阶 内 解 。 它 应 该 是 以 修正 的 二 阶 外 解 为 外 流 条 件 的 修正 的 边界 层 解 . 
由 于 过 于 复杂 ,我们 不 准备 叙述 下 去 了 了 . 

综 上 所 述 , 大 Re 数 下 半 无 长 平板 绕 流 的 一 阶 外 解 是 均匀 流 ,一 阶 内 解 是 平板 
边界 层 的 布 拉 修 斯 解 . 边界 层 把 零 流 线 推 成 抛物 柱 面 ,所 以 ,二 阶 外 解 为 绕 抛 物 柱 
面 的 无 旋 解 .如 此 往复 下 去 .得 到 更 高 阶 的 解 .由 此 我 们 可 以 知道 ,第 8 章 中 的 无 符 
无 旋 解 可 看 成 是 N- S S 方 程 大 Re 数 下 的 一 阶 外 解 ,普通 边界 层 的 解 可 看 成 是 N-S 方 
程 大 Re 数 下 的 一 阶 内 解 . 

应 该 指出 ,边界 层 内 各 物理 量 的 量 级 估计 在 前 缘 附 近 是 不 对 的 ,在 前 缘 点 附近 
大 小 为 | x1/L = OCRe ') 的 范围 内 ,得 用 N-S 方程 的 解 . 全 有 小 谍 数 的 
斯 托 克 斯 展开 研究 过 前 缘 门 题 ， 在 平板 后 缘 附 近 也 要 重新 进行 量 级 估计 . 目前 流行 
的 是 所 谓 “ 三 层 结构 理论 ”. 在 后 缘 附近 区 域内 流 场 存在 三 层 结 构 ( 图 9. 8) : 


Goldstein 外 尾 这 


Goldstein 内 尾 迹 


Re'” Re 
图 9.8 平板 后 缘 流 场 的 “三 层 结构 ”示意 图 

(1) 底层 |x-xl/ 人 一 OCRe ) ,边界 层 ; 

(2) 主 层 |x-x |/ 一 OCRe-) ,有 旋 无 黏 流 ; 
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(3) 上 层 | x 一 x, | /L 一 O(CRe :3) ,无 旋 流 . 

三 层 之 问 的 匹配 是 非常 麻烦 的 ,这 里 不 子 讨 论 . 计 及 后 缘 影 响 的 高 阶 修正 ,得 
到 有 限 长 平板 的 阻力 系数 为 
_ 1.3282 ，2.661 

VRe Re™ 
二 层 理 论 出 用 于 分 析 分 离 点 附近 的 流动 结构 . 


(9. 5. 27) 


Cp 


9.6 “二 维 定常 边界 层 分 离 


日 常生 活 经 验 告诉 我 们 , 当 流 体 流 过 一 个 钝 体 ( 如 桥墩 ) 障碍 物 时 .流体 一 般 能 
沿 迎 着 来 流 的 那 部 分 物 而 光滑 地 流 过 ,但 在 钝 体 后 部 的 流 场 就 变 得 相当 复杂 ,有 时 
会 存在 一 个 回流 区 ,有 时 是 一 片 混乱 的 尾 迹 , 随 着 Re 数 高 低 有 所 不 同 .这 种 现象 称 
为 流动 分 离 .分 离 流 是 一 种 常见 的 流动 现象 ,实用 上 极其 重要 ,理论 上 则 是 当今 流 
体力 学 中 最 富 挑 战 性 的 问题 之 一 . 

这 里 关心 的 问题 是 ,什么 诛 因 引 起 流动 分 离 ? 怎 样 判 断 分 离 的 发 生 以 及 分 离 流 
动 的 特性 等 . 
9.6.1 普 朗 特定 常 流动 分 离 准 则 

分 离 总 是 大 Re 数 下 的 流动 特性 .所 以 ,这 里 讨论 的 是 边界 层 内 的 分 离 现 象 . 如 
前 所 述 ,边界 屋内 的 流动 ,其 动力 过 程 由 惯性 力 、 压 力 梯 度 和 莫 性 力 之 间 的 相互 平 
衡 所 决定 .其 中 黏 性 力 总 是 对 流动 起 阻 滞 作 用 ,使 流动 减速 .边界 层 内 压力 梯度 的 
方向 则 决定 于 外 流 的 情况 : 当 顺 压 梯度 时 { 吧 过 0) , 它 可 使 边界 层 内 流动 加 速 , 增 
加 边界 层 内 流体 质点 的 动能 ,从 而 保证 层 内 流体 质点 有 足够 动能 克服 理性 摩擦 ,能 
顺利 地 流向 下 游 .反之 , 当 在 逆 压 梯度 (PP > 0 ) 作 用 下 ,此 时 屋内 流体 质点 受到 
“ 逆 卜 ”和 “条 性 ”两 方面 的 阻 滞 , 使 动能 迅速 损失 ,就 会 在 某 处 耗 尽 所 有 动能 而 灌 
止 下 来 .又 由 于 愈 靠 近 物 面 ,流速 愈 小 ,所 以 这 种 情形 总 是 在 物 面 附近 首先 发 生 . 一 
旦 这 种 情形 发 生 , 根 据 连续 性 要 求 , 下 游 流 体 便 在 “ 道 压 ”梯度 作用 下 发 生 倒流 .两 
股 流体 相 汇 的 结果 是 回流 流体 把 从 上 游 来 的 流体 " 挤 ” 出 物 面 ,使 边界 层 内 流体 进 
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入 流体 深 处 . 这 种 现象 称 为 边界 层 分 网 . 
图 9. 9 是 边界 层 分 离 区 附近 的 示意 图 . 我们 可 以 把 紧 贴 物 面 的 那 屋 流体 中 顺 


图 9.9 边界 层 分 离 示 意图 
流 和 倒流 的 分 界 点 规定 为 分 离 点 ,在 分 离 点 上 游 ,w(x.y) 0,( 引 】 二 0: 在 分 离 
{ 


Oy 
点 下 游 ,壁面 附近 w(x.y) 一 0,( 号 ) 二 0, 所 以 分 离 点 处 应 有 
(FE),=0. (9.6.1) 
这 就 是 普 朗 特 的 二 维 定常 边界 层 分 离 判 据 . 因为 r，= /{ 总 ) ,同时 ,在 分 离 点 上 
游 ,壁面 切 应 力 ri 0, 在 分 离 点 下 游 .co 一 0, 所 以 在 分 离 点 上 应 同时 有 
roCx:'0) =0 及 Se oo 二 0. (9. 6. 2) 


边界 层 定常 分 离 点 一 定 发 生 在 逆 压 梯度 区 , 这 是 因为 在 静止 物 面 上 定常 边界 
层 方程 简化 为 


A (SE) = dp pv. dV: (9. 6.3) 


dx dx 


i dp _ OU A wl OU 、， 
在 顺 压 梯度 区 ,地 三 0, 因而 (全 江 ) 一 0. 但 在 整个 边界 层 横向 剖面 上 号 > 0. 在 
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二 0. 速度 训 面 是 册 


边界 层 外 缘 附 近 , 全 一 0. 于 是 ,在 整个 顺 庄 


的 .没有 要 点 .但 十 -在 道 正 梯度 区 ,2 = 0. 从 而 (人 we > 0 人 在 接近 边界 层 引 细 


OE 个 提 
OV i OV 


2 到 上 Gu 二 了 在外 缘 Ou 蔗 7 4 仆 攻 
点 . A ), 所 以 在 分 离 点 处 的 
速度 谢 面 [上 必 有 一 点 3 4 = = 0. 即 必 有 一 个 拐点 .由 此 表明 ,分 离 点 一 定 发 生 在 逆 


让 梯度 区 ( 见 图 9. 10). 


吴 玫 |X 


Bu/oy ou/ov: 


逆 压 区 
(分 离 前 ) 


du/oy Bu/oy: 


逆 讨 [x 
(分 离 点 忌 ) 


Qu/oy iu/ 


逆 夺 区 
(分 离 后 ) 


du/oy DB 
9. 10 “分 离 点 前 后 速度 剖面 特性 分 析 
在 图 9.9 由 ec 表示 分 离 点 .ecE 表示 分 离 流 线 . 在 cE 线 两 侧 . 两 股 来 自 不 同方 向 
的 流体 相遇 ,一 般 说 米 上 侧 流 体 的 速度 是 不 相等 的 .在 .cE 线 附近 存在 普 大 的 切 向 
速度 梯度 ,以 避 。 放 应 入 自由 前 切 层 . 它 是 一 个 满 量 集 中 的 区 域 ， 上 游 这 界 层 六 的 
涡 大 沿 该 前 转 层 脱 泻 到 下 游 . 自由 剪 切 层 是 不 稳定 的 ,任何 小 扰动 会 使 它 畸 变 , 卷 
。 324 。 


0) 第 9 剖 ， 层 湾 让 界 层 理论 


成 许多 旋 满 ， 9 由 剪 切 层 的 演化 和 尾 迹 流 场 的 结构 是 很 复杂 的 . 

分 离 常 常 给 工程 上 带 来 很 大 危 沁 .例如 造成 机 站 表面 失速 . 阳 力 剧 增 .又 如 是 
轮机 械 或 扩 压 器 百 发 生 分 离 ,不仅 带 来 大 的 机 械 能 损失 ,更 严重 的 会 引起 剧烈 的 螨 
所 和 旋转 大 速 , 其 至 造成 结构 破坏 . 因此. 分离 流 的 研 究 和 控制 在 理论 和 实用 上 [都 
很 有 价值. 

还 应 指出 ,分 离 偿 可 分 为 大 尺度 的 整体 分 离 和 小 
的 局 部 分 两 在 大 尺度 分 离 发 生 后 .流动 的 特性 

全 不 同 于 边界 层 流动 .但 像 分 离 泡 奢 样 的 小 尺度 
入 训 ( 罗 911) 在 分 凡 泡 内 有 回流 发 生 , 介 分 离 泡 
外 边界 层 们 在 在 .这 实际 上 是 构 在 边界 屋内 的 一 各 局 
部 分 离 . 加 

另外 ,以 上 的 分 离 准则 是 对 光滑 物 而 上 的 分 离 图 9 1 分 高 泡 
言 的 .如 果 物 面 上 有 凸 折 角 .在 折 角 处 几乎 立 知人 生 分 岗 . 这 种 情形 分 离 点 位 置 足 
思 定 的 ,所 以 分 离 又 可 分 为 光滑 分 离 和 强迫 分 离 ( 网 9. 12). 


(a) (b) 
图 9. 12 光滑 分 离 和 强 妃 分 离 


9. 6.2 ”分离 点 的 预 估 


可 以 用 边界 层 方程 也 可 以 用 N-S 方程 来 预测 分 离 , 后 者 不 是 这 里 讨论 的 重点 . 
就 前 普 而 言 . 用 边 内 层 方程 的 法 :有 限 差 分 数值 解 : 微 分 
方程 的 级 数 解 :动量 积分 方程 的 卡门 - 波 尔 芝 森 近似 解 及 其 他 改进 方法 :以 及 各 种 
平 经 验方 法 . _ 

立柱 绕 流 及 线性 减速 流动 是 用 边界 层 方程 研究 分 离 位 置 的 两 个 著名 例子 . 事 
实 上 :这 上 随 个 例子 已 被 用 来 作为 检验 和 比较 各 种 计算 方法 优 劣 的 典型 算 便 . 

关于 圆柱 及 线性 减速 流动 的 主要 结果 列 在 表 9. 3. 
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表 9.3 圆柱 及 线性 减速 流动 分 离 点 的 各 种 计算 结果 


外 流 结 果 方 法 
六 村 ( 势 流 ) 104.5 数值 解 
. 2 1 108.5” 级 数 解 (截断 至 x'! 项 ) 
vy -2 已 < 人 1 x st ; 级 数 解 截断 至 x 
a 31a 5la 109.5 波 尔 褒 和 森 法 
80- 数值 解 
贺 住 (实验 压力 分 布 ) 83” 级 数 解 ( 蕉 断 至 19 项 ) 
81.5 波 尔 尝 森 法 
x” = 0.1199 精确 解 
线性 或 于 流 
性 减速 流 0. 120 级 数 解 
U=U (1- x/L) es 
0. 1545 波 尔 豪 森 法 


实验 结果 表明 ,圆柱 的 层 流 分 离 发 生 在 9, 过 80.5 处 (从 前 驻 点 量 起 ). 从 表 中 
可 网 .用 势 流 和 实验 压力 分 布 作为 外 流 差别 很 大 ,这 是 由 于 分 离 后 宽 阐 的 尾 迹 把 外 
流向 外 排挤 ,改变 了 外 部 势 流 的 速度 分 布 .所 以 ,用 无 分 离 的 势 流 解 作为 外 流 条 件 ， 
算出 的 结果 误差 很 大 . 

当 以 边界 层 方程 为 出 发 点 计算 时 ,我们 知道 它 是 一 个 抛物 型 方程 ,虽然 它 允 许 
从 下 游 往 下 游 推进 计算 .但 计算 表明 . 当 外 流 是 顺 压 梯 度 区 时 ,各 种 方法 没有 什么 
困难 ,精度 也 好 .进入 逆 压 梯度 区 后 .特别 在 分 离 点 附近 ,计算 精度 与 收敛 性 迅速 变 


坏 .例如 级 数 解 .即使 在 x" 项 上 截断 ,在 分 离 点 处 精度 仍 嫌 不 够 .更 糟糕 的 是 在 增 
加 截断 项 的 x 等 以 后 ,不 但 增加 了 方程 的 个 数 ,而 且 必 须 先 提高 低 宕 次 项 的 计算 精 
法 确定 的 壁面 速度 梯度 { SE】 总 大 于 真实 值 : 越 靠 近 分 离 点 , 光 后 越 严重 ,预测 的 
分 离 点 比 实际 发 生 的 晚 .对 一 个 a/b = 2. 9671 的 椭圆 柱 ,实验 测 得 分 离 点 为 x/P 
能 用 单 参数 因子 A 所 能 表示 的 , 于 是 出 现 了 双 参 数 法 和 其 他 方法 等 . 这 里 不 再 


评 才 能 使 得 高 窜 次 项 有 足够 精度 . 用 波 尔 豪 森 方法 计算 时 ,在 道 压 梯度 区 ,由 该 方 
OY 
= 1.99 处 ,但 用 该 法 竟 算 不 出 分 离 点 ! 因 此 有 人 认为 在 分 离 点 附近 速度 分 布 不 是 


-由 分 离 点 被 计算 求 出 ,计算 必须 中 止 ,分 离 以 后 边界 层 方程 不 再 适用 .所 以 ， 
用 边界 层 方程 只 能 求 出 分 离 点 ,而 不 能 得 到 分 离 后 流 场 的 情形 ,要 计算 出 分 离 后 的 
流 场 .必须 借助 于 N-S 方程 . 
在 分 离 点 附近 计算 的 朵 难 , 究 其 原因 是 边界 层 方程 的 解 在 分 离 点 处 的 奇 性 造 
成 的 ,数学 人 研究 表明 ,边界 层 理 论 给 出 分 离 点 附近 摩擦 力 变 化 规律 为 
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/ouy -. yi 
ry = Es ) = Cx; — xX) Xx,, (9. 6. 4) 
因而 
Or 一 一 一 一 1 — G0 一 和 © [eg 
ax | (x,— x) 2 及 ax| co. (9. 6.5) 


这 种 奇 性 称 为 区 德 斯 坦 (Goldstein) 奇 性 . 但 是 需要 指出 ， 这 种 奇 性 是 由 边界 层 方 
程 的 性 质 引起 的 . 如 果 用 完全 的 N-S 方程 研究 分 离 点 附近 流动 ,就 不 存在 戈 德 斯 坦 
奇 性 . 


9.6.3 圆柱 分 离 和 阻力 


圆柱 分 离 流 动 图 像 随 Re 数 的 变化 是 分 离 流 研 究 中 最 典型 的 例子 ,至 今 还 有 许 
多 机 理 并 未 被 人 们 认识 清楚 . 

图 9.13 和 9.14 是 不 同 Re 数 时 圆柱 流动 图 像 和 阻力 变化 曲线 . 随 着 Re 数 从 
Re 之 1 到 Re 1, 流 动 图像 明 显 地 可 以 分 成 几 个 阶段 ; 

(1) 斯 托 克 斯 型 流动 , Re < 1. 流 动 上 .下 游 前 后 对 称 , 严 性 影响 在 圆柱 四 周 广 
阔 范 围 内 存在 . 当 Re 数 稍 有 增加 ,上 .下游 流动 渐渐 显 出 不 对 称 性 来 .但 仍 保持 为 
无 分 离 的 绕 流 .这 种 流 态 大 约 一 直 维 持 到 Re 一 4( 图 9. 13(a)). 

(2) 4< Re 一 40. 在 圆柱 体 后 部 ,分 离 出 两 个 对 称 的 * 驻 涡 ”, 稳 定 地 附着 在 圆 
柱 的 后 部 . 涡 的 大 小 随 Re 数 基本 是 线性 地 增 大 (图 9. 13(b)). 

(3) 卡门 涡 街 阶段 . Re > 40, 尾 迹 内 流动 变 成 不 定常 的 , 尾 迹 中 振荡 的 振幅 加 
大 ,最 终 卷 起 成 许多 集中 涡 . 它们 在 流 场 中 形成 两 排 反 向 旋转 ,交错 排列 有 序 的 涡 
列 ,这 就 是 著名 的 卡门 涡 街 .在 这 个 流 态 阶 段 又 可 细 分 成 几 个 阶段 :在 40 一 Re 一 
60 一 130 时 ,在 圆柱 后 部 仍 附着 一 对 对 称 的 涡 , 在 此 下 游 是 卡门 涡 街 (图 9. 13(a)). 
在 60 ~ 130 过 Re 一 200, 附 着 涡 开 始 周期 性 地 从 柱 体 上 交替 脱落 ,形成 涡 街 中 的 
涡 ( 图 9. 13(b)). 直到 这 个 Re 数 下 , 涡 街 可 认为 都 是 层 流 的 .表示 涡 脱落 的 频率 的 
斯 脱 罗 蛤 (Strouhal) 数 稳定 在 0. 2 左右 . 


/fd ， 
St = 0 0.2. 


在 200 二 Re 过 400 时 ,卡门 涡 街 变 得 不 稳定 ,扰动 的 三 维 性 增强 ,旋涡 脱落 的 规律 
性 减 小 ,St 数 在 此 范围 内 很 分 散 ( 图 9.13(Ce)). 在 Re >400 后 , 涡 街 向 油 流 转变 ,最 
终 变 成 消 流 涡 街 ,集中 的 旋涡 越 米 越 变 得 模糊 不 清 ( 图 9. 13(f)). 
(4) 亚 临 界 区 和 起 临界 区 .在 Re a 2.5 x 105 附近 边界 层 内 流 态 发 生 显著 变 
化 .在 Re 二 2.5 x 10 时 ,圆柱 边界 层 是 层 流 的 , 层 流 分 离 发 生 在 80 左右 .2.5 x 
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105 之 Re 二 3.5X105 ,圆柱 边界 层 从 层 流 向 灌流 转变 ,这 时 边界 层 转 变 情形 比较 复 
杂 , 会 出 现 先 层 流 分 离 ,立刻 又 满 流 再 附 到 柱 面 上 形成 分 离 泡 , 然 后 再 在 灌流 下 分 


A {a) 0<Re<4 (b) 4<Re <40 
一 /天 流动 无 分 离 “- 


一 -一 一 一 一 (c) 40<Re<60~-130 
一 二 二 一 人 办 卡门 涡 街 ( 层 流 ) 


一 一 一 一 一 一 
一 一 一 


一 (d) 60~130<Re<200 
一 一 友人 2) 卡门 涡 街 ( 层 流 ) 
~ 


(e) 200<Re <400 


僵 DY 0 卡门 涡 竺 


(g) Re<2.5x10’ 
层 流 分 离 


_ 一 < 人 ~ 一 = (h) 2.5x 10’< Re<3.5x10° 
一 个 总 JA 层 流 分 离 一 清流 吾 附 一 淇 流 分 离 
NE 人 人 一 一 一 一 
(i) 3.5x10°< Re 
A Y 漠 流 涡 街 重建 


图 9.13 不 同 Re 数 下 圆柱 绕 流 图 像 
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离 (图 9. 13(h)).3.5x 10* 过 Re 边界 层 及 其 分 离 都 是 应 流 的 .通常 把 Re ~ 2.5 XxX 
105 称 为 临界 Re 数 . 低 于 这 个 Re 数 称 为 亚 临界 区 ,高 于 它 则 称 为 超 临 界 区 , 当 Re 
> 2.5 x 105 以 后 , 尾 迹 已 完全 变 成 湛 流 的 了 , 尾 迹 中 已 分 辨 不 出 明显 的 涡 街 .同时 
在 超 临界 区 后 满 流 尾 迹 的 宽度 明显 比 层 流 边 界 层 分 离 时 狭窄 .大 Re 数 下 的 圆柱 绕 
流 也 已 不 是 单纯 的 二 维 流 动 , 沿 轴 向 发 生 了 周期 性 的 结构 变化 . 

(5) 高 超 临界 区 ,3. 5 x 105 一 Re .在 该 区 中 , 尾 迹 中 的 旋涡 明显 的 再 现 ( 或 称 重 
组 ). 这 种 现象 的 物理 机 制 还 有 待 进一步 研究 (图 9. 13(i) ). 

圆柱 阻力 系数 随 Re 数 的 变化 由 图 9. 14 表示 .在 曲线 左 端 ,是 小 Re 数 情形 , 那 
里 阻力 系数 很 高 , 摩 阻 与 奈 差 阻力 大 体 各 占 一 半 , 并 随 Re 增高 而 下 降 , 这 个 区 域 对 
应 于 斯 托 克 斯 流动 .在 10: 过 Re 二 2.5x10 范围 ,阻力 曲线 变化 缓慢 .在 Re 一 
2.5X10 时 阻力 曲线 有 个 突然 下 降 ,这 个 现象 称 为 阻力 危机 .阻力 下 降 的 原因 主要 
是 因为 这 时 由 层 流 分 离 转变 为 庙 流 分 离 .虽然 庙 流 边界 层 的 摩 阻 比 层 流 的 大 ,但 尾 
迹 比 层 流 分 离 时 狭窄 ,所 以 压 差 阻力 反而 比 层 流 分 离 的 小 ,总 的 阻力 降低 了 . 


10- 
10” 1 10 10” 10” 10° 105 10° 10" 
Re 


9.14 ”圆柱 阻力 系数 随 Re 数 的 变化 


9.7 “二 维 层 流 射流 . 自由 剪 切 层 . 迹 


除了 在 固 壁 附近 ,在 大 Re 数 流动 中 可 应 用 边界 层 理论 以 外 ,射流 .自由 剪 切 层 
和 迹 是 无 固 壁 存在 而 能 应 用 边界 层 理论 的 三 种 典型 的 流动 ,可 把 它们 看 做 是 “自由 
的 ”边界 层 . 
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9.7.1 二 维 小 孔 射 流 


流体 从 喷嘴 或 狭 儿 中 向 静止 流体 中 的 喷射 叫 自由 射流 .实际 的 射流 场 结构 是 
很 复杂 的 .但 在 进行 理论 分 析 时 ,可 
以 假设 狭 颖 或 小 孔 无 限 小 , 狭 锋 处 
流速 无 限 大 , 而 保持 有 限 的 质量 通 
量 和 动量 通 量 . 由 于 射流 与 周围 流 
体 之 间 存 在 很 大 的 横向 速度 梯度 ， 

”以 及 理性 作用 ,射流 与 周围 流体 之 
间 进 行动 量 交换 ,并 把 周围 流体 不 
断 “ 卷 吸 ”到 射流 中 去 ,使 射流 宽度 
沿 流 向 向 外 扩展 , 其 理论 上 的 流动 
图 像 如 图 9. 15 所 示 . 

9.15 ”小 孔 射 流 本 节 仅 研究 二 维 射 流 , 对 于 轴 

对 称 射 流 可 作 类 似 分 析 . 


根据 射流 的 特性 , 作 类 似 于 平板 边界 层 的 量 级 估计 可 知 ,” 扫 &， 


— ~ 


加 


Ou 


ay > 


总 | , 且 自 由 射流 的 压强 等 于 周围 流体 的 压强 , 故 2 = 0. 这 里 we 分 别 为 流向 
(x 方向 ) 和 横向 (y 方向 ) 的 速度 分 量 . 于 是 定常 二 维 射流 的 控制 方程 简化 为 

au Ou _ Ou 
ut 0 (9.7.1) 


Ou ， Ov 
一 一 十 一 一 二 . > 四 
ar Oy 0 (9.7.2) 
边界 条 件 为 
y= 0 时 :4 = Uno = 0 =0ro=A(2) = 0 
9y Oy /0 
3 3 - (9.7.3) 
Ce "| 。 一 1 二 一 ) Ou 二 二 Ou 二 
yy 一 ce 时 :& = 0,v "ay 0,r- ‘(Sy). 0 | 


这 里 须 注意 的 是 ,在 无 穷 远 处 v 不 等 于 零 . 这 是 由 于 周围 流体 不 断 被 * 卷 吸 ” 到 射流 
中 并 沿 x 方向 流动 后 , 按 连续 性 方程 可 知 ,必定 有 流体 从 外 缘 向 射流 中 心 补充 ,v。 
称 为 卷 吸 速度 .这 与 平板 边界 层 中 位 移 厚度 对 外 流 的 排斥 效应 正好 相反 . 

对 连续 性 方程 积分 ,并 考虑 到 v 的 边界 条 件 , 有 
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v, =- | aody = a udy = 工 d& (9.7.4) 
0 


其 中 @ = | udy 是 截面 x 处 单位 时 间 内 通过 的 体积 通 量 
对 动量 方程 沿 y 方向 积分 ， 


~ Ou | Ou -| ou 
< 十 ) 二 一 = dy. 9.7.5 
op] uay Cl ay9dy j 3y: y ( ) 


0 0 


由 边界 条 件 可 知 上 式 右 端 项 积分 为 零 . 左 端 第 二 项 利用 分 部 积分 和 连续 性 方程 后 ， 


积分 化 为 | 4 3&dy ,所 以 上 式 最 终 变 为 
0 


% 


| :dy = 
dx) 0 dy = 0. 


0 


我 们 知道 ,| pwdy = 2| pu*dy 正好 是 单位 时 间 内 通过 x 截面 处 的 x 向 动量 通 量 . 
所 以 ,有 


2 


J = | euzdy = const, (9.7.6) 


表明 射流 的 动量 守恒 ,这 是 射流 的 一 个 重要 特征 量 . 
射流 问题 也 可 以 找到 自 相似 解 . 设 速度 分 布 为 = 了 (Fe ) ,bx) 是 适当 定 
义 的 射流 宽度 .一 般 地 ,我 们 可 假设 b 正比 于 x*, 并 将 流 函 数 写 成 
$x,y) ~ xf( 方 )， 
其 中 p ,9g 是 待定 常数 .利用 式 (9.7.6) 中 J/ 是 常量 的 特性 , 它 与 x 无 关 . 将 上 式 代 入 
式 (9.7.6), 令 x 的 指数 为 零 , 有 
2p-q=0, 
另 一 方面 , 式 (9.7.1) 中 黏 性 项 应 与 惯性 项 同 量 级 ,得 到 
2p-2qg-1=p-3g, 
由 此 可 得 p = 1/3,qg = 2/3. 于 是 ,可 以 令 
p= 6vx fm) 7 = y/x; 
u = 6wx fv = 21x (27f -Hf). 
代入 式 (9.7.1) 后 ,得 到 关于 了 的 常 微 分 方程 


ll 


(9.7.7) 
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f” +2ff”+2f’* = 0, | 
当 7 = 0 时 :fC(0) = 0, 了 (0) = 0,> (9. 7. 8) 
当 7 一 % 时 :ff (~) = 0. | 


满足 边界 条 件 ,并 考虑 到 对 称 性 条 件 广 (7) = 三 (- 7) 的 解 为 
f(7) = atanh(Ca7)， 7 = y/x. (9.7.9) 
a 的 值 可 由 动量 流量 决定 : 


oo 


J = 36ov2u4 | sech' (a dn = 48pv2z a? (9.7. 10) 
或 
J 
x =0 275 (B27) 
于 是 
J 173 ， 
u = 0.4543( 广 ) (1 — tanh’ (a7)), | 
Pp” vxX 
a (9.7.11) 
v= 0. 5503 (6) {2an[1 — tanh2z(a7)] ~ tanh(a7)}. | 
“ 卷 吸 " 速度 为 
Jy 1 
v=—0. 5503 (3 ) (9.7. 12) 
ox 
体积 通 量 为 
~ 173 
QO = | udy = 3. 3019 (Sx ) . (9.7.13) 


—% 


可 以 发 现 ,x = 0 处 是 个 奇 点 ,QO = 0, 而 4 = w .同时 ,x 二 0 时 ,dO/dx 守 0, 表 


明 射 流 的 体积 通 量 沿 x 方向 逐渐 增加 .这 是 因为 有 更 多 的 流体 被 卷 吸 到 射流 中 去 . 
实际 的 射流 小 孔 有 一 定 宽度 ,在 足够 远 下 游 , 从 小 孔 射 出 的 体积 通 量 只 占 其 中 很 小 
一 部 分 .对 二 维 射流 的 测量 表明 ,在 充分 远 下 游 实验 和 理论 十 分 符合 (图 9. 16). 
如 果 定 义 x 处 的 射流 Re 数 为 
最 大 连 度 Um X 射流 宽度 


最 大 速度 Us ~ bux 2a?,b 一 xsya. 故 可 用 (此 ) 代表 射流 Re 数 .于 是 射流 
边界 层 成 立 的 条 件 是 


(六 ) > 1. (9. 7. 14) 
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ee 


一 2 . 5 一 2 . a -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 
yb 


二 维 射 流 (Forthmann,1934) 
9.16 ”射流 速度 分 布 
9.7.2 自由 剪 切 层 


假设 有 两 股 不 同 速 度 由 于 的 无 条 平 行 流 流 过 平板 后 缘 以 后 会 合 , 接 触 点 上 存 
在 切 向 速度 间断 ,接触 后 由 于 黏 性 作用 ,速度 不 可 能 保持 间断 ,在 一 蒲 层 内 从 一 方 
迅速 光滑 地 过 渡 到 另 一 方 .这 一 层 流体 称 为 自由 剪 切 层 (图 9.17)“ 在 自由 剪 切 层 


9.17 自由 剪 切 层 


内 ,横向 速度 v 远 小 于 流向 速度 ,速度 横向 的 梯度 9u/3y 很 大 ,纵向 压强 梯度 
dp/dx 则 为 零 .控制 方程 仍 为 式 (9.7.1). 如果 更 一 般 化 些 ,可 认为 上 下 层 流 体 是 不 


其 实 . 这 实际 上 还 是 .个 简化 数学 模型 . 平板 两 侧 的 平行 前 切 流 在 后 缘 接 触 后 ,并 不 存在 速度 间断 ,市 
只 是 其 一 阶 导 数 的 间断 . 为 简化 数学 分 析 . 采 用 上 上述 简化 模型 . 
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同类 的 , 即 pi 关 os ,HA 关 As 引入 变量 


7; = (2) y， 0 = VviUixfi (yi). (9.7.15) 
代入 式 (9.7. 1) ,得 控制 方程 
2f7+ /if7=0(i=1 上 层 ,i =2 下 层 )， (9.7.16) 
,> co .请 ( = 1， 
wg “fi(®) | (9.7. 17) 
712 一 一 oo :六 (- ce) 三 U,/U. 
父 界面 上 wu 和 vw 应 分 别 相等 , 则 
f1(0) = fs.(0) = 0， 请 (0) = f;(0) (9.7. 18) 
及 剪 切 应 力 相 等 
1 _ /esHt2 1 
f°1(0) = (se ) f°200). (9.7.19) 


上 述 问题 没有 解析 解 . 图 9. 18 是 数值 计算 的 结果 , 实 线 是 流体 介质 相同 ， 
Us/ Un 分 别 为 0 和 0.5 时 的 速度 剖面 . 虚线 表示 Us/ Ui = 0,62zp2/P1p41 = 10,100 
和 5. 97 x 10? 情形 的 速度 剖面 . 在 最 后 一 种 情形 对 应 于 . | 居 是 办 亏 , 下层 是 水 , 空 
气 从 静止 的 水 面 上 方 流 过 .由 于 水 的 密度 和 黏 性 系数 比 空气 大 得 多 ,这 种 情形 水 面 
犹如 固 壁 ,所 以 解 与 布 拉 修 斯 解 极 相 近 . 


9.18 ”自由 剪 切 层 内 速度 剖面 


剪 切 层 是 不 稳定 的 ,任意 的 小 扰动 会 使 剪 切 层 失 稳 , 卷 起 一 系列 涡 , 最 终 演化 
成 潢 流 , 这 将 在 第 10 章 中 讲述 
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9.7.3 尾 迹 


从 物体 脱 泻 到 流 场 中 的 剪 切 层 , 经 过 复杂 的 混合 过 程 形成 尾 迹 .虽然 形成 尾 迹 
的 物体 形状 可 以 各 种 各 样 ,但 在 物体 的 远 下 游 , 尾 迹 内 的 


速度 分 布 却 是 相似 的 .由 于 动量 损失 ,在 尾 迹 中 速度 分 布 
是 亏损 型 的 ,中 心 线 上 速度 最 小 ,远离 中 心 线 恢复 到 主流 
速度 Uo ,这 正好 与 射流 速度 分 布 相反 (图 9. 19). 
引进 亏损 速度 
ul= Uo-u Us, 
其 中 4 和 U6 分别 为 尾 迹 内 速度 和 主流 速度 (图 9. 20). 于 
是 用 亏损 速度 表示 的 边界 层 方 程 为 


2 EE 3 :让 
Un 2 = ,人 息 ， (9.7.20) 射流 居 迹 
7 图 9.19 尾 这 
边界 条 件 为 
当 y 一 % 时 :ui1 一 0， Aui/OY -0， 
其 解 为 
ui(X,y) = cx exp(— 7), 7=y Us (9.7.21) 
4vx 


图 9.20 ” 尾 迹 内 速度 分 布 


其 中 e 为 常数 , 它 可 由 作用 在 物体 上 的 阻力 确定 . 可 以 证 明 , 作 用 在 物体 上 的 阻力 
等 于 尾 迹 中 动量 的 亏损 
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co EE 


D = P| ucUs— wdy ~ pus | uidy, (9.7. 22) 


一 2 一 oo 


于 是 有 


1:2 
ui = Uo-u= ) exp(— 2). (9.7. 23) 


(mai 
4rO2 Uo vx 
它 表明 速度 亏损 以 x-'” 衰减 , 尾 迹 的 宽度 按 x!% 律 增加 ,这 个 结果 已 为 实验 证 实 
(图 9. 20) .实验 表明 ,在 离 物体 后 约 三 倍 物体 长 度 的 下 游 以 后 ,压力 已 基本 恢复 均 
匀 , 上 述 结果 成 立 ， 


9.8” 非 定常 层 流 边界 层 


迄今 为 止 ,我 们 研究 的 都 是 定常 边界 层 问 题 .近年 来 , 非 定常 流动 ,特别 是 非 定 
常 旋涡 分 离 流动 的 研究 十 分 活跃 .为 适应 流体 力学 发 展 的 新 趋势 ,介绍 一 些 非 定常 
边界 层 的 知识 是 必要 的 和 有 益 的 . 

最 常见 的 非 定常 问题 有 两 大 类 .一 类 是 物体 从 静止 突然 起 动 ; 男 一 类 是 周期 性 
9. 8.1 物体 从 静止 突然 起 动 


假设 在 初始 时 刻 以 前 ,流体 及 其 浸没 于 其 中 的 物体 均 处 于 静止 状态 . 然后 物体 
突然 以 恒定 速度 Us 运动 .在 运动 刚刚 开始 的 一 个 小 时 间 尺 度 内 ,可 看 成 是 涡 量 从 
物 面 产 生 ,通过 符 性 扩散 和 对 流 作 用 ,边界 层 在 物 面 上 形成 的 演化 过 程 . 当 物 体 突 
然 起 动 后 不 久 , 初 始 边界 层 是 极 薄 的 , 当 :0 时 ,在 方程 (9.1.17) 中 黏 性 项 ,2 节 


远大 于 对 流 项 4 他 和 v 伟 ,对 非 定常 项 侣 的 贡献 主要 来 自 血性 项 及 压力 项 ,为 
更 清楚 地 阐明 这 一 点 ,我 们 可 对 初始 阶段 N-S 方程 中 各 项 的 量 级 作 如 下 估计 . 

设 Uo, 工 和 1 分 别 为 特征 速度 ,主流 方向 物体 的 特征 长 度 和 特征 时 间 .其 中 10 
是 我 们 关注 的 运动 开始 段 的 一 个 时 间 尺 度 , Vvis 是 涡 量 横向 扩散 距离 量 级 . 引入 
拓 量 纲 量 

， 336 ， 


DODODOOOOOO 第 9 章 层 流 边界 层 理论 


y” = ,1 1/ = x/L,u” = u/U,o, 


vb 也 2 2 » fo 
= DN U* = Ue/Uo, p = p70 


由 4. 3 节 中 平板 突然 起 动 问题 , 涡 量 扩散 的 穿 透 厚度 正比 于 Vvt 可 知 , Vvts 代表 
了 初始 边界 层 厚 度 的 量 级 .无 量 纲 化 后 的 N-S 方程 和 连续 性 方程 为 
ou” J Voto (a Ou” | 本 Du )= op” + (并 ) 人 2 + Ou 


Ot * L Ox ” ay” OX * LL/ox’?  Dy 
(9. 8. 1) 
Ov” ， Lo to * QV” 十 vr” Gu \、 也 vio \ Ov” Ov 
Bf LL (« Ox * oy” )= (向 )3， (2) "i 37 
(9. 8.2) 


ou ,ov -0 
Ox” Oy” 


在 上 述 方程 组 中 有 两 个 无 量 纲 相似 参数 rn = 给 和 x。 = 写生 ,我 们 假设 1 充分 
小 ,使 得 << LIU 并且 6 = Vo < 工 ,注意 到 型 = < = Re ,边界 层 近似 要 

求 Re 六 1, 故 ri 应 是 高 阶 小 量 . 于 是 ,在 式 (9. 8. 1) 中 就 可 以 忽略 含 r; 的 项 .在 式 
人 9 办 中 奈 强度 项 是 最 可 阶 大 , 色 下 其 他 而 以 后 ,有 3 = 9 这样 ,et 可用 
边界 层 外 缘 速 度 表示 ( 式 (9. 1. 16)). 简 化 后 的 式 (9. 8.1) 为 


OU” Ou” _ oaUe _ Uo to AaUe # Ou # Ou 
Of” ay"* 3 LL (vu: Bx a 3 
(9. 8. 3) 
这 就 是 突然 起 动 问题 的 非 定常 边界 层 方程 , 它 在 Re = 1 和 训 禄 声 时 成 
立 .因此 ,可 以 用 号 王 作为 小 参数 ,逐次 近似 求解 
(1) 一 阶 近似 
还 原 到 有 量 纲 的 方程 
Ou _ Ou 30U。 
3 + or (9. 8. 4) 
对 于 物体 从 静止 突然 以 速度 U, 运动 ,并 在 以 后 时 间 保 持 不 变 , 则 
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0， 1 < 一 0， 
Ux,1) = ~ (9. 8.5) 
U(x), 1>0. 
2 = 0. 关 于 u 的 有 量 纲 的 一 级 近似 方程 为 
Bu ,Ou 
at ”937 | 
ui(xX,y,0) = 0， (9. 8. 6) 
ui(x,0,1) = 0， | 
u(x,m,1) = U(x). 
这 是 一 个 线性 方程 ,其 解 为 
7 
wy) = UO P|e rdy = Uer(n). (9. 8.7) 
Vn 
7 
dU。 |[ 、、 
自 连 续 方程 有 ,on = 2 VWH 与 全 x | erf(7)d7, 其 中 9 = 一 上-,erf(7) 为 误差 
由 连续 方程 有 ,0 eX Jerf (Day 2 
背 数 . 
(2) 二 阶 近 似 
它 反映 了 对 流 项 贡献 对 解 的 修正 . 
Bu _ Ouz dU. Gui ul 
at * oy 4 dx “lax "! Oy | 
us(x,y,0) = 0， - (9. 8. 8) 
us(X,0,1) 二 0， 
AM2(XYycoyf) = 0. 


这 是 一 个 线性 非 齐 次 方程 ,右边 具有 U7。 de x 8(7) 的 形式 .所 以 式 (9. 8. 8) 的 解 
可 写成 1U。 Df (n) 形式 ,代入 式 (9. 8. 8) 后 ,有 


pa 1yp”- f= gn). (9. 8. 9) 


边界 条 件 为 
fc0) = 10) =0， oo) = FPCo) = 0. 
此 方程 精确 到 二 阶 近 似 的 解 为 


= Wit ws = UserftC + 1U, ef) + OC). (9.8.10) 
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研究 上 式 所 表示 的 速度 剖面 , 可 以 发 现 erf(7) 和 广 (C7) 是 处 处 非 负 的 , 且 
f(7) 与 erf(w) 比值 在 7 = 0 处 最 大 .因此 可 以 得 出 结论 ,车 边界 层 内 有 回流 发 生 ， 
只 能 发 和 后 在 外 流 减 速 的 区 域内 ,并 且 首 先 在 壁面 上 (7 = 0) 发 生 . 

对 式 (9. 8. 10) 求 (全) = 0, 得 到 


d dUcps 加 
Cerf)| 十 fs dil (0) = 0. 


一 2 4 如 1 2 4 
"= 天 ,由 式 (9.8. 9) 的 解 得 到 ”(0) = 天 (1 + 于 所 以 


因为 和 erf( 了) 7 

0.7 

1 > ro C9. 8.11) 
dx 

1, 是 物体 从 突然 起 动 到 发 生 分 离 所 需 的 延迟 时 间 , 由 此 可 见 , 边 人 

动 开 始 后 一 段 时 间 才 发 生 的 ,最 初 产 生 回流 的 时 间 和 地 点 与 外 流速 度 分 布 写 2 于 有 


关 , 它 又 与 物体 形状 有 关 . 
以 圆柱 绕 流 为 例 , 外 流速 度 分 布 为 


_ 四 化 。_ 
U(x) = 2U-sin( 过 ) 及 = 2 -cos 二 ， 


其 中 x 是 从 前 驻 点 沿 物 面 的 距离 ,a 为 
圆柱 半径 . 代 人 和 人 式 (9.8.11) ,可 知 回流 


出 现时 间 上 > 0. 35 ;六 ,也 就 是 说 , 圆 日 150° 

4 了 Schuh(1953b) 理 论 
柱 从 静止 突然 起 动 后 约 0.35j 半 一 时 刻 ， 所 120° 105" 定 常 流 
在 后 驻 点 首先 产生 回流 . 在 后 继 时 间 全 


内 ,回流 点 沿 物 面向 上 游 圆 柱 肩 部 移 900 02 04 06 08 


动 ( 图 9.21). 回流 点 沿 柱 面 移动 距 td Us 

离 为 图 9.21 圆柱 面 上 回流 点 随时 间 的 变化 
Xs _  ， f/f_0.35a 
a arccos( 六 ) (9. 8. 12) 


9. 8.2 ”振荡 边界 层 
另 一 类 重要 的 非 定 常 边界 层 问 题 是 流动 作 周 期 性 变化 的 情形 . 设 物体 作 小 振 
幅 的 往复 振动 ,如 果 把 坐标 系 固 结 于 物体 上 , 则 边界 层 外 部 流动 是 周期 性 振荡 流 
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U(x,1) = LUoCx)ew ， (9. 8. 13) 
其 中 w 是 圆 频率 ,边界 条 件 为 
u =0,v=0, 当 y=0， 
u—> Uve*', 当 y—> %. 
车 我 们 限于 研究 非 定 常 项 远大 于 惯性 项 情形 , 即 


(9. 8. 14) 


用 Uo,L 和 1/w 分 别 表 示 运动 的 特征 速度 ,特征 长 度 和 竺 征 时 间 ,上 式 成 立 的 条 件 
意味 着 流动 的 斯 特 劳 哈 (Strouhal) 数 远 大 于 1， 


St = ($F )>1. (9. 8. 15) 
车 a 是 物体 振动 的 振幅 ,特征 速度 UV 的 量 级 为 aw ,代入 上 式 得 
agL. (9.8. 16) 


这 表示 在 大 Re 数 下 ,振动 的 振幅 远 小 于 物体 的 线 尺度 时 , 式 (9. 8.5) 的 逐次 求解 
方法 在 振荡 边界 层 中 也 适用 ,小 参数 巴 由 代替 . 
于 是 , 解 可 展开 成 以 s = w， 为 小 参数 的 级 数 形式 
二 Un xs yt) + Ow 7). (9. 8.17) 
一 阶 近似 和 二 阶 近似 方程 分 别 为 
Bu -= OUoew) + ye | 


UXsyst) = ICX YI) 十 


ar 2 QAy: 


Wer, yo | (9. 8. 18) 
U1 = 0, 当 y= 0; 
以 及 
at _ Ou OU , OW ，84 
er (9. 8. 19) 
一 阶 近似 解 为 
U(X,y,1) = Uoew (1 ~ e106), 
h OuUl ， ie dU Os 0， -C+ y/6, y 
v= | 全 dy = (y+ :), (9.8.20) 


其 中 6, = ( 尘 ) .从 可 知 ,这 在 》 方 向 上 是 一 个 行 波 解 , 相 速度 为 V252 .由 于 


黏 性 效应 ,流体 振荡 的 振幅 和 位 相 角 都 随 远 离 壁面 而 衰减 . 厚度 为 6; 的 薄 层 称 为 
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斯 托 克 斯 层 . 
壁面 摩擦 力 为 


— 一 _ Uo jcof 
rw = a )， = DD 闲 e”， (9. 8.21) 


Oy 
式 (9. 8. 20) 和 (9. 8.21) 中 ,ui, v1 和 rw 都 应 取 实 部 .研究 壁面 摩擦 力 表达 式 可 发 
现 , 它 的 相 角 较 外 部 振荡 流 的 相 角 要 超前 x/4. 这 个 事实 表明 ,物体 在 每 个 周期 内 
要 克服 摩擦 力 做 功 .或 者 说 ,物体 要 受到 一 个 阻尼 力作 用 . 

二 阶 近 似 解 比较 麻烦 ,因为 式 (9. 8. 19) 中 含 wi 和 vi 的 对 流 项 是 非 线 性 的 ,该 
项 中 含有 sin(wr) 与 cos(wi) 的 二 次 乘积 项 , 它 又 可 化 为 含 cos(2wt1) 和 sin(2wt) 
的 倍 频 项 和 与 时 间 无 关 的 定常 项 .于 是 二 阶 近似 解 的 一 般 形 式 为 

Us (X,Y,1) = flW) er + f(y), (9. 8. 22) 

其 中 7 = y/6;,f.(7) 和 下 (7 分别 表 示 周 期 性 部 分 和 定常 态 部 分 .将 它们 代入 式 
(9. 8. 19) 后 ,得 到 关于 二 阶 近似 uz 的 解 为 


f(D = 一 讨 e em 一 Tye, (9. 8. 23) 


六 (7) = 一 3 十 Ie” + 2e ?Siny 十 六 ecosy 一 总 ye "(cos7 一 Sin7) . 
(9. 8. 24) 
研究 式 (9. 8. 23) 和 (9. 8. 24) 可 以 发 现 , 当 7 = 0 时 , 切 向 分 速度 xs 的 周期 性 部 分 
f.(0) 和 定常 态 部 分 f;(0) 是 满足 壁面 边界 条 件 的 .但 是 , 当 7 一 % 时 ,只 有 周期 性 
部 分 f.(%) -> 0, 而 定常 态 部 分 却 趋 于 一 个 有 限 值 , 即 


Wy (xs) =- 半 ， (9. 8. 25) 


这 个 事实 是 振荡 边界 层 中 最 有 趣 也 是 最 重要 的 现象 了 . 它 表明 一 个 在 静止 流 
体 中 作 微 幅 振 荡 的 物体 ,尽管 它 只 作 单纯 的 周期 性 振动 ,但 它 传递 给 整个 流体 的 是 
在 远离 物 面 处 诱导 了 一 个 二 次 定常 流动 ,其 大 小 由 式 (9. 8. 25) 给 出 , 它 与 外 部 势 流 
的 速度 平方 的 梯度 成 正比 ,也 就 是 同 压强 梯度 成 正比 , 与 圆 频率 成 反比 .并 与 竹 性 
系数 无 关 . 这 种 二 次 定常 流 迭 加 在 外 部 作 周 期 运动 的 势 流 上 的 现象 , 称 为 振荡 边界 
层 的 定常 漂流 效应 (steady streaming). 

图 9. 22 是 对 一 个 振荡 圆柱 计算 得 到 的 定常 漂流 效应 的 流 谱 . 由 于 定常 漂流 效 
应 使 外 部 势 流 流 线 变 形 , 当 圆柱 在 水 平方 向 上 振荡 时 ,外 部 流 线 从 上 方 和 下 方 流向 
圆柱 ,然后 沿 水 平方 向 向 两 边 反 向 离开 圆柱 .漂流 效应 又 使 得 在 贴近 壁面 附近 的 斯 
托 克 斯 层 内 出 现 四 条 闭合 流 线 , 它 们 在 垂直 于 振荡 方向 上 有 两 个 波 节 ,在 振荡 方向 
上 有 两 个 反 波 节 .理论 结果 与 实验 十 分 相似 . 
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定常 漂流 效应 在 声学 中 也 有 重要 应 用 , 它 可 以 用 来 解释 声音 在 昆 特 (Kundt) 
管 中 形成 驻 波 时 的 粉尘 图 形 . 


图 9.22 圆柱 振荡 流动 流 谱 


那么 , 侍 么 是 产生 漂流 效应 的 原因 呢 ?我 们 知道 ,在 一 阶 近似 解 中 是 没有 漂流 
效应 的 ,只 有 在 二 阶 近似 中 .出现 了 非 周 期 项 才 产生 出 漂流 效应 ,漂流 起 源 于 对 流 
项 的 非 线性 作用 .对 式 (9. 8. 19) 在 一 个 周期 内 作 时 间 平 均 ,可 得 


dU. OUL1 OU _ 
dx Wl Bx 2] ay 二 G(x,y), 


其 中 GCx,y) 可 看 成 是 单位 质量 流体 x 方向 的 体力 , 正 是 这 个 力 导致 了 定常 漂流 
运动 .比如 在 G(x，y) 中 有 这 样 的 项 3 Pu v1 :Pun mi , 它 表示 穿 过 垂直 于 方向 的 
单位 面积 上 的 x 方向 的 时 均 动量 流 , 正 是 这 些 非 零 的 动量 流产 生 了 定常 漂流 ,在 振 
荡 流 中 它们 起 着 与 滑 流 中 雷诺 应 力 类 似 的 作用 
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本 章 以 线性 稳定 性 理论 为 主 , 介 后 平行 流 不 稳定 性 .离心 不 稳定 性 和 热 不 稳 
定性 失 稳 的 主要 机 理 , 也 简略 地 介绍 了 弱 非 线性 、 分 又 和 混沌 等 概念 以 及 从 层 流 疝 
消 流 转换 的 主要 现象 . 


10.1 流动 稳定 性 的 一 般 表 述 


关于 稳定 性 的 一 般 概 念 ,可 以 用 图 10. 1 简单 解释 .图 10. 1(a) 中 处 于 谷底 的 圆 
球 是 稳定 的 ,因为 任意 使 圆 球 偏离 平衡 位 置 的 扰动 , 圆 球 最 终 会 辐 到 原始 状态 . 与 
此 相反 ,图 10.1(b) 中 处 于 峰 顶 的 圆 球 是 不 稳定 的 ,任意 小 的 扰动 都 会 使 其 下 沙 、 
越 来 越 远 地 偏离 原始 状态 .处 于 图 10. 1(c) 位 置 的 网 球 . 对 于 小 扰动 中 稳定 的 ,对 


(a) (b) (Cc) 


10.1 圆 球 的 稳定 性 
(a) 稳定 ;(b) 不 稳定 :Ce) 对 小 扰动 税 定 .对 有 限 大 扰动 不 稳 秆 
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于 超过 一 定 阀 值 的 有 限 大 扰动 是 不 稳定 的 .因此 .稳定 性 问题 是 研究 处 于 平衡 念 的 
入 中 末 统 村 外 部 扩 芭 的 吸 应 位 人 能 问 到 原始 状态 的 ,是 稳定 的 ; 奋 则 , 古 不 稳 
定 的 . 

迄今 为 止 , 本 书 以 前 讲述 的 都 是 在 一 定 的 流动 控制 方程 和 某 些 典型 的 初始 和 
边界 条 件 下 ,数学 上 适 定 问题 的 层 流 解 .我 们 把 这 些 特定 流体 力学 问题 的 解 称 之 为 
基本 流 . 但 是 ,真实 的 情形 与 数学 上 理想 的 情形 是 不 同 的 ,真实 的 流动 ,如 日 然 界 和 
实验 室内 的 流动 , 流 场 中 和 边界 二 总 会 出 现 这 样 那样 的 拓 动 , 如果 随 时 间 的 发 展 ， 
任何 扰动 最 终 郁 被 衰减 掉 ， 流 场 恢复 到 原来 的 基本 流 态 , 称 该 基本 流 是 稳定 的 
(stable) ,反之 ,如 果 初 始 扰动 最 终 被 放大 ,基本 流 不 能 恢复 到 原来 的 流动 状态 , 则 
称 它 是 不 稳定 的 (unstable) .现在 ,用 数学 语言 可 表述 如 下 . 

我 们 研究 以 边界 A 包围 的 流体 体积 D 内 的 不 可 庄 缩 黏 性 流动 若 在 给 定 初始 


条 件 
1 =0,. Ux.0) = Ux). YU,= 0 x€D, (10.1.1a) 
以 及 边界 条 件 
t=0. U(x.t) = Usp(x.1), x € 9D. (10. 1.1b) 


其 基本 流 的 速度 场 UCx,1) 和 上 压力 场 P(x.1) 是 以 下 列 N-S 方程 为 控制 方程 的 -- 
个 层 流 解 
2-CU.VU=-vP+ TU 
! Re (10.1.2) 
VU=0. | 
对 于 不 同 的 流动 有 各 和 白 的 基本 流 ,其 中 少数 简单 流动 可 以 容易 地 得 到 显 式 的 
解析 解 (如 平面 Poiseuille 流 ) ,而 对 于 复杂 的 流动 要 得 到 精确 解 是 很 困难 的 .在 实 
际 应 用 中 可 以 用 实验 或 数值 解 得 到 的 数据 . 拟 合 一 个 数学 表达 式 近 似 地 表示 基本 
流 . 例 如 ,用 ul(z) = tanhz 表示 平面 混合 层 的 速度 分 布 .总 之 ,流动 稳定 性 研究 的 
对 象 就 是 基本 流 对 扰动 的 响应 特性 . 
如 果 基 本 流出 现 某 种 初始 扰动 ,在 给 定 的 初始 条 件 为 u(x,0) = uo(x) 时 . 相 
应 的 u(x.1) 和 PCx,.t) 满 足 N-S 方 程 


QU 1 Do: | 
+(u*Vu=- Vp+ Vu. 
of PY Re | (10. 1.3) 
Veu = 0. | 


而 在 边界 3D 工 仍 满足 式 (10. 1. 1b) .定义 扰动 量 w = wu- 口 及 p = p 一 .把 它 
们 代入 式 (10.1.3) 并 减 去 式 (10. 1.2) .就 得 到 扰动 量 的 控制 方程 


SC VUTCU Wu tu Wu = 一 VD + 
of Re + (10.1.4) 


Vu = 0. 

满足 初始 条 件 
PCxX.0) = LOX) — U(x). (10. 1. 5a) 

以 及 边界 条 件 
us = 0. (10. 1. 5b) 


流动 稳定 性 就 是 要 研究 扰动 是 如 何 随 时 间 演 化 的 .我 们 首先 定义 .个 平均 扰 
动 动 能 为 


E(1) = $e wa (10. 1.6) 
万 
Joseph(1976) 从 能 量 的 观点 出 发 .定义 :如 果 
E(t1) 
lim Fo) > (), (10. 1.7) 


则 称 基 本 流 对 于 扰动 是 稳定 Cstable) 的 .但 是 .有 时 流动 是 否 是 稳定 或 不 稳定 .人 还 到 
决 于 初始 扰动 能 的 大 小 .因此 ,如 果 存 在 某 个 网 值 9 二 0, 基本 流 对 所 有 满足 条 件 
E00) < 二 的 扰动 都 是 稳定 的 . 则 称 是 条 件 稳定 的 (conditionally Stable). 6 称 为 " 吸 
半径” 如 果 阅 值 能 量 无 穷 大 . 即 9 一 %w. 则 称 基 本 流 为 整体 稳定 的 (global 
stable). 各 和 在 丰 有 站 站 村 二 下 :衰减 的 . 即 dE(1)7dt 二 0. 则 作为 “单调 
稳定 ”的 (monotonically stable) ,这 是 一 种 限制 更 严格 的 稳定 性 条 件 . 从 稳定 性 定 
义 式 (10.1.7) 可 见 ， 它 攻 家 的 中 下 全 1 一 % 时 流动 的 渐 近 行为 .如 果 初 始 扰动 在 某 
个 时 间 段 内 先 增 长 ,最 终 还 是 衰减 掉 . 则 称 扰动 存在 瞬 态 增长 (transient growth). 
有 的 情形 下 ,有 瞬 态 增 长 值 超过 一 定 的 阅 值 .也 会 引起 基本 流 的 不 稳定 . 瞬 态 增长 这 
种 行为 特性 已 引起 全 完 者 日 益 增 加 的 关注 . 

图 10. 2 定性 地 解释 了 稳定 和 不 稳定 概念 .图 的 左 列 是 在 (u,v) 平面 上 表示 拢 
动 此 的 变化 . 布 列 是 相应 扰动 动能 的 时 间 演 化 .网 10.2(a).(b) 内 曲线 1 表示 单调 
总 定 .曲线 2 是 非 单调 稳定 ,其 中 存在 一 段 退 态 增 长 .图 10. 2(c) ,Cd) 是 条 件 稳定 ， 
初始 扰动 落 在 三 角形 灰色 区 内 流动 是 稳定 的 ;反之 ,流动 是 个 稳 冠 的 . 
关于 流动 稳定 性 . 除 上 述 基 于 扰动 能 定义 的 稳定 性 外 .还 在 在 其 他 的 定义 ,其 
中 最 常用 的 是 Lyapounov 稳定 性 定义 . 
如 果 对 任意 给 定 的 二 0. 存在 6(e). 使 得 . 若 

lu (x.0)|. p(x.0) | < 6. (10, 1. 8) 

则 在 所 有 时 间 1 二 0., 有 
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| ex r) | ， 上 pxst) | < s， (10.1.9) 
称 基 本 流 足 稳定 的 . 


条 件数 (或 称 录 。 | 可 以 有 不 同 的 选择 .例如 .我 们 可 选择 | u(x.7) 1 
= sup | COx) | .也 可 选择 u(x. 中 = uax) ”就 是 说 其 初始 扰动 是 小 
xe DD 让 


的 :在 以 后 所 有 时 间 内 所 有 扰动 仍旧 保持 足 小 的 ,就 认为 流动 是 稳定 的 .特别 是 . 当 
1 一 % 时 . 
[a ‘|p (x,t1) i >0. (10. 1. 10) 
你 流动 刁 新 近 稳定 的 Casymptotically stable) .由 此 可 见 ,Joseph 给 出 的 式 (10. 1.7) 
是 渐 近 稳定 的 定义 . 


于 


图 10.2 不 同 稳定 性 定义 的 示意 图 
(ab) 单调 稳定 和 非 单调 稳定 ,点 (0.0) 是 稳定 的 ， 


(c),(d) 条 件 稳定 ;点 (0.0) 是 条 件 稳定 的 ,当初 始 条 件 
处 于 阴影 区 外 时 点 (0.0) 是 不 稳定 的 


10. 1.1 临界 雷诺 数 
从 方程 (10.1.4) 可 见 .当初 边 值 条 件 简 定 以 后 .流动 的 性 态 还 取决 于 流体 黏 性 
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系数 的 大 小 . 纯 流 动 雷 诺 数 的 大 小 .从 Joseph 能 量 观 点 可 以 定义 出 如 下 几 种 临界 雷 
诺 数 . A 不 伟 图 形式 表示 在 图 10. 3 中 . 
了 Re 一 Re. .流动 是 单调 稳定 的 , 即 £ 


这 时 对 于 任意 大 小 的 所 有 扰动 . 随时 间 

的 增 大 ,总 是 单调 地 误 减 到 零 ( 见 网 10.3 NW 

的 上 区 ). 而 在 卫 区 ,Re. Re 一 Ree: 

流动 是 整体 稳定 但 不 一 定 是 单调 稳定 

的 , 意 即 有 一 些 扰 动 有 可 能 开始 时 先是 

增 大 的 , 最 终 才 衰减 的 例如， 在 

Reynolds 各 管 流 实验 中 ( 见 后 向 11. 1 节 )， 元 fe 


, 近似 等 于 2000. 中 区 是 条 件 稳定 的 ， 
未 当 入 动能 隶 于 了 区 区 与 只 区 的 分 界 。 ”图 10.3 临界 Reynolds 数 示意 图 
由 线 以 下 时 ,扰动 是 衰减 的 当 扰 动 能 在 I 下 站 同和 定 : 1 区 铬 休 权 定位 个 定 下 关税 定 ， 
分 界线 以 上 ,流动 变 成 不 稳定 的 . 曲线 与 Re Re 
横 轴 的 交点 是 Re. : 它 是 由 无 穷 小 扰动 的 线性 稳定 性 理论 确定 的 临界 雷诺 数 . Re 
> Re. ,流动 是 线性 不 稳定 的 . 


10. 1.2 用 正则 模 方 法 的 线性 稳定 性 分 析 


我 们 应 注意 到 扰动 量 方程 (10. 1. 4) 是 非 线 性 的 :我 们 也 没有 限制 扰动 旺 是 小 
量 .同样 ,稳定 性 的 定义 式 (10.1.7) ~ (10.1.9) 对 有 限 大 扰动 的 非 线 性 稳定 性 也 
适用 .然而 ,对 于 非 线 性 ,特别 是 强 非 线性 流动 的 不 稳定 性 现象 还 没有 很 好 的 分 析 
于 段 , 目 前 主要 依赖 于 实验 研究 和 直接 数值 模拟 . 现在 人 们 一 般 认为 ,用 正则 模 态 
方法 的 线性 稳定 性 理论 和 以 Landau 方程 为 代表 的 弱 非 线性 理论 已 发 展 得 较为 成 
熟 .线性 稳定 性 理论 可 以 帮助 我 们 确定 一 种 流动 对 于 无 穷 小 扰动 的 响应 特性 . 它 是 
稳定 的 还 是 不 稳定 的 ,以 及 开始 失 稳 的 流动 参数 (如 临界 雷诺 数 ) ,但 是 , 它 并 不 能 
告诉 我 们 失 稳 后 的 流动 是 如 何 演化 的 ,以 及 最 终 演化 为 何 种 新 的 流动 形态 
若 初 始 扰动 是 无 限 小 的 ,在 方程 (10.1.4) 中 忽略 掉 小 扰动 的 非 线 性 项 (a 
V)u 后 ,可 以 得 到 线 化 小 扰动 方程 
Bu + Cu. WUTU Vu = Vp + Vu, (0 1 i) 
Veu = 0. | 
如 果 基 本 流 是 定常 的 ,.U = U(x), 则 上 述 方程 的 系数 不 依赖 于 时 间 1 ,于 是 可 
以 分 离 变 量 成 正则 模 (normal mode) 形式 


可 
可 
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U (xX.1) = eu(x), p (x.1) = ep(x). (10. 1. 12) 
Up 及 og 是 复数 , 求 得 的 复数 解 uw .p 应 到 其 实 部 . 将 式 (10.1.12) 代入 方程 
(10. 1. 11) ,得到 
HWWUtU Wh = V+ vi,| L101.13) 
Vu = 0, 
以 及 在 边界 上 
u = 0. (10. 1. 14) 
方程 (10. 1. 13) 及 边界 条 件 (10. 1. 14) 构成 一 个 求解 偏 短 分 方 各 的 本 征 信 问题 o 
是 本 征 值 ,wu,p 是 相应 的 本 征 函 数 ,Re 数 是 问题 的 参数 . 应 该 注意 的 是 方程 
(10.1. 11) 中 .p' 是 实数 ,时 间 增 长 康正 比 于 e”* i 高 。 闹 分 别 表示 实 部 和 虚 部 . 
如 果 求 得 的 本 征 值 是 离散 的 ,我 们 可 以 按 其 实 部 大 小 序列 排列 
G1) 这 加 (os) 这 
线性 稳定 性 方程 的 解 是 所 有 全 征 解 的 线性 达 加 .一 般 地 说 ,任意 的 扰动 将 包含 所 有 
Fourier 分 基 , 苦 对 于 所 有 的 本 征 值 存在 六 (co) 过 0. 表明 所 有 的 扰动 的 幅 值 随时 间 指 
数 衰 减 ,十 是 我 们 才能 说 基本 流 足 线性 稳定 的 .这 是 稳定 的 一 个 必要 条 件 .反之 ,如 果 
至 少 存在 一 个 本 征 值 右 .*Co1) 0, 就 表明 相应 的 本 征 扰动 的 幅 值 随 时 间 指 数 增长 ， 
流动 是 线性 不 稳定 的 .这 是 不 稳定 的 一 个 充分 条 件 . 若 :%(o1) = 0, 其 余 本 征 值 都 是 
衰减 的 , 则 称 流动 是 中 性 稳定 的 Cneutrally stable). 本 征 值 与 流动 的 参数 (例如 理性 流 
的 雷诺 数 ) 有 关 , 使 得 .及 (ol1) = 0 的 最 小 雷诺 数 定义 为 临界 雷诺 数 Re.. 当 Re 过 Re. 
I 时 ,对 所 有 的 本 征 值 有 (go) 乏 0. 当 Re 全 Re. 时 ,至 少 有 一 个 本 征 值 .*(01) 全 0. 
流动 的 线性 稳定 性 理论 , 在 边界 层 . 平面 Poiseuille 流 、 同心 册 简 间 旋 转 
Couctte 流 和 Rayleigh-Bénard 对 流 等 许多 流动 的 稳定 性 分 析 中 ,用 于 预测 它们 不 
聊 定 开始 的 临界 参数 等 方面 都 奖 得 了 成 功 .我们 将 在 下 面 几 节 中 分 别 了 有 以 介绍 . 然 
而 ,根据 线性 稳定 性 理论 ,Hagen-Poiseuille 管 流 和 平面 Couette 流 在 任何 Re 数 下 
人 稳定 的 ,这 显然 与 实验 和 观察 的 结果 不 符合 ,这 表明 还 存在 线性 稳定 性 理论 所 
能 预测 的 其 他 因素 在 影响 流动 的 稳定 性 ,例如 ,超过 一 定 阅 值 的 有 限 振幅 扰动 引 
和 的 非 线 性 类 稳 等 
5 起 流动 不 稳定 的 物理 因素 可 以 是 各 种 各 样 的 .如 重力 ,浮力 、 表 和 面 张力 ,六 切 
应 力 和 避 性 力 等 , 电 伐 力也 会 造成 流动 不 稳定 .平行 剪 切 流 、 同 轴 旋 转 圆柱 之 间 的 
流动 和 热 对 流 的 不 稳 定性 是 其 中 最 重要 的 儿 类 问题 页 .我 们 将 分 别 在 以 下 几 节 中 人 
纪 . 流动 稳定 性 问题 的 内 容 十 分 丰富 ,数学 处 理 又 很 困难 .不 可 和 有 在 本 教程 由 详细 
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讲述 .这 里 只 准备 扼要 地 介绍 其 主要 物理 概念 和 主要 结果 ,而 不 展开 讨论 复杂 的 数 
学 处 理 方法 . 


10. 2 ”Kelvin-Helmholtz 不 稳定 性 


作为 流动 不 稳定 性 一 个 典型 例子 .让 我 们 先 从 最 简单 的 Kelvin-Helmholtz 不 
维 定 性 开始 讨论 ,同时 也 用 这 个 例子 其 体 说 明 用 正则 模 方法 的 分 析 步 又 . 

在 流体 运动 中 经 常会 遇 到 切 向 速度 在 很 薄 一 层 里 发 生 剧 烈 变化 的 现象 . 例如 ， 
大 气 中 冷 热 空 气 的 接触 面 就 是 切 向 风速 发 生出 处 们 化 的 一 个 薄 层 . Ee 
机 机 可 的 上 下 翼 面 ,以 不 同 的 速度 在 尖 后 缘 处 汇合 后 ,在 翼 型 下 游 也 会 形成 一 

度 前 切 层 . 如果 略 去 剪 切 层 厚 度 不 计 , 这 种 切 向 速度 发 乍 剧烈 变 化 的 薄 层 被 称 人 
态 向 速度 间断 面 或 涡 层 . 实验 观察 和 理论 分 析 都 已 表明 这 种 切 向 速度 的 间断 面 是 
不 稳 证 的 ， 这 种 不 稳定 现象 文献 上 称 为 Kelvin-Hclmholtz( 简 称 K-H) 不 稳定 性 . 医 
10. 4 是 实验 室内 观察 到 的 K-H 不 稳定 性 现象 .在 一 个 水 平和 矩形 横道 内 下 层 是 染色 


图 10.4 ”在 两 层 流体 交界 面 上 K-H 不 稳定 性 的 发 展 
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的 盐水, 上层 是 淡水 .起初 处 于 静止 的 密度 分 层 的 平衡 状态 . 然后 突然 将 槽 倾斜 -， 

个 而 放 在 章 力 香 力 作用 下 , 重 的 要 水 兴 倾 从 本 着 和 下 运动, 上 局 轻 的 水 加 向 开 
运动 .随后 .就 能 发 现 盐水 “淡水 的 交界 面 困扰 动 而 变形 ,又 因 不 稳定 使 变形 增 大 
最 终 郑 起 周期 排列 的 讽 


10.2.1 正则 模 分 析 方 法 和 Kelvin-Helmholtz 不 稳定 性 


不 失 一 般 性 . 可 以 扎 二 述 问题 拙 流体 1 1 
象 为 下 而 的 理想 模型 , 设 有 两 层 均匀 | 一 站 | 
流体 ,速度 -和 这 分 别 为 Ui,U; 和 Pi 
Pz( 几 10.5), 在 术 受 扰动 之 前 它们 以 z - 一 一 
= 0 为 分 寞 向 并 人 分 别 占有 上 下 两 个 半 nD 
写 癌 .这 样 .基本 流 为 流体 2 U 
= | 图 10.5 K-H 和 R-T 不 稳定 性 示意 图 
U(z) = ， 
U,e, 
21 Zz > 0 
po(z) = | (10. 2. 1) 
0s, ZzZ<<0 


我 们 和 看 出 ,交界 面 是 一 个 速度 的 切 向 间断 面 ,这 意味 着 现在 分 析 的 是 该 流动 的 
无 黏 稳定 性 (因为 竺 性 的 存在 会 光滑 掉 任 何 问 断 .使 之 成 为 一 定 厚 度 的 剪 切 层 ) .在 
本 受 扰动 之 前 流动 是 无 旋 的 ,根据 无 黏 正 下 流体 Helmholtz 涡 定理 ,在 受到 扰动 后 
流动 仍旧 应 是 无 旋 的 . 令 有 .58 分 别 为 上 层 和 下 层 流 体 的 速度 势 . 它 们 满足 的 流 
荔 控 制 方程 为 


V 6 = 0， z 之 7 


- (10. 2. 2) 
Vzg, = 0, zn.| 
共 中 了 是 交界 面 的 位 移 . 交 界面 方程 为 
zZ=TOXyI) 或 Fr yz ti)=z-7TOxyr) = 0. (10. 2.3) 
我 们 筑 定 下 放 0 一 边 的 流体 为 流体 1,F 二 0 一 边 的 流体 为 流体 2. 交 界面 法 线 的 止 
方向 指向 流体 1,n = 所 7 = 本 所 7 7， 7,1), 并 认为 交界 面 两 边 的 流体 
是 互 不 混 溶 的 . 
边界 条 件 ( 见 式 (3. 5. 17), (3. 5. 18)) 包括 : 
(1) 无 穷 远 处 
VOI—> Ui, zz %,， 
(10. 2. 4) 


Vo@, — U,., 之 一 一 co . 
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(2) 交界 面 的 运动 学 条 件 . 华 z = 了 处 


dP! _ 97 E22 37 ， ( 弛 || 07 | 
OZ ot OX /yOx 9 -AY . 
| (10. 2.5) 
38: 974 (oP) 1 (MP) a | 
Oz or OX /Br OY DY 
(3) 区 界面 上 的 动力 学 条 件 . 在 z = 7 处 
pz = pi. (10. 2.6) 
交界 而 两 侧 流 体 的 非 定常 伯 努 利 方程 为 
0 ， 、 

pi 1 (2 下 六 (Ye 十 gz 一 CD )， 
pp = p(t + gz CD (10.2.7) 


其 中 常数 Ci ,C2 不 是 独立 的 ,它们 可 由 未 受 扰 动 时 基本 流 在 界面 上 满足 的 动力 学 
边界 条 件 和 得 到 , 即 
, 1 jy ly 。 
of C 一 也 i)= os 人 (5 7 03). (10. 2. 8) 
当 基 本 流 场 受 到 - :个 小 扰动 后 ,将 速度 势 分 解 为 
D1 = UIxX+ Fl. Z >)， 
中 = UU, 其 下 Pu Zz 7. 
其 中 81 .9 是 扰动 速度 势 . 略 去 二 阶 以 上 的 小 扰动 其 .并且 把 安 界面 上 的 物理 攻 季 
z 三 0 处 Taylor 展开 
fp) = fp) + IY) + OF). 
从 而 可 以 得 到 小 扰动 速度 势 的 线 化 控制 方程 
Vg =0,z>0.,| 
(10. 2.9) 
V:p = 0,z2<0./ 


以 及 其 线 化 边界 条 件 : 
OQ 无穷 远 条 件 ( 在 z = 0 处 ) 
VO. (10. 2. 10) 
VO, 0. > >- -= 
名 运动 学 条 件 ( 在 z = 0 处 ) 
eg - 3， Uy, 97 


Bz or ox. 

(10. 2.11) 
OPz 二 G7 + U. 97. 
Oz ot “Dr ” 


”391 。 
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加 动力 学 条 件 (在 z = 0 处) 


OP!1 < 加 922 } 2 , ， 
pi (So. a + Ui 3 十 87)= 02 ( ai + (7 十 87)- (10. 2. 12) 
为 简单 起 见 暂 先 忽 略 掉 重 力 8, 假设 扰动 是 二 维 的 ， 有 有 如 下 正则 模 (normal 
mode) 形式 


/4 Gu} = {7 Pe, (10. 2. 13) 
其 中 必 为 x 方向 的 波 数 , 取 为 实数 , w 是 复 频率 ,w = w, + iw;. 上 式 左 边 的 量 是 实 
数 ,因此 右手 边 的 量 应 理解 为 取 其 实 部 .将 式 (10. 2. 13) 代入 控制 方程 (10. 2. 9) ,并 
考虑 到 无 穷 远 条 件 , 得 到 解 为 
p1(zZ) = Aie ,| 
ps(2z) = Aue”. | 
将 上 式 解 再 代 和 人 边界 条 件 (10.2. 11), (10. 2. 12). 我 们 可 以 得 到 关于 常量 7, Ai， 
A 的 齐 次 代数 方程 组 ,写成 第 阵 形式 为 


(10.2.14) 


ia ~ w) a 0 7 
i(aU;, — w) 0 一 Q 4 = 0. 
0 iCaU! w) OL 一 iCaU; 一 ww ) Os» A; 


上 述 代数 方程 组 要 有 非 零 解 ,其 系数 算 阵 的 行列 式 必须 为 零 . 上 日 此 可 得 到 色散 关系 


OU + PUs | rpips (Ui 一 Uz) 1 
ww 二 本 Fp, 十 la| ( + psy (10. 2. 15) 
上 式 可 见 只 要 Ui 了 关 Us; 不 管 密度 分 层 是 Pp1 之 64 还 是 Pi 之 Pz, 流动 对 所 有 波长 


四 总 是 不 稳定 的 (wi; 关 0). 
式 (10. 2. 15) 的 一 个 重要 的 特例 是 均 质 不 可 压缩 平面 剪 切 流 的 情形 . 即 p， = 

Oh 全 Us. 式 (10.2.15) 简化 为 
Ui+ Us 


二 十 、 ， 、 
一 2 C (10. 2. 16a) 
纪 AU 为 
20 
w = Ua + iURa. (10.2 16b) 


图 10.6 足 它 的 时 间 增长 率 和 相 速 度 . 由 于 这 种 切 向 速度 间断 剪 切 层 没 有 特征 
长度 ,增长 率 正 比 于 emt = saw ,没有 极 值 .波长 越 短 ,增长 越 快 . 相 速 度 等 于 平均 
速度 ,Cc = wy/a = U 是 个 常数 . 
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图 10.6 ” 涡 层 K-H 不 稳定 特性 
(a) 基本 流 ;(b) 时 间 增 长 案 ; (ec) 相 速 度 


10. 2.2 ” 涡 层 K-H 不 稳定 性 机 理 Batchelor 的 涡 动 力学 的 解释 
Batchelor 对 于 涡 层 的 不 稳定 性 机 理 曾 用 涡 动 力学 观点 给 予 了 解释 , 现 简 述 如 

下 .为 了 简单 起 见 , 令 Ul = Lo = 一 1 仁 芝 个 流 术 演 扰 动 时 ,在 z 三 0 处 是 一 层 

强度 为 Qj = 2U8(z)j 的 均匀 油层 (图 10.7(a)). 假 设 涡 层 受到 正弦 型 扰动 (如 图 


图 10.7 涡 层 K-H 不 稳定 机 理解 释 的 示意 图 
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10.7(b)) ,我 们 先 来 考察 处 于 波峰 位 置 的 流体 质点 受到 的 诱导 速度 . 由 于 对 称 性 ， 
波峰 两 边 邻 近 的 涡 层 在 波峰 处 诱导 的 速度 产生 出 一 个 x 正方 向 的 水 平方 向 速度 分 
景 (图 中 实 第 头 所 示 ). 同 理 .在 波 谷 处 产 牛 一 个 负 向 的 水 平分 速 .这 样 ,无 香 流 体 中 
涡 量 随 流体 质点 一 起 运动 省 时 在 4 点 积 罕 和 在 B 点 减 小 .这 种 过 程 一 
产后 , 反 过 来 又 会 加 剧 界 面 的 变形 .这 种 "恶性 循环 ”就 导致 了 无 攻 润 层 的 绝对 不 黎 
定性 . 


我 们 远 可 进一步 作 如 下 定 全 分 析 . 由 涡 层 强 度 的 定义 ,扰动 涡 量 强度 为 


-| . (10. 2. 17) 


一 uo uu | 一 


利用 式 (10.2. 12) ~ (10. 2. 14) ,得 到 


Qi 一 : sar wml) — ;29 一 一 二 一 
Bx , = laAie 1 3> ， (oft 广 w)7 (aU w) 7 
和 
QI， . i ) 
2 一 ,Cle wo) 一 一 U, 一 ) 一 《 十 ) . 
Bx ， la4ve Cat 一 w)7 aU + w)7 


再 考虑 到 由 式 (10.2.16) 得 到 ww =+iUa, 则 7 = je 和 1e 罗 ,代入 式 (10.2.17) 后 


5 = dr 4 ‘cos (E(x 一 4)). 


我 们 将 它 与 满 层 的 位 移 {7 = Ye “cos 和 < } 比较. 容易 发 现 , 扰 动 涡 量 沿 界 向 的 分 
布 与 界面 位 移 正 好 相差 x/2 的 相位 .处 于 x = AM4 上 的 4 点 .界面 位 移 为 零 (7 = 0. 
3 二 0) ,扰动 涡 量 有 正 的 最 大 值 .而 处 于 * = 34/4 上 的 B 点 ,界面 位 移 也 为 零 


(7 = 0. 信 二 0), 但 有 负 的 最 大 扰动 涡 量 . 在 波峰 和 波 谷 处 扰动 油 量 为 零 ( 见 图 


10.7(c) ) .表明 涡 量 在 4 点 积累 和 在 妃 点 减 小 ,并 导致 波峰 被 抬升 并 向 流动 方向 倾 
斜 ,市 波 谷 被 抑制 . 扰动 增 大 到 一 定 程度 以 后 , 非 线性 效应 开始 起 作用 ,最 终 导 敏 涡 
层 卷 起 成 半期 排列 的 调 ， 


10.2.3 Rayleigh-Taylor 不 稳定 性 


苦 把 上 述 的 分 析 稍 作 推 广 , 除 切 向 速度 间断 和 密度 分 层 外 .还 可 获 虚 包括 重力 
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(g) 和 和 界 面 上 表面 张力 (c) 的 作用 .运用 与 上 述 相 同 的 分 析 方 法 ,我 们 可 以 得 到 
A [2 8 P22 二 Ol Ga ] 
十 1a 5 
OCT 二 0O2> (CO + Oo) a O+O C1+ ps» 
(10. 2. 18) 
现在 我 们 米 远 一 分 析 它 的 一 些 特殊 情形 . 如果 Ul = L = 0. 由 式 (10. 2. 18) 


w=+a| 人 + Ga ] (10. 2. 19) 
a0O+fp PtP 
这 种 处 于 静止 状态 的 分 层 流体 的 稳定 性 称 为 Rayleigh-Taylor 稳定 性 问题 

(1) 当 癌 过 2 即 轻 流体 在 上 . 重 流体 在 下 时 ， 不 管 是 否 计 及 去 面 张力 ， |: 式 方 
括号 内 数值 总 为 正 数 (因为 总 有 过 0. 表 而 张力 的 存在 不 改变 方 括 苇 内 为 正 数 的 
事实 ), 所 以 w; = 0, 扰 动 丰 会 增长 .基本 态 是 稳定 的 . 一 个 特殊 情形 是 = 0,c = 
0,w = ga ,这 下 是 无 限 深水 波 的 色散 关系 式 (7. 2. 8). 

(2) 泊 Pi 这 Pz: 即 轻 流体 在 下 , 重 流体 在 上 [时 .同时 不 计 表 面 张 力 (o = 0) 时 

pi (10. 2. 20) 

方 拓 号 中 的 全 总 大 于 去, 表 朋 对 所 有 波长 总 存在 w; 二 0 的 扰动 ,基本 态 总 是 R-T 
不 稳定 的 . 

当 存 在 表面 张力 时 ,存在 一 个 临界 波 数 


a = /8 2) (10. 2. 21) 
o 


当 a< ac 时 , 式 (10. 2. 19) 右手 方 括号 内 为 仙 值 .w 为 纯 虚 数 , 基 本 流 是 R-T 不 稳 
定 的 ;友之 ,a 二 a ,是 R-T 稳定 的 .表面 张力 抑制 了 短波 波长 的 扰动 ,起 到 致 稳 的 
作用 . 

以 上 介绍 的 是 在 重力 作用 下 密度 均匀 的 分 层 流 体 的 稳定 性 ,Taylor(1950) 认 
识 到 如 果 在 式 (10. 2. 20) 中 用 一 个 表 观 重力 加 速度 8 “代替 重力 加 速度 g， 

“i 

其 中 8 = g 一 f.f 是 一 个 垂直 于 界面 向 上 的 加 速度 .从 上 式 可 见 , 当 仅 当 g 二 0 时 ,对 
十 重 流 体 在 下 轻 流 体 在 上 (pi 过 22) 的 分 层 流体 也 可 以 在 在 R-T 不 稳定 .这 种 稳定 性 
问题 在 现代 空间 飞行 器 中 上 共有 实际 意义 ,那里 的 惯性 力 了 通常 与 重力 g 方向 相反 ,而 
量 值 接近 (比如 ,航天 器 绕 地 球 飞 行 时 的 离心 力 ). 此 时 ,就 会 出 现 g 二 0 的 情况 . 

最 后 ,我 们 回 到 | Uj 一 Us | 关 0 的 式 (10.2.18) 的 一 般 情形 ,可 以 发 现 ; 若 R-T 
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不 稳定 判 据 . 即 式 (10. 2. 20) 中 o 为 纯 虚 数 成 立 , 则 流动 也 是 区 -H 不 稳定 的 .但 是 . 
加 信息 工 稳定 的 .只 要 | Ui -Us | 是 够 大 .流动 仍 可 能 是 K- 日 不 秘 定 的 ,只 不 过 
不 像 式 (10. 1. 15) 那样 是 泡 条 件 不 稳定 的 .由 于 重力 和 表面 张力 的 致 稳 作 用 .这 时 
的 K-H 人 当 | 0 一 Ds | 之 U0 时 ,对 所 有 波长 的 扰动 是 稳定 的 . 
当 | 0 一 上 0 | 汪 UU 时 ,在 某 个 波 数 a 区 间 内 是 K-H 不 稳定 的 . U 是 最 小 速度 差 ， 
对 于 Ps 之 多 I 人 


Us = 毕生 二 公开 
py 


Qa nr 一 | 8 ( 2 21 ;| 
o 


一 上 
og (Ps — 011).]:, 
对 应 的 波 数 为 


平行 剪 切 流 是 广泛 存在 的 -一 类 流动 的 总 称 , 包括 平面 Couette 流 、 平 血 
Poiseuille 流 、Hagen-Poiseuille 管 流 .边界 层 .平面 混合 居 、 射 流 和 迹 等 (图 10. 8)， 


BE 


图 10.8 多 种 平行 剪 切 流 
Ga 管 流 或 覃 道 流 : (b) 边界 层 ; (ce) 迹 :， (由 射流 :6e) 自由 平面 混合 县 


(d) (e) 


下 ] 常 见于 和 白 然 军种 工程 技术 的 许多 流动 中 ,其 中 .前 -种 流动 是 广 情 四 生生 注 、 

世 余 的 四 种 流动 ,在 大 Re 数 下 流向 速度 远大 于 横向 速度 分 量 . 是 一 种 慢 扩 张 的 空 
间 发 展 流 . 革 本 流 可 [以 看 成 是 近似 平行 的 或 局 部 平行 的 ; 另 一 _ 方 面 ,后 三 种 是 在 万 
界 空间 内 的 流动 , 故 称 为 自由 剪 切 流 .前 四 种 流动 或 存在 于 壁面 之 问 (如 槽 流 和 管 
流 ) 或 一 边 受 到 辟 上 看 的 制约 (如 边界 层 ), 故 称 为 壁 剪 切 流 .平行 藤 切 流 稳定 性 研究 ， 
具有 重要 的 理论 意义 和 实际 应 用 价值 .边界 层 稳 定性 的 理论 和 实验 研究 在 鼻 定 性 
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理论 的 发 展 上 只 有 里 程 碑 的 意义 . 它 还 是 研究 边界 层 控制 ` 减 阻 降 品 等 实际 应 用 中 
不 可 或 缺 的 分 析 方 法 . 


10. 3. 1 “平行 剪 切 流 的 线性 稳定 性 


现在 我 们 来 考虑 两 平行 平板 (z 过 z 扫 2) 之 间 的 平行 剪 切 流动 设 在 直角 坐 
标 人 xy,z) 内 .x 沿 流动 方向 (strecamwise),z 是 垂直 于 平板 的 法 向 方向 
(normalwise),{x,y,z) 构成 右手 系 .基本 流 为 平面 平行 流 
U= U,V.W)= (UVU(z),0.0) 和 P= P(x) (10. 3. 1) 
某 个 满足 N-S 广 程 和 连续 性 方程 的 解 .分 解 瞬 态 流 场 为 基本 流 和 扰动 之 和 
u = U(z)e, + u (x.V,Z,1), 


Orr-Sommerfeld(O-S) 方程 


并 


p= Px)+p (x,y.z,1). 
线 化 小 扰动 方程 (10. 1. 11) 简化 为 


Ou | Ou | .dU 1 1 2 2 oo, 
3 1 U Se tw gzer = VP 1 Re Y u. (10. 3. 2a) 
V. =0. (10. 3. 2b) 


在 z = zi,z2 处 的 边界 条 件 为 
u = 0. (10. 3. 3) 
方程 (10. 3.2) 是 四 个 因 变量 (uw ,p') 的 方程 组 ,我 们 可 以 设法 把 它 变换 成 关于 法 
问 速 度 分 量 w 的 单一 方程 .为 此 首先 对 方程 求 旋 度 ,6 = VX uw ,得 到 扰动 潢 量 的 线 
化 方程 ， 


865， ,95， 1 ur _ dan , 

3 1 U En ReY 5 dz 3x (10. 3. 4a) 
Bl, job lo _ da _gU 

sr 3 一 忘 VC, do di (10. 3. 4b) 
As. 6, lo _ dUaw 2 
3 U Er ReY 5: dz 3 (10. 3. 4c) 


内 为 Wu = 一 Yx6, 它 的 z 向 分 量 是 YYw = oe 一 人 :于 是 分 别 对 式 (10 3. 4a) 


求 y 的 导数 和 对 式 (10. 3. 4b) 求 * 的 导数 , 相 减 后 可 以 得 到 关于 单一 变量 w 的 全 
微分 方程 


， » dU 
| (了 + 4 记 RR 


ot OX 
因为 上 述 方 程 的 系数 U(z) 仪 是 z 的 函数 ,因此 . 它 的 解 可 以 表示 成 正则 模 的 线性 
迭 加 形式 


Vi |w = 0. (10. 3.5) 
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W (XV = wz) 几 o (10. 3.6) 
其 中 .8 分别 是 扰动 的 流向 和 展 向 波 数 . ,中频 率 . 代入 方程 (10. 3.5) .得 到 如 下 
常 微分 方程 , 称 为 二 维 Orr-Sommerfeld(O-S) 方程 


(UFD -Co + Pw — Uw = 1 rp: — (a + Pp) |w. 
1 aRe， 1 


(10. 3.7) 
DD = 电 /dz2.( =U/dz,c = w/a: Resp 中 下 标 3 是 表示 三 维 扰动 时 的 流动 天 
诺 数 . 式 (10. 3.7) 是 一 个 四 阶 线性 常 微分 方程 .相应 的 边 措 条件 是 .在 z = zz 处 

= Dw = 0. (10. 3. 8) 
(1) Squire 变换 和 Squire 定理 
在 式 (10.3.7) 中 基本 流 尽管 是 二 维 的 .扰动 却 是 二 维 的 .Squire(1933) 发 现 ， 
经 过 一 个 简单 的 变换 
& = Va + KM aRes = aResp. (10. 3. 9) 
代入 式 (10.3.7) 后 .得 到 


CU-eCD -a dw- Uw 


(DD: -aw. (10.3.10) 


C2D 
它 在 形 人 入 工 各 与 二 维 扰 动 的 O-S 方程 完全 相同 | 对 于 严格 的 二 维 扰动 .w” = 
PB 二 040 = a, 代 入 上 式 就 容易 证 实 这 一 已 -这 就 是 认 、 二 维 扰动 问 
为 等 价 的 二 维 问题 求解 .在 Squire 变换 (10. 3. 9) ~ c = w/a 在 二 维和 三 维 问题 中 
是 -一样 的 .而 a 过 .Resp < Res 即 对 于 每 一 个 维 O-S 问题 的 解 .一定 存在 一 
人 入 低 克 数 下 用 应 的 “和 oOS 辣 是 的 佣 反之 .如 时 角 合 定 & ,Re2p 确定 了 二 维 问题 
的 解 ,通过 一 个 逆 变 换 , 我 们 就 能 确定 直 实 的 a( 给 定 B) 和 家 诺 数 Res 下 二 维 扰动 
问题 的 解 .因此 .我 们 只 崖 求解 一 个 二 维 扰动 问题 残 够 了 . 
根据 Squire 变换 可 以 证 明 : 对 于 一 个 二 维 平行 流 的 基本 流 , 旭 此 其 在 一 Re 数 
机 那 就 可 能 在 更 小 的 Re 数 下 ,存在 不 稳定 的 二 维 扰动 . 
如 1 果 我 们 不 是 为 了 求 完全 解 , 而 只 是 为 了 确定 最 小 临界 雷诺 数 Re.. 使 得 Re < 
0 
了 . 换 句 话说 .对 一 定 的 基本 流 (平行 前 切 流 ), 当 增 大 Re 数 时 ,最 先 出 现 的 不 稳定 
扰动 站 一 维 不 稳定 扰动 .这 便 足 著名 的 Squire 定理 . 
: 定理 仪 适 用 于 基本 流 是 半 行 流 情形 .对 更 复杂 的 基本 流 .如 一 维 流 或 有 
曲 冻 的 流动 .研究 三 维 小 扰动 是 必 妆 的 . 
(2) 二 维 O-S 方程 的 本 征 解 
鉴于 上 述 讨论 ,下 面 我 们 将 限于 讨论 二 维 扰动 问题 . 即 a = 0,.8 = 0. 对 于 二 
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维 扰动 ,可 以 方便 地 引入 拢 动 流 函 数 V(x,z,7) ,使 得 w = 3 ,w= 38 ,并 将 
y 写成 正则 模 形式 


V(X,2,1) = 由 (z)eicce0 ， (10. 3. 11) 
这 样 ,二 维 O-S 方程 (10. 3.9) 又 可 写成 
(UD ad- UB = LD- og (10.3.12a) 
iaRe 
» 一 D# = 0， 在 z = Zi1sZy 处. (10. 3. 12b) 


这 是 个 四 阶 线 性 篆 微 分 方程 ,未 知 函 数 $(z) 的 求解 需要 找到 四 个 线性 独立 的 特 
解 , 记 作 上 ,gg ,$$ : 则 通 解 为 
$= 01g + azgs + as$a + a pa, (10. 3. 13) 

其 中 $8 = g(zicyayRe),i = 1,2,3,4. 将 式 (10.3.13) 代入 边界 条 件 
(10. 3. 12b) .得 到 

aigi(z) + qs ps2Z1) + as$3(Z1) + qa $4(2z1) = 0， 

a1$i(z1) + as $s(z1) + qsgs(z1) + qspal(z1) = 0， 

Qi1$1i(2z2) + as ps(z2) + asps(z2) + as pal(zs) = 0， 

ai$i(z2) + qs ps(z2) + as$s(z2s) + qs $i(zs) = 0. 
这 是 关于 待定 系数 a1 ,as,as,a4 的 齐 次 线性 代数 方程 组 , 它 要 有 非 平 几 解 ,其 系数 
行列 式 必须 为 零 , 即 有 


$21) palz1) $alz1) pl(z1) 
$i(z1) $2(z1) $alz1) ba lz1) 
Flc,a, Re) = (| 0. (10. 3. 14) 
$1(z2) $a z2) $3 (22) $1 (2z2) 
方程 (10. 3.14) 是 线性 齐 次 常 微分 方程 (10.3.12a) 在 线性 齐 次 边界 条 件 
(10. 3. 12b) 下 的 本 征 关系 式 , 它 是 一 个 复方 程 , 含 两 个 实 方程 
F, = (cciyaiRe) = 0， FiCcrciyaiRe) = 0， 
其 中 c = c,+ic;. 由 F, = 0 和 F; = 0 消去 c,, 可 得 到 实数 的 本 征 关系 f(c;,e; 
Re) = 0. 扰动 量 4 的 正则 模 写 为 
q 一 esicos[a(Cx - c,1)], 
于 是 ,cj; 二 0,c; 之 0 和 c= 0 分 别 表示 稳定 ,不 稳定 和 中 性 模 态 .在 (a, Re) 平面 
上 ,中 性 曲线 
fl0,a,Re)=0 或 ci(a,Re)=0 (10. 3. 15) 
将 平面 分 为 稳定 区 和 不 稳定 区 两 个 区 域 ,而 中 性 曲线 上 的 Re 数 最 小 值 就 是 临界 雷 
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诺 数 Re.; 当 Re 二 Re. 时 ,所 有 小 扰动 都 是 衰减 的 . 
类 似 地 ,也 可 以 将 式 (10. 3. 11) 改写 为 
(x,z,1) = $lz)e'™ mw) ， 
且 给 定名 为 实数 ,a = av +ia; 为 复数 , 则 方程 (10. 3. 12a) 中 的 c 应 改 为 wya ,此 种 
本 征 值 问题 称 为 空间 模 (spatial mode) 的 稳定 性 分 析 . 空间 模 稳 定性 分 析 较 之 时 间 
模 分 析 更 为 复杂 ,此 处 不 拟 详 述 .在 本 章 以 后 的 内 容 中 ,如 不 特别 申明 ,只 研究 时 间 
模 的 稳定 性 . 

在 历史 上 , 寻找 O-S 方程 (10.2.18) 的 解 遇 到 过 很 大 困难 , 曾 吸引 过 像 
Heisenberg、Tollmien 这 样 的 大 科学 家 为 之 努力 . 其 解析 方法 在 数学 上 十 分 复杂 ; 
但 是 , 随 着 高 速 计算 机 的 发 展 和 数值 方法 的 进步 , 求 0-S 方程 (10. 2. 18) 的 数值 解 
已 经 不 是 特别 困难 的 事 ,常用 的 方法 有 打靶 法 和 配置 点 谱 方 法 等 .这些 内 容 都 超出 
本 书 范围 ,不 能 一 一 介绍 .下 面 ,着 重 讨论 几 个 问题 . 


10. 3. 2 ”无 黏 平行 剪 切 流 的 线性 稳定 性 


在 多 数 实际 问题 中 , Re 数 是 很 大 的 ,因此 ,无 系 流 的 稳定 性 分 析 在 许多 场合 也 
是 很 有 用 的 .忽略 掉 式 (10. 3. 12) 中 的 黏 性 项 ,得 到 


内 — aa:$ 7 $= 0， (10. 3. 16a) 
C 


以 及 边界 条 件 
$(z1) = $(z2) = 0， (10. 3. 16b) 
的 Rayleigh 线性 稳定 性 方程 ,其 中 U”(z) = dU/dz*. 从 数学 上 讲 , 这 是 要 求解 
一 个 二 阶 常 微分 方程 的 本 征 值 问题 , 即 求 满足 色散 关系 
Dlc,a) = 0 

的 本 征 值 和 相应 的 本 征 函 # 数 .如 前 所 述 ,对 于 时 间 (temporal) 稳定 性 ,是 给 定 波 数 
a 为 实数 , 求 本 征 值 c,c = c, + ici .我们 可 以 看 出 ,在 方程 (10. 2.7) 中 仅 含有 a* 
项 ,就 是 意味 着 ,如 采 对 于 给 定 的 一 个 a,c 和 #$ 是 它 的 一 个 本 征 解 (本 征 值 及 其 相 
应 的 本 征 函 数 )， 那么 它们 也 一 定 是 - a 对 应 的 本 征 解 .因此 ,不 失 一 般 性 ,以 后 只 

要 求 w 之 0 时 的 本 征 解 即 可 另外 ,| 由 方程 (10. 3. 16) 显而易见 ,对 于 同样 给 定 的 w， 
本 征 解 c 和 $$ 的 复 共 斩 c” = c, -ic 和 y% ”= $8, 一 i8; 也 是 一 个 本 征 解 .本 征 值 c 
和 它 的 复 共 恩 c* 总 是 成 对 出 现 的 , 即 一 个 不 稳定 的 解 (c; > 0) 总 对 应 一 个 衰减 的 
解 (cj; 二 0) ,反之 亦 然 , 所 以 只 要 c; 夭 0, 流 动 总 是 不 稳定 的 .因此 ,对 于 无 黏 稳 定性 
问题 ,只 有 中 性 稳定 的 模 (c; = 0) 才 是 稳定 的 .这 是 平行 剪 切 流 的 无 黏 稳定 性 的 一 
个 重要 特点 . 
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对 于 中 性 稳定 模 ,c; = 0,c 是 实数 ,在 流 场 中 可 能 存在 U(z.) -c= 0 的 点 . 它 
是 Rayleigh 的 方程 的 一 个 奇 点 ,z = z。 的 平面 称 为 临界 层 . 临界 层 的 存在 对 用 性 
失 稳 机 制 有 重要 的 物理 意义 ( 见 后 面 的 解释 )， 

对 于 平行 剪 切 流 的 无 黏 不 稳定 性 ,存在 三 个 主要 定理 ,根据 这 些 定理 ,我 们 不 
需要 求解 Rayleigh 方程 ,只 要 根据 基本 流 的 形状 就 可 以 定性 地 判断 出 它们 的 稳定 
性 特性 . 现在 ,我 们 不 耶 证 明 地 叙述 如 下 : 

(1) Rayleigh(1880) 拐点 定理 ;无 黏 平行 剪 切 流 线 性 不 稳定 性 的 必要 条 件 (不 
是 充分 条 件 ) 是 U”(z) 在 流 场 某 处 改变 符号 . 因为 基本 流 的 涡 量 2 = dU/dz， 
U”(z.) = 0 的 点 就 是 基本 流 涡 量 导数 为 零 的 点 , 即 d2(z.)/dz = 0 的 点 .基本 流 
涡 量 在 此 处 有 极 值 .于 是 .Rayleigh 拐点 定理 也 可 以 表述 为 :无 黏 平行 剪 切 流 存在 
不 稳定 的 必要 条 件 是 基本 流 涡 量 在 某 处 存在 极 值 . 

70 年 后 ,Fj$rtoft 进一步 提出 一 个 更 强 限制 条 件 的 定理 . 

(2) Fij$rtoft(1950) 定理 :无 黏 剪 切 流 线 性 不 稳定 性 的 必要 条 件 是 基本 流速 度 
型 在 流 场 的 某 个 子 区 间 有 LU (CU 一 Us) 二 0, 其 中 Us 是 在 拐点 z = Zz, 处 的 速度 . 

图 10. 9 绘 出 四 种 基本 流 的 速度 型 ,其 中 图 Ca) 和 (b) 无 拐点 ,根据 Rayleigh 和 


0 
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10.9 ”用 Rayleigh-Fjprtoft 不 稳定 必要 条 件 判别 不 同 速度 型 的 稳定 性 特性 
(a) 处 处 U” < 0, 稳 定 ; (b) 处 处 [> 0, 稳 定 : (cz = 0.U7CU- LU) 之 0, 稳 定 : 
CU (zs) =0,U7U -UN 反 0. 可 能 不 稳定 
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Fj$rtoft 判 据 ,流动 是 无 竺 稳定 的 .图 (c) 和 (d) 有 拐点 .根据 Rayleigh 判 据 可 能 都 
是 不 稳定 的 ,然而 根据 Fj$rtoft 判 据 只 有 图 (Cd) 才 可 能 是 不 稳定 的 ,而 图 (c) 却 是 稳 
定 的 .进一步 分 析 可 知 ,满足 Fj$rtoft 不 稳定 判 据 是 要 求 涡 量 绝对 值 在 拐点 处 是 极 
大 值 ,而 Rayleigh 判 据 只 要 求 涡 量 在 描 点 处 是 极 值 即 可 .Fj$rtoft 定理 要 求 的 条 件 
比 Rayleigh 定理 更 强 一 些 .所 以 ,有 的 文献 上 称 Rayleigh 定理 是 无 黏 不 稳定 存在 
的 局 部 必要 条 件 , 称 Fj$rtoft 定理 为 整体 必要 条 件 . 遗憾 的 是 上 述 两 个 定理 都 只 是 
不 稳定 性 的 必要 条 件 , 而 非 充分 条 件 . 后 来 .Tollmein( 托 尔 明 ) 指出 ,对 于 覃 道 流 中 
的 速度 对 称 分 布 和 边界 层 型 流动 的 单调 速度 型 ,上 述 判 据 的 确 也 是 不 稳定 的 充分 
条 件 . 
(3) Howard(1961) 半圆 定理 : 除 上 述 两 个 稳定 性 判 据 以 外 ,Howard 证 明 , 对 
于 不 稳定 模 c; > 0, 下 列 不 等 式 成 立 
[CU + Un + [Uo - Uw | (10. 3.17) 
其 中 Un; Umax 分 别 是 UCz) 在 区 间 zi 达 z 达 zs 内 的 最 小 值 和 最 大 值 .图 10. 10 


10. 10 Howard 半圆 定理 


是 半圆 定理 的 示意 图 .该 定理 对 定性 估计 不 稳定 模 的 增长 率 和 相 速 度 大 小 很 有 用 
处 . 该 定理 告诉 我 们 ,本 征 值 C 一 定 处 于 以 c, 一 总 人 Unmin + Unax ) 和 Ci 一 0 为 圆心 ， 


以 方 CUns - Un) 为 半径 的 上 半 个 复 平面 的 半圆 内 -这 就 给 出 了 估计 e 大 小 的 一 


个 边界 . 特别 是 当 Ci 人 > O° 时 ， 中 性 稳定 模 的 相 速 度 处 于 Unmin 扫 Cr 去 U max 之 间 因 

此 ,在 流 场 中 存在 这 样 一 点 z. ,使 U(z.) - c = 0, 如 果 同 时 U”(z.) 隆 0,z。 就 是 

Rayleigh 方程 中 的 一 个 奇 点 .z = ze 的 平面 称 为 临界 层 . 关于 临界 层 的 概念 和 重要 
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作用 稍 后 再 行 讨论 . 
10. 3.3 ”典型 流动 稳定 性 特性 的 主要 结 


对 各 种 平行 剪 切 流 已 进行 过 细致 的 研究 . 典型 的 中 性 曲线 形状 如 图 10. 11 所 
示 . 典型 流动 的 临界 Re. 数 和 相应 临界 波 数列 于 表 10.1. 如 图 所 示 , 中 性 曲线 将 
(Re ,a) 平面 分 成 两 个 区 域 ,在 中 性 曲线 以 外 ,一 切 的 小 扰动 将 被 衰减 掉 , 是 稳定 
区 .在 中 性 曲线 以 内 是 不 稳定 区 ,扰动 将 被 放大 .在 曲线 左 端 存在 一 个 临界 Re. 数 ， 
当 Re 过 Re. 时 对 所 有 波 数 a ,流动 是 稳定 的 ; 当 Re > Re. 时 ,在 一 定 波 数 范围 内 ， 
总 存在 不 稳定 的 扰动 模 (c; 二 0 或 w， 全 0). 在 边缘 曲线 右 端 有 两 种 情形 . 图 
10. 11(a) 对 应 于 没有 拐点 的 速度 训 面 .如 平面 Poiseuille 流 、Blasius 平 板 边界 层 等 . 
根据 Rayleigh 拐点 定理 , 当 Re -> % 时 .流动 对 所 有 的 a 是 稳定 的 .因此 , 当 Re 一 
% 时 ,曲线 的 上 分 梳 与 下 分 校 在 右 端 都 趋 于 w = 0 的 横 轴 .图 10. 11(Cb) 对 应 于 有 拐 
点 的 速度 剖面 ,如 有 逆 卡 梯度 时 的 边界 层 . 根据 Fj$rtott 不 稳定 判 据 , 当 Re 一 % 
时 ,它们 应 趋 于 无 黏 不 稳定 极限 ,所 以 ,曲线 上 分 枝 右 端 w 值 趋 于 c,,w* 是 无 黏 不 稳 
定 的 截断 波 数 ,在 0 二 a 二 a; 区间 是 匹 寿 不 稳定 的 . 


图 10.11 某 些 典 型 的 边缘 不 稳定 性 曲线 c;(a.R) = 0 示意 图 


平板 层 流 边 界 层 . 其 稳定 性 的 理论 研究 可 以 追溯 到 海 森 堡 (Heisenberg) 和 托 
尔 明 (Tollmien) 的 工作 .是 Tollmien(1929) 和 Schlichting(1933) 首先 利用 O-S 方 
程 ,研究 了 Blasius 边界 层 的 稳定 性 ,但 是 ,在 理论 确立 后 很 长 一 段 时 间 内 没有 得 到 
实验 证 实 . 直到 1940 年 在 美国 国家 标准 局 的 低 消 流 度 风 洞 内 ,利用 振动 片 技术 人 
为 引入 给 定 振幅 和 频率 的 扰动 , 在 下 游 终 于 观测 到 了 不 稳定 扰动 波 , 并 验证 了 
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Blasius 边界 层 的 中 性 稳定 曲线 .后 人 就 将 在 Blasius 边界 层 内 小 扰动 引起 的 波动 称 
为 Tollmien-Schlichting 波 (T-S 波 ). 这 是 线性 稳定 性 理论 的 一 次 重大 成 功 . 图 
10. 12 是 中 性 稳定 性 曲线 实验 和 理论 的 比较 ,虚线 是 Schlichting(1933) 用 近似 方 


表 10.1 某 些 重 要 的 平行 基本 流 的 稳定 性 特性 


流动 类 型 UCz)/ Us 四 ， 邮 注 


L=6’， 
图 10. 11(ay) 
L = 半 宽 ， 
图 10. 11(a) 
Shear Layer U= tanhz,—-%<z<% . 图 10. 11l(c) 


Blasius B L U= f(D),z 守 0 


Plane Poiseuille U=1-z*,~-1< 


| 偶数 模 ， 
了 一 2 一 2 
Jet or wake U= sechiz,—- ~%<z<% - 图 10. 11(d) 


Plane Couette U=z,-1< 一 z 一 1 Stable 


Hagen-Poiseuille U=1-7r,0 达 rr 过 1 stable 


400 


一 Shen(l954) 


100 


1000 
Re= USYY 
10. 12 ”Blasius 边界 层 中 性 稳定 性 曲线 理论 与 实验 的 比较 
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法 得 到 的 原始 中 性 曲线 , 实 线 是 沈 申 甫 (1954) 改进 的 计算 ,co 是 Schubauer 和 
Skramstad(1947) 实验 结果 .理论 结果 表明 ,临界 雷诺 数 为 Re。= US* /v = 520， 
a ”= 0.3, 相 应 的 波长 为 1 = 2x/a。 = 2x6* /0.3 之 186" 之 66, 其 中 6" ,5 分 
别 为 边界 层 位 移 序 度 和 边界 层 厚度 . 可见 边界 层 首次 失 稳 的 T-S 波 有 很 大 的 波长 ， 
对 于 短波 则 是 稳定 的 . 

平面 Poiseuille 流 .平面 Poiseuille 流 是 常 压力 梯度 驱动 的 两 平行 平板 间 的 流 
动 ,是 严格 的 平行 剪 切 流 ,N-S 方程 的 精确 解 . 它 的 线性 稳定 性 理论 分 析 类 似 于 平 
板 边 界 层 . 根 据 数值 计算 结果 (Orszag,1971), Re。= 5772. 22,a。= 1.02056, 临 界 
相 速 度 c = 0. 2640. 它 的 中 性 曲线 的 上 下 分 支 在 Re 一 w 时 趋 于 a = 0, 这 表明 在 
Re 六 1 时 ,平面 Poiseuille 流 仅 对 长 波 扰动 是 不 稳定 的 .图 10. 13 是 中 性 稳定 性 曲 
线 实验 和 理论 的 比较 . 实 线 是 Itoh(1974) 计算 的 稳定 性 边界 . Nishioka(1975) 的 实 
验 点 用 空心 圆 o 表示 衰减 的 扰动 ,实心 贺 @ 表示 增长 的 扰动 ,半空 心 圆 表示 近 中 性 
扰动 .由 图 可 见 ,理论 和 实验 符合 得 很 好 .但 是 实验 还 发 现 ,只 有 在 流向 速度 脉动 小 
于 中 心 线 速 度 的 1%, 且 在 演化 的 早期 阶段 ,实验 才 与 线性 理论 符合 .但 是 若 来 流 扰 
动 大 于 某 个 阅 值 后 ,流动 在 雷诺 数 低 至 1000 时 就 变 成 不 稳定 的 了 . 非 线性 理论 分 
析 表 示 平 面 Poiseuille 流 是 亚 临 界 分 叉 的 ,经 过 亚 临 界 分 义 后 流动 迅速 转变 成 湛 
流 . 关 于 分 又 的 概念 见 10. 5 页. 


Re(x 10°) 


图 10.13 平面 Poiseuille 流 中 性 稳定 性 曲线 、 理 论 和 实验 的 比较 
对 于 无 界 的 自由 剪 切 流 ,如 U = tanhz, 它 有 一 个 拐点 ,其 不 稳定 性 特性 基本 
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由 无 黏 理 论 确定 .有 计算 表明 , 黏 性 的 影响 在 Re < 50 时 才 显 现 出 来 ,但 没有 临界 
雷诺 数 存在 (图 10. 11(c)). 对 于 射流 和 迹 ( 如 = sech*y, 图 10.11(d)), 有 两 个 抛 
点 ,是 无 黏 不 稳定 的 . 它 的 临界 Re 数 非常 低 , 约 为 4, 相 应 的 波 数 为 0. 17. 藉 性 约 在 
Re 到 100 才 显 现 出 来 ,起 稳定 作用 . 像 自由 剪 切 流 、. 射 流 和 迹 这 样 无 黏 不 稳定 的 流 
动 , 往 往 关心 的 是 它们 的 扰动 最 大 增长 率 , 而 不 是 临界 Re 数 ,因为 当 Re 数 很 小 时 ， 
平行 流 假设 已 不 适用 . 

然而 ,根据 线性 理论 , 圆 管 Hagen-Poiseuille 流 ,平面 Couette 流 ,在 任意 Re 数 
下 总 是 稳定 的 .这 与 实验 结果 不 一 致 ,反映 了 线性 稳定 性 理论 的 局 限 性 . 

在 图 10. 11(b) ~ (d) 中 ,基本 流速 度 剖 面 有 拐点 , 当 Re 一 % 时 它们 是 无 黏 不 
稳定 的 ,只 有 在 Re 二 Re. 后 所 有 扰动 被 抑制 ,流动 变 成 稳定 的 .在 这 里 黏 性 主要 起 
稳定 作用 ,但 是 ,对 于 图 10. 11(a) 中 的 流动 , 当 Re 过 Re. 和 Re -> % 时 都 是 无 竺 稳 
定 的 ,但 由 中 性 曲线 可 看 出 ,对 于 某 些 较 大 和 中 等 Re 数 ,在 一 定 的 波 数 带 内 流动 是 
失 稳 的 .这 一 事实 充分 表明 ,这 时 黏 性 有 双重 作用 :在 小 Re 数 时 主要 起 稳定 作用 ， 
但 在 中 等 到 大 Re 数 时 黏 性 又 促进 了 流动 失 稳 . 


10. 3. 4 “平行 剪 切 流失 稳 机 理 : 黏 性 的 双重 性 


我 们 可 以 从 能 量 的 观点 定性 地 分 析 平 行 剪 切 流失 稳 的 机 理 . 在 二 维 线 化 小 扰 
动 方程 (10. 3. 2(a)) 两 边 点 乘 u ,再 考虑 到 6 = Vx UV = - Vx6, 可 以 得 到 扰 
动 动能 方程 
(2 + v2)( )+ ve Cpu’) =— Uz) uw tv (1 x 6) -6 ¢. 
上 式 各 量 在 一 个 波长 内 取 平 均 , 即 


Zn a 


-a 
(qz,D = 六 | gxyz,Ddx 
代入 上 式 , 再 从 zi 到 zs 积分 ,得 到 平均 扰动 动能 的 平衡 方程 
okK_y_l 
2 = M - RN, (10. 3. 18) 
其 中 
四 
K= | lul dz, (10. 3. 18a) 
21 
M=-— | U’Cuw ydz, (10. 3. 18b) 


“1 
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22 


N = |《( 状 -名 ) 》az (10. 3. 18c) 


方程 (10. 3. 18) 左边 项 是 扰动 能 量 (K) 的 时 间 增长 率 , 右边 第 一 项 (M) 是 雷 
诺 应 力 和 平均 速度 梯度 的 乘积 的 积分 ,表示 雷诺 应 力 做 功 的 生成 项 ,是 基本 流 和 扰 
动 之 间 通 过 雷诺 应 力 的 能 量 输 运 . 它 可 正 可 负 , 如 果 是 正 的 (M > 0), 能 量 从 基本 
流 输 运 到 扰动 ,为 扰动 供给 能 量 ; 而 如 果 是 负 的 (M < 0) ,能量 从 扰动 被 抽 吸 到 基 
本 流 .右边 第 三 项 (N) 是 扰动 动能 的 耗 散 项 , 它 总 是 正 的 ,使 扰动 能 量 耗 散 成 热 . 显 
然 ,要 使 流动 失 稳 ,扰动 增长 ,首先 必须 有 M > 去;N, 这 里 雷诺 数 起 到 重要 作用 ,在 
小 雷诺 数 时 ,能 量 耗 散 项 是 支配 地 位 ,流动 是 稳定 的 . 当 雷 诺 数 超过 临界 雷诺 数 时 ， 
生成 项 大 于 了 耗 散 项 ,流动 变 成 失 稳 . 

从 式 (10. 3. 18) 乍 看 起 来 , 猪 性 仅 出 现在 耗 散 项 中 ,总 是 稳定 作用 的 .但 是 实际 
上 共性 可 以 通过 Reynolds 应 力 对 生成 项 也 起 重要 作用 .这 就 使 得 我 们 有 必要 讨论 
一 下 临界 层 和 Reynolds 应 力 的 作用 . 


将 正则 模 形 式 的 wu,w( 式 (10.3.11)) 代入 Reynolds 应 力 的 定义 ,r = 
2na 
— (uu'w’)=— 之 | uw dx ,可 得 到 
2 区 0 
t= Lp 一 $* $’ Jez, (10. 3.19) 


其 中 $4" 是 多 的 复 共 恩 . 对 上 式 求 z 的 微 商 , 并 利用 无 条 Rayleigh 方程 
(10. 3. 16(a)) 消去 如 ,各 ”后 得 到 


ee (10. 3. 20) 


由 上 式 可 知 , 对 于 无 黏 中 性 稳定 模 (c;， = 0,c 是 实数 ) ,只 要 在 U 关 c 的 地 方 ， 
总 有 dr/dz = 0,r 是 常数 或 零 .而 穿 过 临界 层 (U = c) 时 ,可 以 证 明 ( 从 略 ), 对 于 
中 性 稳定 模 ,Reynolds 应 力 在 临界 层 处 有 间断 , 即 : 

当 c ->0',， 


[z] = | $2, (10. 3. 21) 


其 中 [rz] = r(z) 一 rt(zi). 因此 , 对 于 无 攻 中 性 稳定 模 , 在 两 个 临界 层 之 间 
Reynolds 应 力 是 常数 . 男 一 方面 ,为 了 满足 在 边界 上 rt(z1) = rt(zs) = 0( 由 速度 无 
穿 透 条 件 得 到 ), 穿 过 所 有 临界 层 的 Reynolds 应 力 间 断 之 和 应 为 零 .如 果 基 本 流速 
度 是 单调 的 , 流 场 中 只 存在 一 个 临界 层 ,我 们 立刻 可 知 在 全 流 场 中 + 三 0. 
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Reynolds 应 力 还 可 以 写成 男 一 种 表达 式 


c= uw) = || Wz) | cos( Pal 2) — pul ze 


(10. 2. 22) 
其 中 下 (z) 三 | Wz) | ewW(z) 三 | w(z) | er 可见 Reynolds 应 力 大 小 是 
受 扰动 速度 的 相位 差 9,(z) - 2。(z) 控制 的 .对 于 具有 单一 临界 层 的 无 黏 中 性 稳 
定 模 ,rz = 0 就 意味 着 必须 有 9 一 9。= + r/2, 两 相位 正 交 .以 上 说 的 是 无 黏 中 性 
稳 模 的 情形 .但 是 ,在 大 旦 有 限 的 Re 数 范围 内 ,临界 层 附近 黏 性 作用 是 不 能 忽略 
的 ,任何 的 强 间 断 终 被 黏 性 光滑 掉 . 由 于 黏 性 作用 ,会 使 u,w 之 间 的 相位 差 有 一 个 
鸳 移 .不 再 正 交 .致使 可 能 产生 足够 大 的 雷诺 应 力 和 正 的 Ur ,克服 条 性 耗 散 . 这 就 
是 黏 性 失 稳 机 理 . 


10.4 ”离心 不 稳定 性 和 热 不 稳定 性 


我 们 在 这 一 节 中 继续 介绍 另外 两 类 流动 的 不 稳定 性 现象 , 即 同 轴 圆 柱 之 间 旋 
转 Couette 流 和 两 加 热 平 行 平板 之 间 Rayleigh-Bernard 对 流 的 不 稳定 .它们 产生 不 
稳定 的 机 理 不 同 ,前 者 是 由 于 离心 力 ,后 者 是 由 于 浮力 引起 的 不 稳定 .与 前 节 介 绍 
的 开 式 流 Copen flows) 不 同 ,它们 是 典型 的 闭 式 流 (closed flows) .所 谓 闭 式 流 是 指 
流体 质点 总 是 在 一 个 封闭 的 区 域内 运动 . 


10.4. 1 ”离心 不 稳定 性 


(1) Rayleigh 稳定 性 判 据 

在 对 旋转 Couette 流 作 稳定 性 分 析 之 前 ,我 们 首先 通过 简单 的 物理 论证 ,给 出 
一 个 对 旋转 流 适 用 的 无 黏 稳 定性 判 据 ,这 是 Rayleigh 于 1916 年 首先 给 出 的 . 

设 在 柱 坐 标 (r,0,z) 内 ,平面 轴 对 称 基本 流速 度 剖 面 为 (0,V(r),0), 它 是 无 
黏 Euler 方程 的 解 .对 于 定常 流动 ,在 任意 半径 r+ 上 流体 质点 的 离心 力 必须 被 一 个 
指向 圆心 的 径 向 压力 梯度 力 平 衡 , 即 V(r)/r =- dP/Pdr. 现 在 考虑 原始 位 于 7 
处 速度 为 VCri) 的 流体 微 元 ， 受到 径 向 小 扰动 位 移 到 r2rt2 > Ti. 在 忽略 黏 性 力 
条 件 下 , 流体 质点 的 角 动 量 守恒 , 即 V(r)r = const, 所 以 有 WCGCrm)rm = 
Vi(r2)r2，Vi(rs) 是 原来 在 7 人 处 的 流体 元 在 新 位 置 r; 处 的 速度 ,而 它 在 新 位 置 所 
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受到 的 离心 力 等 于 V(ra)/rs = (Cryr)27 玉 .同时 它 在 广 处 还 受到 大 小 为 - 
dP(r2)/Pdr = V(rz)/rs 压 力 梯 度 力 的 作用 ,如 果 VE(ra) 过 VECrz), 亦 即 Vir? 
去 区 及 或 者 Vir 过 Virs( 同 向 旋转 ) ,这 意味 着 , 原 处 于 ri 处 的 流体 微 元 在 7, 处 
(72 之 记 ) 的 离心 力 小 于 它 受 到 的 向 内 的 径 向 压力 梯度 力 , 故 它 将 被 推 回 到 原来 的 
位 置 ,流动 是 稳定 的 . 反之 , 是 不 稳定 的 . 因为 角 动 量 又 相当 于 速度 环 量 T(r) = 
2xrV(7), 故 流动 稳定 的 条 件 又 可 写成 Ti(r1) 之 T(r) ,yn 过 2. 

Rayleigh 稳定 性 判 据 可 表述 为 

基本 流速 度 为 (0, V(r),0) 的 轴 对 称 运动 流体 ,对 于 无 蒜 、. 轴 对 称 扰 动 , 当 且 仅 


当 在 流 场 中 处 处 有 dcP2 > 0 时 ,基本 流 是 稳定 的 .这 是 一 个 稳定 的 充分 必要 条 
件 .反之 ,只 要 在 流 场 中 菜 些 区 域 有 QI C7) 一 0, 流 动 是 不 稳定 的 ， 

但 是 ,这 只 是 一 个 对 轴 对 称 扰动 适用 的 稳定 性 判 据 ,对 于 非 轴 对 称 扰动 ,即使 
处 处 有 时 中 > 0 成 立 ,流动 也 可 能 是 不 稳定 的 . 

(2) 旋转 Couette 流 的 不 稳定 性 


两 同 轴 圆 柱 之 间 旋 转 Couette 流 的 不 稳定 性 是 离心 不 稳定 的 一 个 最 经 典 例证 . 
图 10. 14 是 其 示意 图 .在 内 外 半径 分 别 为 Ri 和 R; 的 同 轴 圆 柱 间 充 满 运动 黏 性 系 


10. 14 (a) 同心 旋转 圆柱 间 的 Couette 流 ;(b)Taylor 涡 示意 图 
数 为 v 的 不 可 压缩 流体 ,内 外 柱 分 别 以 Q1 和 2， 等 角速度 旋转 .如 果 贺 柱 的 长 度 远 


大 于 圆柱 间 的 缝 际 ,圆柱 上 下 底 的 影响 可 忽略 不 计 , 圆柱 可 近似 地 看 成 无 穷 长 . 
Taylor(1923) 是 最 早 研究 圆柱 间 旋 转 Couette 流 稳定 性 的 人 .他 实验 观察 到 ,只 有 
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在 无 量 纲 参数 7,( 见 后 面 的 定义 ) 小 于 某 个 临界 值 时 流动 才 是 稳定 的 ,超过 这 个 临 
界 值 , 旋 转 Couette 流失 稳 , 转 变 到 一 种 新 流动 形态 ,这 种 流 态 在 子午 面 内 出 现 一 系 
列 环形 二 次 流 ， 所 人称 aylor 润 

Taylor 在 做 稳定 性 分 析 时 ,根据 实验 观察 的 结果 作 了 如 下 简化 假设 : (i) 在 中 
性 边界 附近 ， 册 对 称 扩 动 是 最 不 稳定 的 、iD) 在 中 性 稳定 出 线 上 不 但 增长 为 
而 目 扰动 频率 也 为 零 , 这 意味 着 不 稳定 开始 后 后 的 流动 仍旧 是 无 振动 的 定常 流 . Gii) 
疾 颖 假设 ,d = RR < Ri 

为 简单 起 见 ,我 们 现在 来 讨论 在 Taylor 假设 下 的 旋转 Couette 流 的 线性 稳定 
性 .特别 关注 失 稳 开始 时 的 临界 参数 界限 ， 

(3) 线性 稳定 性 方程 

在 圆柱 坐标 系 (r,0,z) 下 ,旋转 Couette 流 站 = (0,V(r),0) 是 N-S 方 程 的 精 
确 解 式 (4. 4. 5)， 


2 2 
Vi) = Ar+ 8B,A = OR | 
R;5— Ri 
1 1 (10. 4. 1) 
一 1 二 ,0 过 < 2 | 
B Ri CR RI 过 rR 时 


小 扰动 的 三 个 分 量 记 为 (uw .vv ,w'), 由 假设 Qi), 对 于 轴 对 称 扰动 ,它们 只 是 
7.z 的 函数 , 即 9/30 = 0. 瞬时 流 场 分 解 为 
(Up ry zt) = CU FZ Vr +DOr zi Ww (r,Z.,1)) 
和 
Pryzti) = P(r)+p’'(r,z,1), 
代入 N-S 方程 后 得 到 线 化 小 扰动 方程 为 


au- 2 _ 3 二 v (Vu -点 )， (10. 4. 2a) 
9 < =- yw 三 ) (10. 4. 2b) 
Ea V2w’, (10. 4. 2c) 
1 a ), ow -0. (10. 4. 2d) 


2 ,19.8 
Y Ar: ror Bz 


根据 狭 颖 假设 (i) ,我 们 可 估计 出 上 面 方程 中 各 项 的 量 级 


3 = 0( 香 ) 汪 癌 =0( 直 ) 各 = (后 ) 
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略 去 高 阶 小 量 .方程 可 进一步 化 简 为 
py 2yn 1p : 
(a J )a = (10. 4. 3a) 
(Br) + 24u = 
号 y ): +2Au = 0， (10. 4. 3b) 
(总 -jw = 二 2 (10. 4. 3c) 
Bu | OW 
+ 2 = 0， (10. 4. 3d) 
二 oO: OO’ 
Vv 二 这 


对 式 (10. 4. 3a) 和 (10. 4. 3b) 分 别 求 z 和 r 的 偏 导数 ,消去 P, 再 用 式 (10.4. 3d) 消 
去 w ,得 到 


(2B- uv = 2 Vo (10.4.4) 
肯 将 轴 对 称 扰动 量 写成 正则 模 形式 


UU’ = Wr)er ie, 
(10. 4. 5) 


of +t iar 


v = DCr)e 
对 于 时 间 模 式 . 轴 向 波 数 a 是 实数 ,c = cv + ic cool 分 别 是 扰动 增长 率 和 圆 频 
率 ,o, 二 0 流动 不 稳定 .将 式 (10.4.5) 代 和 人 (10.4.3b) 和 (10.4.4) 得 到 用 wyv 表 示 
的 线性 稳定 性 方程 
[vy(D:— a:)—- oj]v -= 2Au. 


[yD — a2) oD’ a)u = 2 Yao.| ‘10. 4.6) 
其 中 DD = d/dr.V/r = Q(r) 是 流体 质点 的 基本 流 角 速度 ,如 果 我 们 假设 内 外 圆柱 
的 旋转 角速度 2: ,0 相差 不 大 ,在 狭 颖 假设 下 , 狭 颖 内 速度 接近 线性 分 布 ,Q(Cr) 
可 近似 等 于 O 或 Q; 或 它们 的 平均 0Q = (Q1+ 024)/2, 这 样 ,在 式 (10.4.6) 右 边 的 
系数 是 常数 ,我 们 可 以 进一步 消去 2 ,得 到 对 于 单一 变量 & 的 六 阶 常 微分 方程 ， 
[y(D: -al) -of(D: -ai)u = 4AQNau. (10. 4.7) 
边界 条 件 是 在 r = Ri,R; 处 速度 黏附 条 件 ,u = ”= w = 0, 现 在 需要 用 单 变量 4 
表示 这 些 条 件 . 由 连续 性 方程 ,在 边界 上 8w/83z = 0 条 件 得 到 Bu/Br = 0, 所 以 
u = Du = 0, 在 + = Ri.R; 处 . (10. 4. 8a) 
而 ”= 0 使 得 式 (10.4. 6b) 给 出 
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Dia - (20 + 2 = 0， 在 rr = Ri,Rs 处 . (10.4.8b) 


这 样 把 问题 化 简 为 求解 一 个 常 微分 方程 的 本 征 值 问题 .本 征 值 o 应 满足 
Foasv0 0 Ri,R) = 0. 

我 们 进一步 可 求 出 中 性 曲线 ,由 Taylor 假设 条 件 (i ,中 性 稳定 时 不 但 有 = 0 市 

日 有 oc， = 0., 因 此 在 式 (10.4.7) 中 令 o = 0, 引 入 无 量 纲 坐 标 x = (r 一 R1)/qd 和 

无 是 纲 轴 向 波 数 a = ad ,就 得 到 无 量 纲 性 稳定 性 控制 方程 


dz ,3 ~、 a , 
(gz @) nh =- Tuan, (10. 4.7') 
以 及 边界 条 件 
dd yd Ye . 
= 和 = 20 = 0， 当 x =0,1 时 ， (10.4.8c) 


其 中 T。 是 无 量 纲 Taylor 数 
4A0d: 20 Ri - QRDOd 


0 : (10. 4. 9) 
v vv Ri 
方程 (10. 4. 7) 也 是 个 本 征 值 问题 ,a ,T。 是 两 个 参数 ,中 性 曲线 由 
Fla,Ti)=0 
确定 .T，= T, (a) ,临界 Taylor 数 是 其 中 的 最 小 值 ,数值 结果 给 出 
T. = 1708， as = acd = 3.13. (10.4.10) 
上 述 结果 表明 , 当 QsR > 0Q1RI 时 ,总 有 
TT, < 0< 工 ， 


办 而 ,无 糙 稳 定性 的 充分 条 件 (2: 有 > CR) 对 于 黏 性 流 仍 是 适用 的 .但 是 , 当 
Di Ri > QQ RS 时 ,旋转 Couette 流动 却 未必 都 是 不 稳定 的 ; 当 ， 值 较 大 ,以 致 0 去 
T, 之 TT. 时 ,流动 仍 是 稳定 的 .只 有 v 值 小 致使 T. > 工 . 时 . 才 出 现 不 稳定 . 

图 10. 15 是 Taylor 得 到 的 中 性 边界 曲线 .理论 和 实验 两 者 符合 得 如 此 之 好 ,是 
线性 稳定 性 理论 的 一 大 成 功 ,从 此 莫 定 了 线性 稳定 性 理论 的 基础 .图 中 虚线 是 根据 


2 
Rayleigh 无 知 稳 定性 判 据 得 出 的 中 性 曲线 ,4 = 时 42 = 0, 即 QsR# - 


dr 
2, Ri = 0. 根据 无 入 Rayleigh 判 据 ,对 于 两 同 轴 圆 柱 间 的 旋转 Couette 当 外 柱 
旋转 、 内 柱 静 止 时 流动 总 是 稳定 的 . 当 内 柱 旋转 、 外 柱 静 止 时 流动 避 总 是 不 稳定 的 . 当 


两 柱 反 向 旋转 时 , 近 内 柱 区 域 是 不 稳定 的 , 近 外 柱 区 域 是 稳定 的 . 外 内 图 实验 结 
果 可 见 . 当 外 柱 静 止 时 2。= 0, 由 于 黏 性 的 影响 ,只 有 当 内 柱 旋转 速度 大 于 某 个 最 
小 旋转 速度 后 ,流动 才 是 不 稳定 的 .这 表明 黏 性 是 起 稳定 作用 ， 
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。 观测 点 
A -= 于 -1292 
9 讨 算 点 50 A 22 7 
稳定 | ,人 
“ 0 


-250 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 
图 10.15 ”由 Taylor 计算 和 实验 的 旋转 Couette 流 的 边缘 稳定 性 曲线 


10.4.2 Rayleigh-Benard 热 不 稳定 性 问题 


浮力 引起 的 热 不 稳定 性 也 是 流体 中 基本 的 不 稳定 性 现象 之 一 : 早 在 1900 年 ， 
Benard 就 进行 了 关于 热 不 稳定 性 导致 对 流 的 著名 实验 .而 在 1916 年 Rayleigh 首先 
提出 了 关于 热 对 流 的 线性 稳定 性 理论 分 析 方 法 ,这 条 路 线 一 直 指导 了 近 百 年 来 对 
对 流 涡 胞 的 分 析 和 研究 , 即 所 谓 的 Rayleigh-Bénard 对 流 . 

如 图 10. 16(a) 两 块 无 穷 大 水 平平 板 相 距 为 d .上 下 板 温 度 分 别 为 常温 TT, 和 

“ (a) os (b) 


O T 


图 10.16 (a) 平板 间 Rayleigh-Bénard 对 流 的 示意 图 ; 
(b) Rayleigh-Bénard 对 流产 生 的 六 角形 涡 胞 


Ti , 且 之 T,, 板 间 充 满 静 止 流体 . 此 时 流体 在 重力 作用 下 处 于 静 力 平衡 态 . 们 
是 ,由 于 重 的 冷 流体 位 于 轻 的 热流 体 之 上 ,根据 Rayleigh-Taylor 不 稳定 准则 (10. 2 
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节 ) ,这 种 平衡 是 不 稳定 的 , 因此 这 种 不 稳定 的 第 一 个 条 件 是 Ti 二 Ta. 不 过 ， 
Rayleigh-Taylor 不 稳定 准则 是 对 无 籍 流体 而 言 的 .由 于 流体 黏 性 的 作用 是 抑制 不 
稳定 的 发 生 ,导热 作用 又 力图 减 小 两 板 之 间 的 温度 差 ,内 此 ,可 以 预期 ,只 有 当下 热 
上 冷 的 两 板 温度 差 大 到 足够 强 的 程度 . 才 可 能 克服 上 述 两 种 阻尼 作用 ,使 流体 在 小 
扰动 作用 下 从 葛 止 转 为 运动 . 即 发 生 对 流 .这 个 不 稳定 需要 满足 的 第 二 个 条 件 可 以 
由 线性 稳定 性 理论 得 到 :可 以 证 明 存在 一 个 称 为 Rayleigh 数 ( 瑞 利 数 ) 的 无 量 纲 
参数 


Ra = 8PATd, (10.4.11) 


VK 

其 中 AT = T -Ts,8 为 热膨胀 系数 ,v 为 运动 黏 性 系数 ,< 为 热 扩 散 系 数 
(x = 大 /pc 大 和 cv 分 别 为 导热 系数 和 定 压 比 热 ). 当 Ra 过 Ra. 时 对 所 有 波 数 a 
平衡 是 稳定 的 , Ra。 称 为 临界 Rayleigh 数 , 它 类 似 于 平行 剪 切 流 中 临界 Reynolds 
数 Re.. 

(1) Bénard 问题 的 线性 稳定 性 方程 

线性 稳定 性 分 析 的 方法 与 前 一 节 类 似 , 但 是 需要 强调 的 是 ,研究 热 对 流 问题 常 
用 Boussinesq 近似 方程 来 代替 N-S 方 程 .关于 Boussinesq 近似 的 概念 已 在 7.5 市 中 
介绍 过 .选取 d ,x/d,d2*/x 和 Pix*/d: 分 别 为 长 度 、 速 度 \ 时 间 和 压强 的 特征 尺度 ， 
以 及 令 0 = (TT 一 T1)/AT,Boussinesg 近似 方程 可 写 为 : 


Vu = 0,， (10. 4. 12a) 
动量 方程 
Ei + (ur Wu=_ Vp+PrVut+Pr. Rabes, (10.4.12b) 
能 量 方程 
+ ue. vo = V0 (10.4. 12c) 
和 状态 方程 
0 =1- BATo. (10. 4. 12d) 
1 
边界 条 件 在 z = 0,1 处 
uw=0 (10. 4. 13a) 
及 
90) =0, gd) =-1. (10. 4. 13b) 


式 中 有 两 个 无 量 纲 参数 ,Prandtl 数 Pr = we 和 Rayleigh 数 Ra = Bed*AT/rv. 从 
.374 。 
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上 式 可 见 ,Boussinesq 近似 是 指 密度 的 变化 主要 是 由 热膨胀 引起 的 .从 而 忽略 了 压 
力 变 化 引起 的 密度 改变 .并 且 也 略 去 了 密度 和 压力 变化 的 二 阶 小 项 .与 此 相 适 应 的 
是 , 仍 取 不 可 压缩 流动 的 连续 方程 , 以 及 能 量 方程 中 忽略 掉 昔 性 耗 散 爽 数 项 
(3. 5. 3a). 
从 式 (10. 4.12) 和 (10.4. 13) 可 得 静止 基本 态 的 解 为 
Us = 0.0 2) = 一 zol(z)UOo = [1+ BATz],] 


1 ， (010.4.14) 
Pu(z) = pi -5Pr* Raz, | 


其 中 下 标 “0” 表 示 基 本 态 . 今 = Ww.0= 0(z)+09.p= Po(z)+p .代入 式 
(10. 4. 12) 得 到 线 化 小 扰动 方程 


V. = 0. (10. 4. 15a) 
2 = Vp’ + Pr Viu’ + Pr Rag’e,, (10. 4. 15b) 
WW yw = V0, (10.4 15c) 
ot 

0 =— ppBATO. (10. 4. 15d) 


对 式 (10. 4. 15b) 求 两 次 旋 度 运算 ,并 利用 矢 豆 公式 
Vx (FxG)=(G.VWF-(F.VG+FV.G-GY.F. 
ViF = V(V. F) - Vx (Vx F), 


得 到 
Ol(Viu) , 2 _ 0 IUD2D2 7 
= RaPr (V 0'e: ~ VS )*+ Pr viviu.. 
取 上 式 的 z 方向 分 量 ,得 人 到 
2 
2 w) = RaPr(Vi0') + Pr ViViw’, (10. 4. 16) 
2 2 
其 中 Wf = 总 + 和 是 水 平 Laplace 算 子 .再 将 上 式 与 (10.4 15c) 联 立 ,消去 0, 可 
以 得 到 一 个 仅 关 于 法 向 速度 分 量 w 的 偏 微分 方程 
9 2 1 9 2 2 ”一 2 
(5 汪 )( 声 与 Vi )Viw = Ra Viw.. (10. 4. 17) 


由 右面 上 无 光 移 条 件 w= w= w= 0. 可 知 在 辟 而 上 有 总- = 0.3 = 0， 


山 连 续 性 方程 得 2 = 0, 所 以 在 z = 0.1 的 上 下 平 商 上 的 边界 条 件 以 及 等 温 吕 条 
件 ( 对 于 固 壁 ) 分 别 是 
。 37D 。 
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/ OW’ 
”az 0 (10. 4. 18) 
0 = 0. | 
方程 (10.4.17) 中 所 有 项 的 系数 均 为 常数 , 所 以 存在 正则 模 形式 为 w = 
W(z)fCx,y)e” 的 解 .其 中 分 离 变量 后 ,f(x,y) 满足 Helmholtz 方程 

Vif+a’f =0, (10. 4. 19) 
且 W(z) 满足 方程 
(D:—- aD a oD:-a:*-o/PrW =-a’RaW. 
(10. 4. 20) 
在 z = 0,1 处 的 边界 条 件 为 
W = DW = T= 0 (刚性 壁 ) (10. 4. 21) 
其 中 a 为 分 离 变量 引进 的 本 征 值 参数 ,D = d/dz.T = (a*Ra) 1(D* -a )(D*- 
a* - o/Pr)W. 这 里 需要 说 明 的 是 ,方程 (10.4.17) 是 关于 w ”单一 变量 的 微分 方 
程 ,所 以 9 = 0 的 边界 条 件 应 换 成 对 于 w 的 边界 条 件 . 在 固 辟 上 由 9 = 0, 可 得 
Vi0” = 0, 于 是 从 方程 (10. 4. 16) 得 到 了 = 0. 式 (10. 4. 20) 和 (10. 4. 21) 是 最 终 得 
到 的 正则 模 形 式 的 线性 稳定 性 方程 及 边界 条 件 , 它 是 一 个 六 阶 线性 常 微分 方程 的 
本 征 值 问 题 . 
如 果 我 们 把 方程 (10. 4. 20) 和 (10. 4.7) 作 一 比较 ,会 发 现 这 两 个 问题 的 稳定 
性 控制 方程 在 数学 上 形式 是 一 致 的 ,这 就 是 Taylor 问题 和 Bénard 问题 的 “等 价 
性 ”,Taylor 问题 中 的 离心 力 “ 等 价 ”于 BEnard 问题 中 的 浮力 . 以 下 的 处 理 便 与 
Taylor 问题 完全 一 样 了 . 
(2) Benard 问题 稳定 性 特性 
可 以 严格 证 明 ( 从 略 ),Bknard 问题 有 一 个 重要 的 稳定 性 特性 :中 性 曲线 上 一 
定 有 o = 0, 即 所 谓 的 稳定 性 交换 原理 .这 意味 着 ,如 果 Ra 过 0, 必 有 流 (o) 二 0. 而 
Ra 一 0 表示 AT = Ti -7 人 < 天 0, 故 当 两 平板 下 冷 上 热 时 系统 肯定 是 稳定 的 . 同时 ， 
如 果 Ra 盖 0, 则 必 有 .多 (cc) = 0, 此 时 稳定 与 否 由 沈 (c) 大 小 确定 : 若 沁 (co) 二 0 稳 
定 , 反 之 则 不 稳定 ,中 性 稳定 时 六 (cc) = 0. 这 个 稳定 性 特性 还 表明 , 失 稳 后 的 流动 
是 趋 于 另 一 个 定常 流 态 . 
在 方程 (10. 4. 20) 中 令 c = 0, 立 即 可 得 到 中 性 稳定 性 控制 方程 


瑟 


(D: ~ aYW=-a’:RaW, (10. 4. 22) 
以 及 相应 的 边界 条 件 
W = DW = T = 0 (刚性 辟 )， (10. 4. 23) 


共 中 了 = (asRa)-D2 一 a2)2(D* 一 qa*)W. 中 性 曲线 由 边界 条 件 (10.4.23) 给 
* 376 ， 
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出 为 
Fla,Ra) = 0 
在 Ra-a 平面 上 中 性 曲线 上 Ra = Ra(a) 的 最 小 值 就 确定 了 临界 Ra. 数 , 对 于 Ra 
过 Ra 的 任意 初始 的 扰动 在 无 穷 长 时 间 后 都 会 被 衰减 掉 , 系 统 恢复 到 静止 态 . 虽然 
方程 (10. 4. 22) 看 似 简单 ,要 想得到 解析 形式 的 Ra = Ra(a) 关系 确 很 困难 ,借助 
于 数值 解 算得 对 于 刚 壁 一 刚 壁 情形 可 以 得 到 
Ra. = 1708， a. = 3.117. (10. 4. 24) 
图 10. 17 是 稳定 与 不 稳定 之 间 的 
对 流 胞 的 水 平 形状 可 由 解 
方程 (10.4. 19) 确定 .f(x,y) 是 6000 
与 对 流 胞 的 水 平 图 案 有 关 的 函 | 
数 , 而 a 则 与 对 流 胞 的 水 平 尺度 
有 关 , 称 为 水 平 波 数 . 可 以 找到 
方程 (10. 4. 19) 的 以 下 特 解 : 
对 于 长 卷 形 对 流 胞 
f(x,y) = cosax, 
对 于 算 形 网 格 状 胞 
flx,y) = cosa1xcosasy, 


对 于 六 角形 胞 
flx,y) = cos[ 却 aQSx 十 | 


8000 


10. 17 ”Bénard 对 流 的 中 性 稳定 曲线 


+ cos| 六 a V3x 一 + COSay, 


图 10. 18 是 Nusselt 数 随 Rayleigh 数 变 化 ,实验 是 对 不 同 的 Prandt 数 的 流体 
介质 做 的 . Nusselt 数 定义 为 

Hd . 
kT — Ts) 
其 中 五 是 单位 面积 的 平板 上 传递 给 流体 的 实际 热量 . Nu 数 是 单位 面积 的 平板 上 
传递 给 流体 的 实际 热量 与 没有 对 流 时 纯 导 热 的 热量 之 比 ,k 是 导热 系数 .从 图 中 可 
看 到 , 当 Ra 过 Ra 时 Nu = 1, 表 明 此 时 不 存在 对 流 ; 当 Ra Ra 以 后 , 随 Ra 数 
增 大 Nu 数 有 显著 的 增加 ,表明 对 流 换 热 的 增强 .理论 顶 测 的 临界 值 与 实验 测量 值 


Nu = 
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相 比 符合 得 很 好 .证 明了 线性 稳定 性 理论 可 以 正确 地 预测 热 对 流 的 开始 . 
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Nu 


Rx10° 


图 10. 18 Nussclt 数 随 Rayleigh 数 的 变化 (实验 数据 ) 


10.5 “ 非 线 性 .分 又 和 混 惩 


如 何 从 层 流 演化 到 汕 流 , 通 过 什么 样 的 途径 和 方式 转变 到 汕 流 .一 直 是 流动 稳 
定性 和 消 流 理论 研究 中 最 有 只 挑战 性 的 一 个 问题 . 时 在 20 世纪 40 年 代 朗 道 
(Landau) 就 提出 了 一 种 猜想 ,他 认为 从 层 流 失 稳 发 展 到 滑 流 是 通过 --- 系 列 逐 次 分 
叉 完 成 的 .并 且 他 还 给 出 了 扰动 振幅 的 非 线性 演化 方程 .线性 稳定 性 分 析 告 诉 我 
们 ,对 于 一 定 的 流动 .存在 一 个 临界 衙 诺 数 Re.( 或 其 他 临界 参数 ), 当 Re < 过 Re。 
时 ,N-S 方 程 有 唯一 稳定 的 定常 解 . 妆 道 认为 , 当 Re > Re. 后 ,定常 解 变 得 不 稳定 ， 
一 般 说 来 ,首先 出 现 一 个 频率 为 wi 的 周期 性 解 . 下 线性 微分 方程 在 参数 达到 临界 
值 时 出 现 新 解 ,这 种 现象 数学 上 叫做 “分 又 ”bifurcation). 有 期 道 进一步 设想 . 当 Re 
数 再 增 大 .这 种 周期 运动 解 又 会 变 得 不 稳定 ,引起 第 二 次 分 又 ,产生 一 个 频率 为 os 
的 周期 解 迭 加 在 wi 的 周期 性 解 上 , 旦 oa 和 ws: 一 般 是 不 可 公约 的 .这 样 , 随 着 雷诺 
数 继续 增 大 ,就 会 不 断 引 起 新 的 分 又 ,并 且 产 生 新 分 义 的 雷诺 数 增 量 变 得 愈 来 愈 
小 ,流动 中 含有 的 频率 也 就 愈 来 愈 多 . 如 果 在 多 次 分 又 中 相继 出 现 的 频率 为 wi， 
wz wn ,流动 就 变 成 为 含有 许多 种 频率 的 拟 周 期 运动 .其 道 认为 ,无 限 多 次 的 连 
续 分 又 .最终 将 导致 清流 . 

分 又 是 非 线性 动力 系统 的 一 种 内 瘟 特性 ,下 面 我 们 以 一 维 发 展 方程 为 例 , 介 绍 

。，378 ， 


儿 种 典型 的 分 义 特 性 . 


10.5.1 分 又 
为 了 说 明 分 义 的 基本 概念 .我 们 考察 下 面 的 非 线 性 常 微分 方程 
dx per.), (10. 5. 1) 
dt 
满足 Gx .1) = 0 的 点 x = x 称 为 平衡 点 ./ 是 参数 . jo X= 三 x。 三 常数 中 方程 
(10. 5. 1) 一 个 艇 ， 对 应 于 流体 力学 中 的 定常 流 解 . 当 任 意 给 定 一 个 小 扰动 , 即 


= 0 时 , 今 x(0) = x 二 e ,如 果 解 曲线 x = x(7) i a Xx。, 则 平衡 解 
x = Xe 是 不 稳定 的 ;反之 ,如 果 x = x(1) 最 终 趋 于 x = x,, 则 解 是 稳定 的 .平衡 点 
的 位 置 取决 于 参数 £ 的 值 , 解 的 稳定 性 , 既 取 决 于 盟 数 F(x ,4) 的 形式 ,也 取决 于 
A 的 值 . 

随 着 滑 数 F(x ,A) 形式 的 改变 ， 式 澡 了 有 芝 让 值 的 改变 .方程 (10. 5. 1) 的 解 
的 结构 或 者 解 的 稳定 性 都 可 能 发 生 改 变 . 对 于 给 定 的 方程 . 即 给 定 的 FCx,A) 机 
数 , 当 参数 y 改变 时 ,如 果 解 的 形式 或 解 的 稳定 = 性 发 后 突变 ， 比如 ,由 存在 平衡 点 
(定常 解 ) 到 不 存在 平衡 点 ,或 者 出 稳定 平衡 解 变 成 不 稳定 平衡 解 , 都 称 为 解 的 “分 
义 ” ;发生 分 叉 的 参数 A 的 临界 值 . 称 为 * 分 义 点 ”或 “临界 点 ”. 

下 面 介绍 几 类 重要 的 分 又 及 其 稳定 性 特性 ， 

(1) 鞭 结 点 分 又 .考察 一 维系 统 


dr (10. 5. 2) 
此 种 情形 下 ,平衡 点 方程 Fox = /一 虚 = 0, 当 六 二 0 时 ,无 解 ;4 = 0 时 有 一 
个 解 ,x。 = 0;4 盖 0 时 有 两 个 解 :x。 = 二 VE. 并 上 


[< 0， xXx。 < 0， 
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0. x 0. 
三 0,x。= 0 称 为 转向 点 .现在 来 分 析 平 衡 解 附 近 的 稳定 性 特性 . 设 x = x 一 xXx。 
是 在 平衡 解 附近 的 小 扰动 .代入 式 (10. 5. 2) 并 线 化 得 到 线 化 小 扰动 方程 

dx = 一 2 ， X = x (0)e “ei, 
其 中 x (0) 是 小 扰动 的 初始 幅 值 .对 于 x.。 = Vr 放 0 分 枝 , 当 +t 一 % 时 任意 小 扰动 
xX 一 0,xX 一 xX 三 VA, 所 以 是 稳定 的 .而 x。 = 一 Vk <0 的 分 枝 是 不 稳定 的 ,取决 
于 初 值 的 符号 ;如果 x (0) 二 0, 当 1 一 时 x 一 - %; 如 果 x (0) 守 0,x 一 x! = 
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VF. 转 向 点 又 称 为 鞍 结 点 分 叉 ,因为 它 在 4 > 0 时 存在 一 个 稳定 平衡 点 ( 结 点 ) 和 
一 个 不 稳定 平衡 点 (鞍点 ). 随 着 x 的 减 小 .两 种 平衡 点 相互 接近 ,碰撞 最 后 消失 , 故 
将 这 种 分 义 过 程 称 为 * 逻 结 点 分 叉 ”. 它 的 分 叉 及 稳定 性 特性 如 图 10. 19 所 示 , 实 线 
表示 稳定 的 平衡 解 ,虚线 表示 不 稳定 的 平衡 解 ( 下 同 ). 

(2) 跨 临界 分 又 .考察 一 维系 统 


dx _ 2 
dr = HX — X”, (10. 5. 3) 
其 平衡 解 FCx,4) = Lx -x* = 0 有 了 两 个 根 x。= 0,x。= K. 在 (4,x。) 平面 上 .两 
支 平衡 解 曲线 均 通 过 原点 (/ = 0,x = 0) , 故 原点 是 个 分 叉 点 .由 线 化 小 扰动 方程 
dx = 一 “ ” 一 v/ PC-2x 71 
di (HA 一 2Xo)X ， Xx x (Oe 


可 知 ,对 于 平衡 解 x。= 0, 有 x = x 0)e , 当 / 近 0 时 平衡 解 是 稳定 的 :上 4 盖 0 时 
平衡 解 是 不 稳定 的 .对 于 平衡 解 x。= ,有 Xx = x (0)e“. 当 4 过 0 时 平衡 解 是 不 
稳定 的 ,x 之 0 时 平衡 解 是 稳定 的 .由 此 可 见 当 参数 A 从 负 经 过 零 变 为 正 时 ,它们 的 
稳定 性 特性 发 生 了 交换 .分 又 图 见 图 10. 20. 


图 10. 19 ” 挝 结 点 分 又 10.20 ”器 临 界 分 叉 
跨 临 界 分 又 不 同 于 鞍 结 点 分 又 之 处 在 于 .前 者 在 通过 临界 点 时 ,平衡 解 不 是 消 
失 , 而 是 发 生 了 稳定 性 的 改变 . 
(3) 又 式 分 又. 考察 一 维系 统 
dx _ 3 
rp Lx — lx’. (10. 5. 4) 
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当 1 > 0 时 ,其 平衡 解 FCx ,A) = px - lx? = 0 有 三 个 根 x = 0,xzs = Vurl 
(4 之 0 全 0). 原 点 (A = 0,x = 0) 是 个 分 叉 点 . 线 化 小 扰动 方程 是 
dx 
dr 
对 于 平衡 解 x。= 0,x x“(0)e”, 当 4 二 0 时 平衡 解 是 稳定 的 ,x >0 时 平衡 
对 于 平衡 解 x。 = 二 VA/iC4 之 0,1 放 0),x = x (0)e 2 , 即 当 1 >0,A>0 
时 这 两 个 分 支 的 平衡 解 都 是 稳定 的 .此 种 情形 称 为 超 临 界 又 式 分 又 . 
当 1 二 0 时 , 除 x。= 0 仍旧 是 一 个 平衡 解 外 ,也 还 有 两 平衡 解 x。 = 二 VAALCU 
二 0,1 二 0). 利用 同样 的 方法 分 析 平 衡 解 附近 的 稳定 性 特性 可 知 , 对 于 平衡 解 x。 
= 0, 当 二 0 时 稳定 ,4 之 0 时 不 稳定 .对 于 平衡 解 x。 =+ VA/1Cr 过 0,1 二 0)， 
Ap 二 0 时 的 平衡 解 不 稳定 ,此 种 情形 称 为 亚 临 界 又 式 分 又 . 超 临界 和 亚 临 界 分 义 图 
见 图 10. 21. 图 上 平衡 解 曲线 的 形状 像 一 把 义 子 , 故 称 “ 义 式 分 又”. 


= (1 — 3lxi)x’, X = x (0 et 3d. 


(a) (b) 


10.21 (a) 超 临界 叉 式 分 叉 ;(b) 亚 临 界 又 式 分 义 
以 上 几 种 分 义 都 是 由 一 种 平衡 解 转 变 为 男 一 种 平衡 解 ,用 流体 力学 语言 即 由 
一 种 定常 流转 变 成 另 一 种 定常 流 ,比如 ,由 旋转 Couette 流动 转变 为 Taylor 涡 结 
构 . 下 面 考察 由 平衡 解 分 又 变 为 周期 解 的 情形 . 
(4) Hopf 分 又 . 单 变 量 常 微 分 方程 不 可 能 产生 周期 性 分 又 .为 此 ,我 们 考察 一 
个 一 阶 常 微分 方程 组 
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三 一 一 ACE 十 用 .| 
q (10. 5. 5) 
ya). 
dr X— YC(X +y a) | 
在 原点 (x = 0,y = 0) 处 是 该 系统 的 平衡 解 .其 线 化 小 扰动 方程 是 


dx /a —1 
Ht 1)(%). 
假设 存在 正则 模 形式 的 解 x .y oc e”, 则 o 是 其 系数 第 阵 的 本 征 值 , 即 尼 = 
一 一 1] 
” 0 的 根 ,e = a 土 i, 其 解 为 


1 da—o 
/ 4 
x 一 Xo 二 让 
= je . 
y yo 


当 a 二 0 时 ,对 于 两 个 本 入 值 ,平衡 解 都 是 稳定 的 ;本 征 解 (x ,y) 的 曲线 呈 螺 
旋 线 趋 于 原点 .反之 ,a > 0, 平 衡 解 x = 0,y = 0 是 不 稳定 的 . 


10. 22 ”参数 平面 上 超 临界 Hopf 分 又 图 
事实 上 ,我们 车 在 极 坐 标 下 把 方程 (10. 5. 5) 改写 成 


dr = ra - | 
dt 
- (10. 5. 6) 
| 
dt ” 


其 中 x = acos9,y = asing. 从 式 (10.5.6) 可 见 , 这 时 + 和 6 是 解 看 的 ,而 且 关 于 * 
的 微分 方程 (10. 5. 6a) 与 又 式 分 又 方程 (10. 5. 4) 形式 上 一 致 .因此 我 们 知道 ,除了 


原点 是 一 个 平衡 解 外 ,+r = Va 也 是 一 个 平衡 解 , 调 且 是 稳定 的 平衡 解 . 所 不 同 的 
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是 ,r = Va.0 = 2xt 不 是 一 个 定常 解 .对 于 所 有 的 a 二 0, 它 是 周期 为 2x 的 稳定 的 
周期 解 .任意 初 值 的 解 当 1 -> co 时 ,都 从 半径 为 + = a 的 圆 的 内 部 或 外 部 趋 近 于 
圆 ,这 取决 于 初 值 1 是 小 于 还 是 大 于 Va .该 圆 称 为 极限 圈 . 参数 a 从 小 于 a 经 4 = 
a. 点 转 到 大 于 a.. 从 而 平衡 解 (x。 = y。= 0) 失 稳 转变 成 稳定 周期 解 (x = 
Vacos2xt.v = Vasin2xt) 的 分 义 称 为 Hopf 分 叉 . 当 系 统 发 后 Hopf 分 又 时 ,正则 
模 的 一 对 复 共 斩 特 征 值 Cc = a + 说穿 过 虚 轴 ,从 负 实 部 经 过 零 变 成 止 实 部 . 

分 又 是 非 线性 系统 演化 的 一 种 重要 现象 .还 有 一 些 重要 分 又 如 倍 周期 分 又 , 问 
两 现象 等 就 不 -一 介绍 了 . 感 兴趣 读者 可 参阅 非 线性 动力 系统 的 教材 或 专 昔 . 运动 
的 流体 是 :一 个 多 参数 (如 Reynolds 数 `Mach 数 .Rayleigh 数 等 ) 的 非 线性 系统 . 当 
控制 参数 越过 临界 值 时 .系统 变 得 不 稳定 ,产生 许多 复杂 现象 .如 旋 潢 、 激 波 乃 至 满 
流 等 .本 童 介绍 一 点 非 线 性 系统 演化 的 基本 知识 ,希望 对 读者 理解 某 些 复杂 流动 现 
象 有 所 帮助 . 


10. 5.2 ” Landau 方程 


线性 稳定 性 理论 确定 的 一 次 失 稳 只 不 过 是 这 个 复杂 转换 过 程 的 第 一 步 . 根据 
线性 稳定 性 理论 , 失 稳 后 的 扰动 将 按 指数 随时 间 增 长 ,但 是 事实 上 扰动 不 可 能 无 限 
地 增长 , 当 扰 动 增 大 到 一 定 振幅 以 后 , 非 线性 将 起 明显 的 作用 ,抑制 指数 增长 达到 
一 个 饱和 态 . 线 性 理论 失效 ,必须 考虑 扰动 的 非 线 性 对 稳定 性 的 影响 ， 

Landau 认为 . 线 化 小 扰动 可 以 表达 为 正则 模 形式 a = ef[A(Dew u(y,z)+ 
c.c.] 解 的 和 迭 加 其 中 c.c. 表 示 复 共 轿 ,e 是 个 小 量 .在 Re 数 刚刚 超过 临界 Re. 数 不 
大 时 ,可 近似 地 只 考虑 一 个 最 不 稳定 的 模 , 其 他 模 是 衰减 的 . 当 考 虑 到 非 线性 效应 
时 ,由 于 Cu。V)u 项 ,本 征 解 的 非 线 性 相互 作用 可 能 产生 的 e* 量 级 的 项 为 | A |*， 
42esim + cc 可 能 产后 的 ss 量 级 的 项 为 | A |*Ae* +c.c. 和 A?e "+c.c. 等 . 
我 们 可 以 看 到 只 有 es 阶 项 中 的 | A |*Aew +c.c. 可 以 与 大波 A(Dewu(y,z)+ 
c.c. 相 互 作用 ,使 得 指数 增长 率 缓 和 ,最 后 演 为 饱和 的 非 线 性 波 .所 以 ,Landau 认 
为 非 线性 振幅 方程 应 具有 形式 


了 =co4-1141 4 (10. 5.7) 
或 
diAl_ ,|All-L|Al, (10. 5. 8a) 
dt 
dd ,|All’, (10. 5. 8b) 
dt 
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其 中 | A 1 和 0 是 复 振幅 的 大 小 和 幅 角 ,4 = | 4 | e*;o, 和 oi 是 由 线性 理论 确定 
的 增长 率 和 频率 ,c = co, +ioi;1 = 1 +il; 称 为 Landau 常数 .这 是 一 个 重要 的 参 
数 , 它 的 符号 对 于 流动 的 稳定 性 性 质 有 决定 性 的 影响 .将 o, 在 临界 Re。 数 附近 作 
Taylor 展开 ,近似 地 有 oc， = k(Re - Re.),k 是 个 常数 ， 
我 们 可 以 发 现 ,Landau 方程 (10. 5. 8) O00 5.6) 形式 有 些 相似 ,所 以 关于 
Hopf 分 叉 特 性 的 讨论 可 以 应 用 于 式 (10.5.8). 这 里 不 作 细 述 . 幸运 的 是 , 式 
0. 5. 8a) 下 在 睛 克 从 下 面 们 就 内 宇 的 铺 请 全 寺 技 分 机 已 的 稳定 性 特性 ， 


1 Al:= A ， (10. 5. 9) 


其 中 4, 是 初始 振幅 大 小 .这 个 解 有 如 下 特性 : 

(1) 对 于 7 全 0 和 c < 一 0( 即 Re 过 Re) 情形, 当 1->c2 时 ,一 切 初始 扰动 的 
振幅 最 终 趋 于 索 , 即 | 4 | 一 0. 表 示 亚 临界 雷诺 数 下 基本 流 是 稳定 的 . 

(2) 更 重要 的 是 ,对 于 71, 汪 0 和 go, 之 0( 即 Re > Re.) 情形 ,从 式 (10.5.9) 可 


见 ， 不 管 A, 值 是 一 Ci 时 总 有 | A | 一 4。 二 VY 二 /TF Re.) . 这 


表明 在 超 临界 雷诺 数 情形 ,对 初始 扰动 是 线性 不 稳 的 基本 流 , 逐 渐 演化 成 一 种 新 的 
层 流 流 动 .新 流动 与 初始 扰动 4, 无 关 , 其 振幅 A。 是 一 个 有 限 大 的 小 量 ( 因 0< Re 
Re. < Re,). 同 时 ,如 果 o; = 0, 则 新 流动 为 一 稳定 的 定常 流 ; 如 果 o; 关 0, 则 新 
流动 为 一 稳定 的 周期 流 .这 种 情形 称 为 超 临 界 稳定 ( 见 图 10. 23Ca)). 当 雷诺 数 从 亚 
临界 穿 过 Re = Re. 变化 到 超 临 界 时 ,基本 流 变 成 了 一 种 新 的 流动 ,我 们 也 称 为 流 
动 在 临界 雷诺 数 处 经 历 了 一 次 超 临界 分 又. 

在 一 定 的 更 高 雷诺 数 条 件 下 ,又 会 出 现 新 的 不 稳定 扰动 ,发 生 第 二 次 .第 三 
分 叉 , 如 此 等 等 ( 见 图 10. 23(a) 左边 的 示意 图 ). 

(3) 对 于 1 二 0 和 o, 半 0( 即 Re > Re.) 情形 ,此 时 Landau 方 程 (10. 5.8) 第 
一 式 右边 两 项 均 为 正 号 ,因此 | 4 | 随时 间 增 长 更 快 . 从 式 (10. 5.9) 分 母 易 知 当 
二 ml1 5)， 
| A 上 就 已 趋 于 ==, 这 在 物 埋 上 是 不 可 能 的 . 这 一 方面 说 明 此 时 非 线 性 演化 方程 
(10. 5.7) 右边 需 包 含 更 多 的 高 阶 项 来 平衡 , 另 一 方面 似乎 说 明 这 种 情形 要 比 1, 二 
0 的 情形 更 容易 发 展 成 湛 流 . 

(4) 特别 重要 的 是 ,对 于 1 过 0 和 o, 过 0( 即 Re < Re.) 情形 ,此 时 Landau 方 
程 (10. 5. 8) 第 一 式 右边 两 项 是 反 号 的 ,这 两 项 对 于 扰动 振幅 演化 贡献 的 大 小 取决 
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于 | A | 是否 大 于 或 小 于 闪 值 


(b) 


10.23 Lamdau 方程 解 
(a) 超 临 界 分 叉 ;(b) 亚 临 界 分 叉 


A,.e”r! 


如 果 4 二 4.. 当 上 一 ce 时 14 一 一 0. 表 明基 本 流 对 于 无 限 小 扰动 


区 A: 
是 稳定 的 .而 如 果 4, > 4,, 当 上 一 六 时 14 一 cs, 其 中 二 是 一 个 有 限 值 ,六 
= 一 吉 -In 全 二 .这 表明 在 亚 俐 界 时 ,基本 流动 对 于 无 穷 小 初始 扰动 是 稳定 的 ， 


而 对 于 大 于 阅 值 的 有 限 振幅 的 初始 扰动 是 不 稳 定 的 ， 这 种 情形 称 为 亚 临 界 不 稳定 
( 见 图 10. 23(b)). Landau 指出 ,对 于 亚 临界 失 稳 ,总 存在 一 个 更 低 的 临界 雷诺 数 
Rec ,Rec 是 亚 临界 分 又 的 转向 点 . 当 Res 二 Re 二 Re 时 , 亚 临 界 分 叉 有 三 个 平衡 
解 ( 见 图 10. 23(b) 右边 的 示意 图 ,虚线 代表 不 稳定 ). 当 Re 过 Rec 时 基本 流 是 整体 
渐 近 稳定 的 ,一 切 扰动 都 将 衰减 . 
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例如 ,业已 证 实 ,对 于 -- 维 圆柱 绕 流 的 一 次 失 稳 , 是 从 定常 流 经 历 一 次 超 临 界 
分 又 (1 二 0) 变 成 卡门 涡 街 .临界 雷诺 数 Re。 ~ 47 ,临界 无 量 纲 频率 S1 = 村 二 
0. 12./ 是 涡 脱 落 频 率 .DD 疗 柱 直 答 ,对 于 Poiseuille 档 流 和 管 
临界 分 又 (1 ,< 过 0). 

最 初 .Landau 方程 只 是 基于 他 对 物理 问题 的 直观 洞察 力 提出 的 一 个 模型 方程 
的 ,后 来 Stuart、Watson 等 人 对 平面 平行 流 . Benard 热 对 流 问 题 严 格 推导 了 扰动 振 
幅 的 弱 非 线性 演化 方程 ,证 明 与 Landau 方程 一 致 . 现 已 证 实 ,Landau 方程 对 于 研 
完 许 多 类 流动 的 弱 非 稳定 性 是 有 效 的 ， 


10.5.3 洛 伦 兹 (Lorentz) 方程 


流 . 一 次 失 秘 对 应 于 亚 


在 本 节 的 最 后 有 必要 介绍 一 下 Lorentz 方程 . 它 的 导出 与 Rayleigh-B6nard 对 
流 有 密切 的 关系 ,Lorentz 是 一 位 气象 学 家 ,他 在 研究 大 气 层 对 流 和 天 气 预 报时 ,将 
原始 的 Boussinesq 方程 大 胆 地 加 以 截断 ,简化 后 得 到 一 组 非 线 性 常 微 分 方程 

dX 


dt =—oX+oY, 

和 xX-Y- X72.. (10. 5. 10) 
d42 pz + XY. 

dt 


这 就 是 著名 的 Lorentz 方程.o.r,b 证 0, 其 中 go = yy 是 Prandtl 数 .rr = Ra/Ra、 
是 瑞 利 数 与 它 的 临界 值 之 比 , 是 与 水 平 波 数 有 关 的 参数 .这 组 方程 看 起 来 十 分 简 
单 , 却 反映 了 非 线性 动力 系统 的 丰富 内 涵 , 根 据 已 有 的 研究 结果 ,一 些 主要 特性 概 
述 如 下 . 

当 了 所 1 时 ,Lorentz 方 程 有 一 个 稳定 的 平衡 态 , 即 X = 0,Y = 0,Z = 0. 它 对 
应 于 无 对 流 的 热传导 状态 . 

当 上 = 工时 出 现 第 一 次 分 又 ,从 稳定 态 过 滤 到 不 稳定 态 .r 盖 1 以 后 产生 两 个 新 
的 定常 态 解 ,X = 了 =+ VE TD,Z = 了 -1 当 + 一 1 较 小 时 ,任何 图 绕 定 党 
态 的 扰动 经 过 阻尼 后 归于 消失 , 定 态 解 是 稳定 的 ,这 对 应 于 定常 对 流 胞 阶段 . 

当 = = 人 汪汪 时 出 现 另 一 次 分 叉 , 当 + 7。 以 后 没有 任何 稳定 的 
定 态 解 或 周期 解 存在 , 解 出 现 异常 复杂 的 情形 ,Lorentz 曾 选 择 参数 。= 10,b = 
8/3,r = 28 进行 了 计算 机 数值 模拟 ,此 时 7。= 24.74,r/r。= 1.13. 图 10.24 记 录 
了 长 时 间 的 和 的 变化 特性 , 它 交替 地 围绕 一 个 正 值 或 一 个 负 值 振 荡 ,然而 它 从 正 
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值 变 化 到 负 值 没有 任何 周期 可 言 .在 一 个 围绕 正 值 (或 负 值 ) 振荡 的 区 间 内 ,振荡 次 


图 10. 24 ”Lorentz 模型 的 解 
Ga) 阳 尼 振 沪 :Cp) 过 渡 到 非 周 期 振荡 ;(c) 混沌 
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数 在 一 个 大 范围 内 变化 着 ,没有 明显 的 规律 .此 时 三 维 空间 的 解 的 轨道 无 限 接近 一 
个 曲面 ,这 个 曲面 由 两 片 构 成 .先是 在 一 片 由 外 向 内 螺旋 式 地 绕 到 某 中 心 附 近 , 然 
后 随机 地 跳 到 另 一 片 外 缘 , 继 续 向 内 绕 转 , 以 后 又 再 次 突然 跳 同 原来 的 一 片 , 如 此 
往复 ,但 永远 不 趋 于 某 个 稳定 的 定 态 或 周期 解 . Lorentz 方程 解 的 轨道 曲线 总 是 落 
在 三 维 空间 中 极 薄 的 一 层 内 , 像 蝴 蝶 的 两 考 , 这 一 薄 层 愤 形 域 后 来 被 人 称 为 怪 引 子 
Cstrange attractor) .今天 ,人 们 将 这 种 多 次 折 芍 的 复 条 曲面 视 作 分 数 维 空间 ,数值 
计算 指出 ,Lorentz 怪 引子 的 维 数 是 2.05. 这 种 非 周 期 的 带 有 若干 随机 性 的 运动 现 
象 被 称 为 "混沌 (chaos)”. 但 混沌 现象 不 同 于 传统 意义 上 的 随机 函数 :首先 ,混沌 现 
象 是 控制 方程 在 给 定 初 值 条 件 下 的 确定 性 问题 的 解 : 但 其 解 对 初 值 条 件 极端 敏感 ， 
初始 条 件 的 微小 改变 可 以 导致 解 的 本 质变 化 . 这 种 高 度 敏 感 导 致 的 某 种 不 确定 性 ， 
使 解 的 结构 带 有 了 "有 序 ” 和 “随机 ”双重 特性 ,成 为 非 线性 复杂 系统 的 一 个 重要 特 
征 . 

精细 的 数值 计算 还 发 现 ,在 1 过 7 过 7。 时 还 存在 一 个 小 区 间 

24.06 < r < 24.74(= 1.). 

在 这 个 小 窗口 内 ,对 于 某 些 初 值 , 解 趋 近 于 两 个 定 态 解 之 一 .而 对 于 其 他 初 值 , 解 的 
属性 表现 出 与 在 r+ 之 +. 时 出 现 的 那些 属性 相同 . 

有 些 学 者 把 Lorentz 方程 解 表现 出 的 混沌 现象 与 漠 流 联系 起 来 ,作为 研究 注 
流 的 一 种 新 方法 ,但 也 有 的 学 者 对 这 种 混沌 现象 是 否 就 是 应 流 表示 怀疑 .但 不 管 怎 
样 ,Lorentz 方程 的 确 开 辟 了 一 个 值得 关注 的 新 的 研究 领域 . 


10.6 ”从 层 流向 满 流 的 转 损 


从 层 流 到 应 流 的 转变 过 程 称 为 转换 (transition). 转换 过 程 是 如 此 的 复杂 , 以 
致 目 前 达 没 有 任何 一 种 理论 可 以 统一 地 描述 它 的 机 理 .经 过 数 十 年 不 懈 的 努力 , 特 
别 是 因为 流动 显示 和 流 场 诊 断 技术 的 提高 ,人 们 对 转换 过 程 的 认识 也 在 不 断 深 化 
和 发 展 .这 里 ,根据 现 有 的 资料 ,主要 是 若干 重要 实验 结果 , 作 一 概要 的 介绍 . 

以 下 分 别 介绍 边界 层 和 模 道 流 、 自 由 剪 切 层 、 同 轴 圆 柱 间 旋转 Couette 流 和 
Rayleigh-Benard 热 对 流 等 几 种 有 代表 性 的 流动 的 转换 过 程 . 
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10. 6. 1 边界 层 和 平面 Poiseuille 流 的 转换 


研究 边界 层 转 搞 的 主要 实验 方法 是 振动 带 技术 和 流 场 显示 技术 .Klebanotff 冬 
人 (1962) 利用 展 向 变化 的 振动 带 技术 ,人 工控 制 边界 层 内 的 扰动 ， 观察 到 从 一 维 
T-S 波 是 如 何 发 展 出 三 维 扰动 .再 发 展 到 满 流 的 .图 10. 25 是 根据 他 们 的 测量 而 出 


图 10. 25 平 苞 边界 层 层 流向 满 流 的 转 据 
J 层 流 ;B. 二 - 维 TS 波 :C， - 维 扰动 增长 : 
D. 人 全 结构 和 人 尖峰 信号 :E， 兹 所 :F， 完全 发 展 的 消 流 


的 不 稳定 性 发 展 的 不 同 阶段 的 示意 图 .这 个 过 程 大 致 有 以 下 几 个 发 展 阶段 ,根据 图 
中 标记 的 A 一 下 分 别 为 : 

A. 稳定 的 层 流 ”振动 带 下 游 附 近 ,i 近 下 高 外 的 层 流 边界 层 稳定 的 ， 

B. 二 维 T-S 波 ”根据 平板 边界 层 稳定 性 分 析 的 结果 知道 , 当 Re 数 超过 临 田 
人 

三 维 扰动 波 的 增长 和 A 滴 的 形成 ”事实 上 .如 图 10.11(a) 所 示 ,一 个 给 定 
波多 8 波 随 Re 省 大 认定 民 直 各 过 中 性 上 二 这 -入 不 稳定 区 ,再 从 中 性 曲 
线 内 部 穿 过 上 分 支 再 次 进入 稳定 区 ,TS 波 向 下 游 发 展 过 程 中 会 经 历 - :个 增长 -一 
衰减 过 程 .但 是 ,如果 扰动 在 未 衰减 以 前 ,振幅 已 增 大 到 -- 个 临界 值 (一 般 为 均 方 根 
扰动 速度 与 自由 流速 度 之 比 达到 0.01 至 0.02) .这 时 展 向 扰动 产 和 牛 二 次 失 稳 ,流动 
星 现 出 展 向 周期 性 ,A 型 流向 涡 形 成 . 见 图 10. 26. 图 中 浓 烟 集中 处 可 明显 看 出 A 
型 结构 , 它 实际 上 是 在 临界 层 附近 涡 量 集中 的 地 方 . A 涡 在 边界 层 底 层 形成 展 向 排 
列 的 涡 系 .在 一 个 A 涡 的 两 条 “ 腿 ” 之 间 , 反 方向 旋转 的 涡 丝 诱 导 一 个 离开 辟 面 的 
.389 。 


二 次 流 . 有 瞬时 速度 使 得 在 这 个 展 向 位 置 上 的 平均 速度 剂 而 上 产生 一 个 大 速度 梯度 ， 


-i 
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10.26 ”从 TS 波 到 形成 4 涡 的 空间 演化 的 烟 流 显示 照片 


WU v=. mm 


10. 27 
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-6-4-2 0 2 4 6 
z(cim) 


振动 片 下 游 ,流向 脉动 速度 
沿 展 向 的 变化 


称 为 峰 (peaks). 相反 地 .在 相 邻 涡 之 间 游 导 
一 个 朝向 壁面 的 二 次 流 . 使 流向 速度 产生 
个 小 速度 梯度 , 称 为 和 谷 (Cvalleys) .图 10. 27 是 
Klebanoff 的 测量 结果 , 槛 轴 是 展 回 (z) 坐 
标 , 左 纵 轴 是 流向 (x) 坐标 .y 是 离开 壁面 的 
距离 . 右 纵 轴 是 流向 扰动 剖 度 . 从 图 中 可 明 
显 看 出 展 向 峰 谷 周期 性 波 型 . 

图 10. 28 显示 的 A 涡 峰 谷 位置 沿 流 
是 一 致 的 , 称 为 区 型 (Klcbanoff) 商 . 它 与 
TS 波 在 流向 有 相同 的 波长 和 周期 . 它 足 带 
见 的 基本 转换 型 式 .实验 中 还 发 现 一 种 峰 谷 
交错 排列 的 A 涡 结 梅 ,是 一 种 业 谐 波 转换 形 
式 , 称 为 日 型 (Herbert) 测 , 它 的 波长 是 工 -S 
波长 的 两 倍 . 见 图 10. 28. 由 此 可 见 ,虽然 在 
此 阶段 流动 图 像 山 于 扰动 三 维 性 变 得 相当 


于 
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复杂 ,但 脉动 速度 的 时 间 尺 度 仍 保持 与 T-S 波 周 期 相同 的 量 级 . 

D. 小 尺度 结构 和 尖峰 信号 (spikes) ”这 些 二 维 A 涡 往 下 游 进一步 发 展 . 在 流 
回 剪 切 速度 作用 下 ,4 涡 “ 腿 "(leg) 被 拉 伸 成 流向 涡 ,A 涡 尖 部 被 拾 升 ( 俗 称 发 卡 
涡 ), 这 个 过 程 大 约 持 续 有 5 个 T-S 波 长 的 距离 ;最终 仅 仅 在 一 个 波长 的 短 距离 内 迅 
速 发 生 涡 破碎 (breakdown) ,其 主要 特征 是 :瞬时 速度 剖面 的 强 剪 切 层 ,小 尺度 结 
构 的 出 现 和 速度 信和 号 中 高 频 脉动 (spikes). 

E. 兹 流 班 ” 这 些小 尺度 高 频 扰 动 的 出 现 ,很 快 导致 层 流 状态 的 崩溃 和 庙 流 的 
增长 .起 先 , 只 在 局 部 区 域内 形成 满 斑 , 它 是 周围 被 层 流 包 围 的 .有 特定 形状 的 局 部 
渍 流 区 域 .图 10. 29 是 根据 人 工 甬 发 生成 的 一 个 洁 广 绘制 的 汕 斑 形状 ,上 图 为 俯视 
图 ,下 图 为 侧 视图 . 它 在 原点 生成 后 , 头 部 约 以 0.90 .后 部 以 0.5U 往 下 游 移动 , 间 
时 向 展 向 扩展 ,形成 箭头 状 .与 原生 成 点 成 a = 11.3 夹 角 , 涉 部 半 夹 角 9 = 15.3 . 
油 斑 的 形成 在 空间 上 和 时 间 上 都 是 随机 地 、 间 欣 地 发 生 的 , 洁 斑 运动 过 后 ,流动 又 
恢复 到 层 流 . 


号 
| 2 
A 人 Ts ~，0 20 40 60 80 100 


KK 地 HH 型 xX—x.(cm) Re; =2100 
图 10.28 KK 型 和 H 型 A 滴 图 10. 29 ” 测 得 的 满 斑 增长 :俯视 图 
示意 图 和 侧 视 图 


F. 完全 发 展 的 消 流 ” 潮 玉 区域 扩大 ,互相 重合 , 间 软 性 消失 .形成 完全 发 展 的 
洲 流 . 

人 们 常 把 从 三 维 扰动 发 展 . 屋 流 态 朋 演 和 潮流 斑 形 成 , 至 完全 发 展 的 满 流 的 贞 
个 过 程 称 为 “ 锤 发 *(burst). 迎 发 从 基本 流 中 吸取 能 量 并 提供 给 洋流 ,成 为 使 渐 流 能 
够 维持 并 发 展 的 必要 条 件 . 

平面 Poiseuille 流动 人 口 段 的 转换 过 程 与 平板 边界 层 转换 大 体 相似 . 
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10.6.2 自由 剪 切 流 的 转换 

这 里 主要 介绍 平面 自由 剪 切 层 的 转换 . 它 是 迄今 为 止 了 解 得 最 清楚 的 一 种 转 
所 过 程 . 

我 们 来 考察 尖 后 缘 平 板 下 游 平 面 剪 切 层 的 空间 演化 过 程 . 它 大 致 划 分 为 以 下 
几 个 阶段 . 

A. 线性 理论 区 “后 缘 的 紧 下 游 , 剪 切 层 发 展 的 初始 阶段 ,首先 出 现 二 维 不 稳 
定 的 扰动 波 .在 非 强迫 振动 的 剪 切 层 中 , 初始 扰动 是 含有 各 种 不 同 放 大 率 的 器 噪 
音 ,扰动 的 功率 谱 有 宽 的 频谱 ,但 有 一 个 最 大 峰值 ,对 应 的 频率 称 为 自然 频率 f,， 
对 应 的 无 量 纲 Sttouhal 数 为 St，= f,96/U,9 是 剪 切 层 的 动量 厚度 .实验 观察 到 S1， 
> 0.032. 图 10.30 是 对 双 曲 正切 型 基本 流 U = UL1+ Rtanh(z/20)] 用 空间 模式 
计算 得 到 的 空间 增长 率 (- ai9/R) 随 频率 (f0/U) 的 变化 ,其 中 R= (Ui 一 
02)/2U,U = (Ui + Us)/2, 图 中 4,o,x 和 阴影 线 是 对 不 同 R 时 的 实验 值 , 实 线 、 
虚线 和 点 划 线 是 对 不 同 R 时 的 理论 值 .由 图 可 见 , 线 性 理论 确定 的 最 大 增长 率 所 对 
应 的 优势 频率 与 自然 频率 f,, 相符 ,理论 与 实验 符合 得 很 好 . 因此 , 人们 有 理由 相 
信和 ,此 阶段 可 以 用 线性 稳定 性 理论 来 分 析 . 


Lio 


10. 30 ”平面 混合 层 空 间 增 长 率 的 变化 


(R 0 ) 


B. 剪 切 层 卷 起 成 涡 ” 泊 扰 动 按 指数 律 增长 到 一 定 程度 后 . 非 线 性 效应 开始 起 
作用 ,使 增长 达到 饱和 , 剪 切 层 卷 起 成 一 列 周期 性 排列 的 、 同 向 旋转 的 展 向 


。 392 。 
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(spanwise) 集中 涡 . 这 个 过 程 中 仍旧 是 二 维 扰动 占 主导 地 位 . 卷 起 涡 的 波长 为 A， 
= 0/f，, 并 以 主流 平均 速度 上 U 向 下 游 运动 . 

C. 涡 配 对 ”这 是 平面 前 切 层 演化 中 最 显著 的 一 个 特征 .图 10. 31 是 在 一 个 强 
迫 振 动 的 剪 切 层 中 扰动 能 量 随 下 游 位 置 的 演化 .为 了 排除 噪音 干扰 ,实验 时 在 剪 切 
层 上 游 施 加 了 一 个 频率 广 的 强迫 振动 ,图 10. 31(a) 表明 ,如 果 fr fi, 在 初始 阶 
段 扰 动能 量 主要 集中 在 基 频 fr ,并 在 涡 卷 起 位 置 达 到 极 大 值 .同时 ,伴随 有 一 个 能 
量 比 基 频 波 小 得 多 的 次 谐 波 (subharmonic) 分 量 (f = 广 /2) .虽然 最 初时 次 谐 波 分 
量 很 小 ,但 在 非 线 性 效应 下 ,fr 和 fr/2 发 生 亚 谐 波 共振 ,促使 亚 谐 波 迅速 增长 ,在 
X/A4 接近 10 时 亚 谐 波 广 /2 的 能 量 已 基本 与 基 频 方 的 相等 ,并 迅速 超过 它 .在 亚 
谐 流 广 /2 具有 最 大 能 量 时 发 生 了 相 邻 涡 的 配对 (pairing)( 图 10. 31(a)). 如 果 强 迫 
振动 频率 为 fe < f,/2, 从 图 10.31(b) 可 看 出 ,在 涡 卷 起 时 仍然 是 自然 频率 ( 矿 = 
2 广 ) 的 扰动 占 优 , 当 自 然 频率 的 亚 谐 波 户 /2 = fr 达到 最 大 值 时 发 生 涡 合并 .但 是 
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图 10.31 混合 层 扰动 模 能 量 £(/) 随 无 量 纲 
流向 坐标 x/4, 的 变化 
图 10. 31Cb) 发 生 涡 卷 起 和 涡 合 并 的 位 置 比 图 10. 31(a) 明显 前 移 了 ,说 明 这 时 剪 切 
层 演化 对 外 部 强迫 很 敏感 .配对 过 程 在 向 下 游 的 演化 过 程 中 还 可 持续 几 次 ,每 次 配 
对 后 波长 增加 一 倍 ,频率 减 小 -一半 .平均 流 中 的 滴 量 被 未 次 重新 分 配 到 越 来 越 大 的 
集中 涡 中 去 ,这 是 剪 切 层 厚度 增长 的 主要 因素 .图 10. 32 和 10. 33 是 一 张 显示 涡 配 
。 393 。 


对 过 程 的 照片 . 


10. 32 ” 涡 层 的 K-H 不 稳定 性 和 卷 起 涡 列 ,下 图 周期 加 倍 


图 10.33 自由 剪 切 的 空间 化 ,请 注意 下 游 的 涡 配 对 

D. 二 次 失 稳 和 流向 涡 ”在 三 维 扰动 下 ,二 维 展 向 涡 二 次 失 稳 ,形成 流向 注 . 图 
10. 34(a) 是 在 展 向 涡 列 上 产生 流向 测 的 概念 图 ,流向 涡 被 拉 伸 并 缠绕 在 展 向 调 之 
间 . 图 10. 34(b) 是 空间 演化 剪 切 层 的 数值 模拟 结 革 ,从 由 可 看 出 生成 的 流向 涡 . 


图 10.34 (al) 平面 混合 层 中 流向 涡 生 成 的 概念 图 ; 
(b) 平面 混合 层 的 空间 发 展 (直接 数值 模拟 ) 
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. 小 尺度 转 拉 ” 展 向 涡 与 流向 涡 相 态 作 用 对 小 尺度 转 损 有 重要 影响 ,在 展 向 
A 过 程 中 ,流向 涡 被 不 断 拉 伸 ,扭曲 , 当 澳 丝 被 拉 伸 时 涡 量 增强 ,大 尺 
度 涡 转 化 成 小 尺度 潢 .同时 也 增强 了 耗 散 ,因此 首先 在 流向 涡 核 中 发 现 小 尺度 满 
流 . 像 能 量 级 串 规律 那样 .逐次 相互 作用 的 结果 ,最 终 全 部 演变 成 滑 流 . 
最 后 ,应 该 指出 . 层 流 平面 剪 切 层 中 的 大 测 结 构 在 清流 剪 切 层 中 也 可 以 观察 
到 ,它们 与 小 尺度 随机 背景 共存 .这 来 
明 无 论 是 层 流 偿 是 清流 兽 切 层 中 .高 
结构 的 演化 是 基本 上 受 相 同 的 动力 学 
过 程 支配 的 .与 边界 层 转 据 不同 的 十、 
自由 剪 切 层 的 扰动 最 大 增长 率 要 比 
T-S 波 大 得 多 (大 约 要 大 40 倍 ). 在 自 
由 剪 切 层 转换 过 程 中 也 未 观察 到 边界 
层 符 提 时 辣 现 的 疝 5 斑 . 图 


结构 的 空 s 间 增长 
Ea | 。 


10. 6.3 旋转 Couette 流 的 不 稳定 性 特 性 


在 旋转 Couette 流失 稳 后 .经 过 一 系列 中 间 流 态 , 最 终 转变 成 清流 .图 10. 36 表 
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10. 36 ”更 细致 的 旋转 流 流 型 特性 的 区 分 (对 于 7 = 0. 88) 
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示 在 (Rei = Ri(R, — RI)Qi/v. Res = RCR 一 R1) 2/v) 不 同 组 合 下 出 现 的 各 
种 流动 图 像 .我 们 仅 考 察 外 柱 静 止 内 柱 旋转 的 特殊 情形 , 随 内 柱 旋转 的 速度 增加 ， 
当 Re' 穿 过 中 性 曲线 ,各 种 流 态 依次 出 现 ; 

A. Taylor 涡 “第 一 次 失 稳 后 扰动 增长 , 当 弱 非 线性 效应 平衡 了 扰动 增长 后 ， 
首先 出 现 的 是 等 间 中 的、 规则 排列 的 螺旋 管状 的 定常 二 次 流 , 称 为 Taylor 涡 (图 
10. 37(a)). 根 据 式 (10. 3.5),Taylor 涡 的 轴 向 波长 A = 2x/k 二 24d ,所 以 每 个 涡 胞 
接近 于 正方 形 .实验 观察 证 实 了 这 一 点 . 


(d) 庙 流 Taylor 涡 


(c) 准 周期 调制 波 


pr 


(b) 波状 Taylor 涡 


(a) Taylor 涡 


图 10. 37 旋转 Couette 流 的 不 稳定 性 


B. 波状 Taylor 涡 疙 定 的 Taylor 涡 二 次 失 稳 ,出 现 周 向 行 波 解 , 称 波状 
Taylor 涡 . 频 谱 分 析 仪 含有 单一 的 基 频 及 其 谐 波 ( 见 图 10. 37(b)). 

C. 准 周期 调制 波 ”从 图 (10.37(c)) 可 见 ,频谱 中 出 现 了 两 个 不 可 公约 的 频率 
及 它们 的 谐 波 的 组 合 ,表现 为 准 周期 流动 . 

D. 混沌 和 光 流 “表现 为 广 谱 ( 图 10. 37(d)). 

我 们 看 到 ,在 旋转 Couette 流失 稳 的 演化 过 程 中 ,基本 流 是 定常 轴 对 称 的 ,因此 
在 1 一 t+ 变换 中 是 时 间 不 变 的 .同时 也 是 旋转 不 变 的 (0 一 9+ 9) 和 轴 向 平 动 
不 变 的 (Z 一 Z + Zo); 发 展 到 定常 Taylor 涡 阶 段 , 轴 向 平 动 不 变性 被 破坏 了 ,但 仍 
上 是 定常 、. 轴 对 称 流 , 仍 保 持 着 周 向 不 变性 (0 一 9 + 的 ) 和 时 间 不 变性 (1 一 了 二 
1o) .在 波状 Taylor 涡 时 ,这 三 种 对 称 性 全 被 破坏 了 . 可见, 从 层 流向 满 流 过 程 中 对 
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称 性 被 逐次 破坏 . 
10. 6.4 ” Rayleigh-Bénard 热 对 流 的 转换 


当 Ra > Ra。 流体 静 力 平衡 变 成 不 稳定 以 后 ,无 穷 小 扰动 按 指数 增长 ,但 同时 
非 线 性 效应 很 快 开始 抑制 这 种 增长 , 当 Ra 数 超过 临界 值 不 大 时 ,两 者 使 流动 达到 
一 个 新 的 平衡 状态 ,就 是 定常 对 流 阶段 .实验 已 经 观察 到 各 种 不 同形 状 的 有 规则 图 
案 ( 见 图 10. 16) ,最 常见 的 有 长 卷 状 (long celD 的 (图 10. 16(a)) 和 六 边 形 的 (图 
10.16(b)) ,也 有 其 他 形状 如 矩形 的 等 ,其 中 每 一 个 单元 称 作 对 流 胞 或 贝 纳 德 胞 
(Benard cell). 

随 着 Ra 数 增 大 ,定常 对 流 可 再 次 失 稳 ,导致 新 的 不 同 的 定常 对 流 图 案 ,在 一 个 
更 高 的 Ra 数 下 ,流动 从 定常 的 变 成 非 定常 的 .已 有 的 实验 表明 ,从 层 流向 应 流 过 湾 
的 方式 是 复杂 的 ,强烈 地 依赖 于 流体 特性 (如 Pr 数 ,上 随 温度 的 变化 ) 以 及 侧 壁 边 
界 形状 等 .例如 ,在 小 长 高 比 (L/d ~ 0(1)) 的 Bénard 对流 实验 中 ,在 Pr = 2.5 时 
观察 到 周期 加 倍 (period doubling) 现象 ,Pr = 5 时 观察 到 两 个 互 不 相约 的 频率 组 
合 的 准 周期 (quasi-periodicity) 现象 ,Pr = 130 时 观察 到 间 钦 (intermittency) 现 
象 .这 些 不 同 的 分 叉 方式 最 终 都 转变 为 消 流 ， 
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11.1 Reynolds 的 管 流 实 验 . 


研究 与 介绍 庙 流 要 从 Reynolds(1883 年 ) 的 那个 

本 创 件 实 验 开始 ,是 他 首先 发 现 并 分 辨 出 层 流 和 浇 流 

这 两 类 完全 不 同性 质 的 流动 特性 ,从 而 促进 了 流动 稳 

定性 和 应 流 看 宛 的 发 展 ， 现在 ,人 们 有 理由 相信 从 层 流 

回 庄 流 的 转变 .首先 是 从 居 流 流动 形 失 稳定 性 开始 的 . 

基诺 实验 如 加 11. 1 所 术 , 在 一 定 的 压力 梯度 作用 

下 ,流体 沿 着 一 根 水 平 放 转 的 圆 管 流 动 , 在 管 流入 11 的 
中 心 线 上 使 流体 质点 染色 . 


中 离 圆 管 中 心 半径 40% 的 位 置 


层 流 和 泣 流 


秆 染色 丝 
(a) 
(b) 

(c¢) 


Dg 
6 
SEE 
3 
半径 和 80% 的 位 置 层 公所 油 流 
D8 
6 
a 
2 | 4 


(d) 


图 11.1 雷诺 (1883) 经 典 的 管 流 染色 实验 
(a) 低速 层 流 ;(b) 高 速 油 流 :Gc) 对 (b) 情况 
用 火花 因 光 拍摄 的 照片 ; 6d) 管内 转 近 区 的 脉动 速度 
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利用 不 同 的 管 答 和 流体 介质 做 问 样 的 实验 ,Reynolds 发 现 管 中 的 流 态 只 与 一 个 后 来 
被 称 之 为 Reynolds 数 的 无 量 纲 参数 Re 有 关 (Re = 2PUa 74, 其 中 U 是 流速 ,a 是 圆 管 
半径 ,Pp 和 4 是 流体 介质 的 密度 和 夭 性 系数 ) ,而 与 流速 . 管 径 大 小 和 流体 的 其 他 属性 
无 关 . 当 Re 数 小 于 某 个 临界 值 Re. 数 时 (大 约 在 Re = 2000) ,染色 线 (streak line) 是 
一 条 清晰 的 直线 . 击 且 从 管 截面 上 任 一 位 置 进入 管 中 的 每 个 流体 质点 都 沿 着 一 条 平 
行 于 中 心 轴线 的 直线 匀速 运动 ,质点 速度 大 小 随 离开 中 心 线 的 距离 而 变化 ,符合 
Hagen-Poiseuille 管 流 速度 分 布 U7/Uw = 1 一 《r/Aa 六 (Un 是 管 中 心 线 上 的 最 大 速 
度 ; 见 式 (4.2.17)). 这 种 流动 状态 称 为 层 流 ( 图 11.1(a)). 当 Re 数 超过 Re. 数 以 后 ， 
中 心 染 色 线 不 再 保持 青 线 .在 下 游 其 处 出 现 横 向 波动 和 扩散 ,并 逐渐 与 周转 未 染色 流 
体 混 合 , 管 流 中 出 现 一 段 被 光 色 的 流体 .它们 与 周 于 的 层 流 有 明显 边界 ,被 称 为 水 流 
栓 (turbulent slugs) . 起初 . 漠 流 栓 只 是 间歇 地 在 管内 随机 地 发 生 并 漂流 到 下 游 . 奇 用 
热线 仪 测量 . 当 染 色 满 流 栓 流 过 探测 仪 时 可 以 记录 到 高 频 的 脉动 . 随 着 Re 数 增 大 , 庙 
流 栓 变 长 ,发 生 的 几率 也 增 大 ,最终 , 问 欧 性 消失 , 俩 整个 管内 流体 全 被 染色 ,这 种 运 
动 状 态 称 为 汕 流 . 庙 流 中 流体 质点 在 空间 和 时 间 上 高 度 无 规则 地 运动 着 ,发 生 强烈 的 
速度 脉动 和 动 基 混 合 (图 11. 1(b)). Reynolds 管 流 实验 进一步 发 现 .从 层 流 转变 为 注 
流 的 临界 Re. 数 的 大 小 对 于 外 部 曝 音 以 及 管道 入 口 的 形状 和 来 流 品 质 密切 关联 .在 
在 :一 个 临界 Re. 数 的 下 限 ,大约 为 Re。= 2000, 小 于 这 个 数 ,不 论 入 口 处 管道 形状 怎 
样 变 化 ,壁面 如 何 粗糙 以 及 来 流 中 的 脉动 强度 如 何 , 扰 动 都 会 被 衰减 掉 , 使 管 流 保持 
层 流 状态 .但 是 .实验 并 未 发 现 临 界 Re. 数 的 上 限 . 就 是 说 如 果 极 其 精细 地 使 得 入 口 
处 管道 形状 变化 尽量 平缓 而 光滑 .并 将 背景 环境 的 扰动 降 到 最 低 程度 ,其 至 可 以 做 到 
Re = 10 仍 保持 层 流 而 不 转变 为 湛 流 .但 是 这 时 的 层 流 状态 是 极其 脆弱 的 ,轻微 的 扰 
动 都 可 能 做 坏 层 流 状 态 , 使 其 转 此 为 清流 . 


11.2 雷诺 方程 


11.2. 1 ”雷诺 平均 
汕 流 中 存在 拟 序 结构 是 20 世纪 60 年 代 对 湛 流 认识 的 一 大 进步 .在 此 之 前 , 满 
流 被 看 成 是 流体 的 一 种 高 度 韭 定常 的 随机 运动 状态 . 在 空间 任 一 点 湛 流 的 压力 和 
速度 都 随时 间 不 断 地 无 规则 地 变化 着 . 对 给 定 系统 的 任何 两 次 测量 都 不 可 能 是 相 
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同 的 .但 是 ,实验 证 实 , 湛 流量 的 统计 平均 却 有 确定 性 的 规律 可 循 .平均 值 在 各 次 实 
验 中 是 可 重复 实现 的 .例如 ,对 于 圆 管 中 的 消 流 ,我 们 测 出 了 管内 某 点 在 某 时 刻 的 
瞬时 速度 ,并 不 和 预测 出 荔 一 时 刻 该 点 的 瞬时 速度 ,也 不 儿 预测 同一 时 刻 别 的 几何 
相似 点 处 的 瞬时 速度 .然而 , 只 要 外 部 条 件 不 变 时 , 圆 管内 注 流 的 平均 速度 剖面 却 
是 可 以 预测 的 . 此 外 , 油 流 测量 结果 还 表明 ， 消 流 脉动 (或 称 涨 落 ) 的 频率 约 在 每 秒 
10* 到 105 之 间 ,而 振幅 一 般 不 超过 平均 速度 的 10%. 
基于 上 述 认识 ,雷诺 首先 提出 把 瞬时 量 分 解 成 平均 和 脉动 两 个 部 分 
u; = U;+u’, (11.2.1) 
p=P+p’, (11. 2. 2) 
其 中 U; 和 PP 表示 平均 值 ,ui 和 p' 表示 脉动 值 . 
那么 ,应 当 如 何 取 平 均 呢 ? 常 用 的 方法 有 三 种 :时 间 平 均 、 空 间 平 均 和 整体 平均 
(或 称 系 综 平 均 ). 
(1) 时 间 平 均 
若 用 A(x,1) ,表示 空间 一 点 x 处 某 物理 量 (如 速度 或 压力 ) 的 瞬时 值 , 则 时 间 
平均 定义 为 
ri _ 1 1 1) 
AT(x,t) = lim F | 4 )dt ， (11. 2.3) 
其 中 了 为 时 均 周期 . 
(2) 空间 平均 
在 同一 时 刻 , 在 空间 某 点 xo 附近 适当 尺度 体积 上 的 平均 ,定义 为 


A (xo,1) = lim VL ,tdx’, (11. 2.4) 
其 中 xo € 5Q,V 为 空间 域 5Q 的 体积 

(3) 整体 平均 ( 系 综 平均 ) 

所 谓 整体 平均 是 对 同一 系统 在 初 边 值 条件 不 变 的 情形 下 多 次 测量 的 结果 所 作 
的 平均 


A (x.1) = lm 广 >4 (x,1), (11. 2. 5) 


其 中 A, (x .是 第 n 次 的 测量 值 ,N 是 总 试验 次 数 ， NN 是 个 大 数 . 满 流 中 的 系 综 平 
均值 实际 上 就 是 数理 统计 中 的 期 望 值 ( 均 值 ), 即 是 以 概率 密度 函数 P(4) 为 权 的 
加 权 平 均 ,P(4)d4 是 随机 变量 A 在 区 间 (4u,A4o + d4) 之 间 出 现 的 概率 . 


A® = | 4p(4)d4， (11. 2..6) 
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严格 地 讲 , 时 间 平 均 应 该 用 在 定常 
湛 流 场 , 空间 平均 用 于 均匀 湛 流 场 . 照 
理 , 当 平均 流 场 非 定 常 . 非 均匀 时 ,应 该 
用 整体 平均 . 但 由 于 实现 整体 平均 比较 
困难 ,实践 上 可 用 “ 短 ” 时 间 平 均 代 替 . 这 
种 情形 下 ,周期 工 必须 “适当 ”选择 , 它 应 
远 小 于 使 4 发 生 显著 变化 的 时 间 , 同时 
又 须 使 它 远 大 于 满 流 脉动 的 周期 ,使 得 
A 与 TT 无 关 . 在 图 11.2(b) 中 和 Ts 选 
择 不 当 , 以 致 平均 值 与 荆 有 关 . 
在 各 态 历 经 假设 下 , 三 种 平均 通常 
是 等 价 的 ， 
A=AS= A® = A®. 
所 谓 各 态 历 经 假设 是 指 ,一 个 随机 变量 
在 重复 多 次 的 试验 中 出 现 的 所 有 可 能 状 
态 , 能 够 在 一 次 试验 的 相当 长 时 间或 者 
相当 大 的 空间 范围 内 以 相同 概率 出 现 . 
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ft 
这 样 ,在 符合 各 态 历经 的 前 提 下 ,时 间 平 (0) 
均 也 可 用 于 非 定 党 流 场 , 只 要 平均 流 不 图 11.2 ”时 间 平 均 
是 高 频 振荡 . 
容易 证 明 , 平 均值 服从 如 下 运算 法 则 
(1) a4 = aAh ,a 为 常 值 ,4 = 0; 
(2) A+B=A+B:; 
(3) AB = AB; 
(4) AB = AB + AT - (11.2.8) 


(5) ( 妾 ) = 24, 


(6) |Ads = | Ads. 
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例如 ,对 于 (3) ,由 定义 有 


1 本 ,4 
= 地 ABdrt: = A FT| Bdi A.B. 


可 - 并 wo 


Ti — 
= 提示 | ACx.1 Vd | = 34 . 
ot 1 ot 


(5),(6) 表明 , 微 商 和 积分 与 求 平均 运算 是 可 交换 的 .除了 以 上 三 种 平均 以 外 ,近年 
来 在 测量 上 还 发 展 了 抽样 平均 ,象限 条 件 抽样 等 ,这 里 不 再 介绍 . 
11.2.2 雷诺 方程 

雷诺 提出 消 流 量 上 述 分 解 及 平均 法 则 ,是 基于 这 样 一 种 认识 :对 于 充分 发 展 的 
消 流 ,各 种 物理 量 都 是 空间 位 置 x 和 时 间 + 的 随机 函数 , 消 流 最 重要 的 统计 特性 则 
是 这 些 随机 量 的 数学 期 望 或 统计 平均 . 而 从 工程 应 用 的 角度 来 看 ,它们 也 是 最 重要 
的 信息 .因此 , 求 得 平均 量 是 油 流 研究 的 重要 任务 . 雷诺 还 认为 ,N-S 方程 同样 适用 
于 描写 满 流 ,并 由 此 导出 了 统计 平均 满足 的 方程 , 称 为 雷诺 方程 . 

假设 流体 是 不 可 压缩 的 ,瞬时 量 的 连续 性 方程 和 N-S 方程 可 写 为 


OuU; _ 
QX = 0 | 
. (11. 2.9) 
Gui ， UL _ op + Ou | 
QI ”Dri POx: “arar 


对 &， 和 疡 进行 雷诺 分 解 后 ,对 上面 方程 组 取 平均 值 .就 得 到 平均 量 满足 的 方程, 即 
雷诺 方程 为 


OU ' QU 1 oP 1 9 QU 本 ‘ 
3 UB -pdt (7 a Pui ) (11. 2. 10) 
及 连续 性 方程 
OU; _ 
3 = 0， (11.2.11) 
再 从 瞬时 量 的 N-S 方程 中 减 去 平均 量 的 方程 ,就 得 到 脉动 量 方程 
Bui - ， 
3 0， (11. 2. 12) 
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了 / 四 - ’ 2 了 
QU QU 十 eh O 7 ] OP 二 口 Wi . 
C 2 QY QXJOX | 
(11. 2. 13) 


11.2.3 雷诺 应 力 
将 雷诺 方程 (11. 2. 10) 与 N-S 方 程 (11. 2.9) 比较 会 发 现 , 在 形式 上 雷诺 方程 多 


出 了 一 项 A 这 一 项 是 由 于 动量 方程 中 对 流 项 wa 的 非 线 性 引起 的 .如 


果 说 对 流 项 US 2 表示 滑 流 平均 流 的 动量 输 运 的 话 , 与 它 类 比 ， 1 表示 由 


六 这 及 动 速 讼 所 记 生 的 动 晤 的 平均 输 运 . 它 代表 了 脉动 速度 对 平 去 流 的 乡 啊 .事实 
F , 正 是 由 于 这 一 项 的 存在 ,脉动 流 与 平均 流 之 间 会 发 生动 量 交 换 , 致 使 庙 流 的 平 
度 分 布 与 相同 外 界 条 件 下 的 层 流 速度 分 布 大 不 相同 .由 3.2 节 知 ,流体 的 动量 


通 量 密度 张 量 除了 对 流 项 的 页 献 外 ,还 有 应 力 项 的 责 献 .而 清流 答 运 项 wjSL: 也 可 
Xj 


看 成 是 一 种 应 力 的 散 度 A- Ui) .从 而 可 引入 总 平均 应 力 张 量 


0 ~- 1/9oU;_ aU;j ， 
Ty =— Pi +2kejy -oxide = 2 (3 + 7). (11.2.14) 
其 中 
ri 三 一 OU (11.2. 15) 


称 为 雷诺 应 力 或 清流 应 力 . 由 此 可 见 ,. 由 于 消 流 脉动 ,在 平均 流 中 产生 广 -种 新 的 
应 力 , 即 在 滑 流 中 除了 分 子 黏 性 应 力 引 起 动量 交换 外 ,还 增加 了 速度 脉动 对 动量 输 
运 的 贡献 .这 两 者 表现 为 不 同 的 应 力 ,并 且 在 大 多 数 情 乡 下 , 清流 应 力 比分 子 黏 性 
应 力 大 得 多 . 

雷诺 应 力 是 一 个 二 阶 对 称 张 量 . 它 的 对 角 线 分 量 是 应 流 正 应 力 , 则 庙 流 压力 可 
定义 为 


0 一 
Pr 3 Uiui. 


3 
在 多 数 流 动 中 ,下 应 力 对 平均 动量 输 运 的 贡献 很 小 .雷诺 应 力 的 非 对 角 线 分 量 是 泣 
流 剪 切 应 力 , 在 平均 流动 量 的 输 运 中 它们 起 着 主导 作用 .雷诺 应 力 张 量 也 有 三 根 相 
互 亚 直 的 主办。 在 特殊 情形 下 , 流 场 中 各 点 主 应 力 面 上 的 主 应 力 相 等 , 剪 切 应 力 处 
处 为 零 , 这 时 清流 应 力 张 量 为 一 各 回 间 性 张 量 ,这 种 滑 流 称 为 各 向 同性 满 流 . 
雷诺 应 力 张 量 表 示 为 同一 点 处 两 个 脉动 速度 分 量 乘积 的 平均 的 负 号 . 如 果 
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at 天 0, 我 们 常 称 uf 和 wu/ 是 关联 的 ;反之 , 若 wu = 0, 称 之 为 不 关联 .为 了 并 上 明 
两 个 量 关 联 的 含义 , 详 见 图 11. 3, 脉 动量 a 与 b 在 大 多 数 时 间 内 符号 基本 上 相同 . 
这 样 使 得 ap 汪 0. 另 一 方面 ,脉动 量 c 与 4a.b 相 比 .没有 什么 规律 可 循 .它们 是 不 相 
关 的 , 欧 = 0,Pe = 0. 为 了 量度 关联 的 大 小 程度 ,可 定义 关联 系数 ， 


(a) 


(b) 


(c) 


图 11.3 关于 关联 含义 的 说 明 图 


Ui(Xr UX+rt+ ri) 


Rilr, = ， 
Or 7) oi(Xt) eo(X+r,t+r) 


(11.2.16) 


其 中 oj = (4) oj = Cu) 和 x+r 分 别 是 空间 两 点 的 径 矢 ,! 和 1 + 是 
两 个 不 同时 刻 .这样 


@yCrr) = W(X)U (XxX+r t+r) (11. 2.17) 
陈 为 蚁 点 二 阶 空间 -时 间 关 联 矩 . 如 果 取 同一 时 刻 两 点 的 关联 称 为 两 点 空间 关联 . 
同一 点 处 不 同时 刻 参 数 之 间 的 关联 , 称 之 为 自 关联 或 时 间 关 联 . 用 于 描述 注 流 统计 


且 除 二 阶 关联 以 外 ,还 有 三 阶 、 四 阶 等 更 高 阶 关 系 .关于 关联 的 进一步 解释 在 11. 5 
方 中 刚 述 . 

在 图 11.4 中 .平均 速度 梯度 9U/By 为 正 的 剪 切 流 中 ,流体 质点 从 平均 速度 较 
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小 的 区 域 跳 到 平均 速度 较 大 的 区 域 时 ,有 v 守 0, 另 一 方面 ,从 几率 上 说 ,该 质点 的 
x 分量 速度 要 小 于 周围 环境 的 平均 速度 , 即 wu 为 负 的 几率 大 于 为 正 的 几率 . 同 理 ， 
当 流 体质 点 从 上 方 跳 到 下 方 时 , 负 的 > 值 多 半 与 正 的 相伴 随 .于 是 .统计 平均 的 
结果 就 有 xz 一 0. 或 者 雷诺 应 力 zt? = 一 Cu 之 0. 


一 8 
vr’ 一 亿 / 
u’ 
(c) (d) 


11.4 ”在 灌流 前 切 流 中 ,(a),{b) 出 现 的 比 (c)， 
(d) 更 频繁 ,致使 sv <0 
11. 2.4 满 流 脉 动 动 和 方程 和 平均 动能 方程 


将 必 乘 以 脉动 量 方程 (11. 2. 13) ,然后 将 式 (11. 2. 13) 下 标 i 和 j 互相 置换 位 
置 ,再 乘 以 u’ .得 到 


/Bu 十 


u uiU, Ee + wud + Wu oe u ‘9 i 
' 3/ “Drx。 1 “Ox, Ox, 
1 /3p , Ou 
二 ; 十 ; , 
pdx; idx Ox, 
/Bu Au’ ,; OU, / Ou’ /0 ——r 
十 OA 十 ++ . 7 i . 
us 3 uiU, Bx Wik Sr. Wi Li3C Hike 
-1p ,Ou 
Pp Bxi “Dr Ox, 
上 面 两 式 相 加 后 取 平 均 ,就 得 到 一 组 关于 雷诺 应 力 的 微分 方程 
+ U, A ui 二 D; + 一 sr 二 了 Ph (11.2.18) 


其 中 扩散 项 


4 了 有 


Di = 二 Op Su 人 一 ,| (11.2. 18a) 
压力 应 变 率 项 


Pi = 2 (a + 3)， 


0 (Bx 3 (11. 2. 18b) 
上 


耗 散 项 
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Ei =+ 4v Bx Bx (11.2.18c) 
生成 项 
-7OU; roOU; ‘ 
Py = (wu 3 3 ): (11.2. 18d) 


它 各 项 的 物理 意义 已 简单 标记 出 米 ,详细 的 解释 与 滑 流 动能 方程 一 并 讨论 ， 
如 果 令 站 = 让 对 重复 下 标 约定 求 和 ,并 记 上 = 去 WO, 则 得 到 灌流 动能 方程 
(以 下 简称 大 方程 ) 如 下 


+ ”一 + 已 .2. 19) 
3 ‘Bx D-e+t+P (11.2.19 
其 中 
af /lr ,ok | 2 0 
D=- Ru (Fut 1 ) ,有 |， (11.2. 19a) 
Ou’ But 
三 +、 .2.1. 
3 vy Bx Dx. 《11 19b) 
P=— wu OU, (11.2. 19c) 
OX , 
上 式 表 示 了 注 流 动能 的 平衡 关系 . 等 式 左边 是 单位 质量 流体 的 湛 流 动能 的 时 间 变 


化 率 . 对 流 项 的 作 几 表示 满 流动 能 被 平均 流 从 一 处 输 运 到 男 - 一 处 . 扩散 项 包括 市 流 
扩散 和 黏 性 扩散 , 它 旦 仅 使 能 落 重 新 分 布 , 并 不 增加 或 减少 清流 的 总 动能 . 将 这 两 
项 合并 在 一 起 ,利用 散 度 定 理 可 以 清楚 地 看 出 这 一 点 


/lp ok 
kv, 十 wo (Tut 0 ) 一 ,2 dr 


= ely, 十 (Ft 人 ) » 2 ]d4， 


其 中 Y 是 控制 体积 ,A 是 其 界面 .右边 积分 下 是 通过 控制 面 的 能 量 通 量 . 它 由 二 部 
分 组 成 :出 平均 流速 度 携带 通过 界面 的 注 流 动能 :分子 夭 性 扩散 以 及 由 压强 和 速 
度 脉 动产 生 的 能 量 输 运 . 如 果 把 控制 体 取得 无 穷 大 ,进入 进出 控制 体 的 能 流 为 零 ， 


由 此 可 知 , 这 些 项 仅 起 到 在 体系 内 实现 能 量 再 分 配 的 作用 . 
耗 散 项 = 表示 分 子 儿 性 把 湾流 动能 转化 为 热 . 因 为 (全) 总 是 正 的 , -< < 


就 表示 该 项 总 是 使 清流 动能 减少 . 
右边 最 后 一 项 称 为 生成 项 已. 它 对 于 清流 是 至 关税 监 的 ,这 一 项 表示 了 平均 度 
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能 量 和 脉动 动能 之 间 的 交换 . 为 了 看 清 这 一 点 ,我 们 再 写 下 平均 流 的 动能 方程 
将 平均 流 的 动量 方程 (11. 2.10) 各 项 遍 乘 以 U; ,再 对 下 标 i 求 和 就 得 到 平均 
动能 方程 


i 


=- -了 [Lu mua + Ev. ~ 2veeiU, |- 里 + NW OU, (1.2.20) 


> 一 EE + Ove) 和 (2 + 0) 
2 Br。 Oxi/ Dx， Bxi / 
将 上 式 与 式 (11. 2. 19) 比较 ,立刻 发 现 生 成 项 P 在 两 个 方程 中 正好 反 号 .前 面 曾 讲 


过 ,在 剪 切 流 中 ,一 般 情形 下 下 , 当 2 是 正 时 ,wi 多 数 情形 下 是 负 的 . 因此 大 多 


数 情形 下 P = 一 ui Wi 是 正 的 (但 要 注意 ,ww 2 > 0 的 情形 有 时 也 可 能 发 


生 ). 扩 散 项 是 保守 型 的 , 它 不 是 维持 消 流 脉动 的 能 量 来 源 . 耗 散 项 总 是 使 脉动 量 减 
少 . 因 此, 满 流动 能 的 唯一 来 源 是 雷诺 应 力克 服 平均 速度 梯度 做 的 功 ,从 这 个 功 中 ， 
注 流 获得 了 动能 .所 以 ,P 称 为 满 流 动能 生成 项 . 满 流动 能 的 获得 是 以 平均 流动 能 
的 损失 为 代价 的 .因此 ,一 般 说 来 ,如 果 P 二 0, 并 大 于 潮流 能 量 耗 散 , 满 流 将 得 到 发 
展 . 如果 PP 一 0 或 小 于 庙 流 能 量 耗 散 , 滑 流 将 训 减 ,直至 潭 灭 .稳定 的 应 流 则 是 生成 
与 耗 散 相 平衡 的 情形 . 


11.3 满 流 的 半 经 验 理论 


在 上 节 的 雷诺 方程 (11.2.10) 中 ,出现 了 一 组 新 的 未 知 变量 一 一 雷诺 应 力 
(一 Puiui)( 共 有 六 个 ). 这 样 ,连同 三 个 速度 分 量 U; 和 压力 已, 方程 组 共有 十 个 未 
知 量 ;而 控制 方程 却 只 有 四 个 (三 个 动量 方程 和 一 个 连续 性 方程 ). 所 以 ,雷诺 方程 
是 不 封闭 的 .如果 我 们 引入 雷诺 应 力 方 程 ,立刻 会 发 现 ,方程 中 又 出 现 了 新 的 未 知 
量 -一 - 三 阶 关 联 量 . 依 此 类 推 ,不 管 取 到 哪 一 阶 关联 项 的 方程 ， 方程 中 还 会 出 现 更 
高 阶 关 联 , 控 制 方程 数目 总 小 于 未 知 数 的 数目 . 这 个 问题 一 直 困 扰 着 流体 力学 工作 
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者 和 工程 师 们 ,成 为 一 个 著名 的 难题 .虽然 湛 流 理论 和 实验 研究 已 取得 不 小 的 进 
展 ,但 直至 目前 关于 满 流 的 机 理 还 未 彻底 搞 清 , 还 谈 不 上 有 一 种 济 流 理论 能 普 适 而 
有 效 地 应 用 于 工程 实际 . 另 一 方面 ,工程 中 有 大 量 的 消 流 问题 需要 解决 ,不 能 束 手 
等 竺 理论 的 发 展 . 于 是 使 得 根据 实验 数据 建立 起 来 的 一 些 半 经 验 理论 方法 得 到 了 
广泛 的 发 展 和 应 用 . 

最 初 的 半 经 验 理 论 是 由 布 辛 涅 斯 克 、 普 朗 特 、 泰 勒 和 卡门 等 人 发 展 起 来 的 输 运 
理论 .他 们 的 目标 是 建立 雷诺 应 力 与 平均 速度 之 间 的 关系 ,实际 上 是 沿用 或 效仿 黏 
性 应 力 的 处 理 方法 . 

首先 ,我 们 来 考察 二 维 平行 剪 切 油 流 . 取 平 均 流 方向 为 x 轴 方 向 .假设 平均 速 
度 U 仅 是 y 的 函数 ,U = UCy). 由 式 (11.2.14), 总 剪 切 应 力 为 


Ts = A — OU (11. 3.1) 


布 辛 涅 斯 克 首 先 提 出 了 涡 番 性 系数 的 假设 ,他 仿照 分 子 秋 性 力 与 当地 应 变 率 
的 线性 关系 ,认为 雷诺 应 力也 与 当地 平均 速度 梯度 呈 线 性 关系 


zi -ov = po, (11. 3.2) 


其 中 vz 称 为 汪 流 猪 性 系数 或 涡 (eddy) 荞 性 系数 . 这 样 看 来 似乎 封闭 问题 已 经 解 
决 , 但 实际 上 远 非 如 此 简单 .实际 指出 , 汕 流 黏 性 系数 vz 与 分 子 黏 性 系数 ， 有 着 本 
质 的 差别 .后 者 是 一 个 物性 参数 ,与 流体 宏观 运动 无 关 ; 而 前 者 却 与 流动 本 身 有 关 ， 
它 的 数值 在 空间 和 时 间 上 都 会 有 很 大 变化 ,因而 不 是 流体 本 身 的 物性 . 因此 ,严格 
地 说 , 布 辛 涅 斯 克 假 设 并 未 使 问题 前 进一步 ,只 是 用 一 个 未 知 量 代 蔡 了 另 一 个 未 知 
量 ,要 了 解 雷 诺 应 力 与 平均 速度 梯度 的 关系 ,还 必须 先 找 出 v7 的 变化 规律 . 

然而 , 布 辛 涅 斯 克 的 假设 ,经 过 普 朗 特 发 展 为 混合 长 理论 ,毕竟 为 庙 流 的 半 经 
验 理论 开辟 了 道路 ,对 一 些 简单 的 流动 ,如 管 流 、 边 界 层 等 有 着 很 大 的 应 用 价值 . 

混合 长 理论 是 借鉴 了 分 子 运动 论 中 分 子平 均 自由 程 的 概念 建立 起 来 的 . 根据 
分 子 运 动 论 ,气体 的 运动 黏 性 系数 正比 于 分 子 热 运动 的 平 
50) 均 速 度 c 和 分 子平 均 自由 程 4， 

”= 0. 499cX ( 单 原子 气体 ). 

从 而 联想 到 是 否 可 以 在 满 流 中 也 引入 一 个 长 度 尺度 ?如 图 
11. 5 所 示 的 平行 剪 切 流 ,假设 平均 速度 U 和 物理 量 的 平均 
值 9 都 只 是 y 的 函数 .由 于 ?方向 的 脉动 ,流体 团 从 原来 》 


Pry 


图 11.5 ” 满 流 答 运 理论 为 5(y -1') ,在 迁移 过 程 中 保持 不 变 , 则 在 y 层 上 ,这 个 新 
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来 的 流体 团 就 产生 了 4 量 的 脉动 ,其 脉动 量 的 最 可 几 值 为 


gq = dy 1 gy) = (11.3.3) 
dy 
脉动 输 运 对 应 的 g 在 y 方向 上 的 通 量 则 为 
六 0 9 (11. 3.4) 


对 来 自 y》+ 1 层 上 的 流体 团 作 类 似 分 析 , 也 有 同样 的 结果 .这 里 ,1 和 w 痢 是 随机 
变量 .来 自 不 同 y+ 1 层 上 的 流体 团 不 断 通过 y 面 跳 上 跳 下 ,平均 的 净 通 量 应 等 于 
六 的 统计 平均 


j=7 =- vl -4. (11. 3. 5) 
基于 上 述 分 析 , 我 们 介绍 下 面 三 种 半 经 验 理论 . 
11. 3. 1 动量 输 运 理论 


被 庙 流 脉动 输 运 的 守恒 量 可 以 是 标量 ,如 热量 或 组 分 的 质量 ,也 可 以 是 和 失 量 ， 
如 动量 . 角 动 量 等 . 普 表 特 考虑 的 被 输 运 量 是 * 方向 的 动量 ,于 是 有 


= Uy- Uy 于 六 1 (11.3.6) 
dy 
则 wu 的 统计 均 方 根 值 为 
Vi = VI | 


另 一 方面 , 当 潜流 达到 统计 平衡 后 , 由 于 连续 性 方程 的 要 求 ,w' 和 应 是 同 量 弘 
的 , 则 wu ~ 中 ， 


dU 
二 (11.3.7) 
再 引入 y 层 上 vw 与 1 的 关联 系数 
RD = ti , (11. 3.8) 
Vv VI 
将 式 (11.3.7),(11.3.8) 代入 式 (11. 3. 5) ,最 后 得 到 
fr， 三 一 pu’v = = p12 | 3 (11.3.9) 


这 里 1 是 一 个 长 度 因 子 , 它 已 将 RC(y) ,1 等 合并 在 -一 起 ,1 就 称 为 混合 长 . 
由 式 (11.3.2) 可 知 , 潢 流 茜 性 系数 此 时 为 
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2 
VT 一 1 


| (11. 3.10) 
dy 


11. 3. 2 涡 量 输 运 理论 


泰勒 认为 ,流体 团 在 运动 过 程 中 要 受到 讨 力 脉动 的 影响 ,从 而 导致 它们 的 动量 
变化 ,因此 动量 不 是 一 个 很 好 的 “保守 ” 量 . 他 认为 满 量 才 是 可 得 运 的 保守 荆 . 从 而 
建立 了 涡 量 输 运 理论 . 


考虑 二 维 流 动 
U = U(y), Ti =- pu'v, 
1 9r， __97 7 ‘Ov ， /OU 
bay Bay") 
加 7 Ou Av 1 d,s 2 
= 一 1 (3, 3 ) 十 5 3x v“). 
在 沿 x 方向 流动 均匀 ,等 式 右 边 第 二 项 为 零 . 因 而 
于 二 一 ou ， 
性 /Ou _ ov 时 涡 量 脉动 量 . 引 和 涡 量 的 混合 长 六 . 见 
其 中 Ww By Bx 是 涡 量 脉 动量 . 7 入 涡 量 的 混 [i 长 [i ` 则 
dr 7 dw 
a =- pvh 9 ， 
类 似 于 动量 输 运 理论 的 分 析 , 再 考虑 到 6 = 3 - 号 = 全 .代入 上 式 得 
dz， nidUIdU 
dy = pol: dy | dy (11.3.11) 


式 中 1 也 是 一 种 混合 长 ,与 混合 长 1 有 类 似 的 意义 .如 果 认 为 1; 与 y 无关 ,积分 上 
式 得 到 


z= BE dU (11. 3. 12) 


与 式 (11. 3.9) 比较 ,可 知 1, = V21,. 
混合 长 概念 是 类 比分 子 运动 论 建立 起 来 的 .这 种 类 比 完全 是 形式 上 的 .因为 混 
合 长 的 物理 意义 并 不 十 分 明确 , 它 可 以 认为 是 流体 团 在 还 没有 与 周围 流体 掺 混 而 
失去 原 特 性 以 前 走 过 的 距离 .然而 ,流体 团 与 周围 流体 之 间 的 动量 .能 晤 交换 是 随 
时 发 生 的 ,并 不 像 分 子 运动 论 中 那样 只 在 分 子 碰撞 时 才 发 生 .这 一 点 要 比分 子平 均 
自由 程 复杂 得 多 . 混合 长 大 小 与 清流 结构 有 关 . 混合 长 实际 上 也 还 是 个 未 知 呈 . 所 
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府 的 是 ,对 于 许多 简单 流动 ,如 边界 层 . 管 流 .射流 等 ,人 们 已 进行 了 大 量 实验 研 究 
建立 起 了 混合 长 的 经 验 公式 .例如 ,在 边界 层 和 管 流 的 近 壁 面 附近 有 
1 = ky, x = 0.41. (11. 3. 13) 
对 自由 剪 切 流 有 
1,, = Mye(x)， (11. 3. 14) 
其 中 ye(x) 是 半 射 流 宽度 , 射 疝 世 止 环境 中 的 平面 射流 = 0.09, 贺 形 于 流 X= 
0.075 等 ,日 建 立 了 混合 长 经 验 公式 ,计算 就 变 得 十 分 简单 ,所 以 混合 长 理论 在 工 
程 上 有 很 大 的 实用 价值 . 


11.3.3 ”卡门 相似 理论 


鉴于 普 朗 特 和 泰勒 理论 中 混合 长 与 平均 速度 场 的 关系 仍旧 是 未 知 的 ,卡门 提 
出 了 潮流 脉动 速度 场 局 部 运动 相似 假设 . 他 认为 ,在 一 个 完全 发 展 了 的 满 流 中 .每 
一 点 邻 域内 的 脉动 速度 场 彼此 相似 ,所 不 同 的 仅 是 各 点 上 特征 长 度 和 特征 速度 不 
一 样 .根据 这 个 假设 ,就 可 以 建立 起 混合 长 与 平均 速度 之 间 的 一 般 关 系 . 
为 了 考虑 流体 质点 P 附近 的 脉动 ,采用 随 质 点 P, 以 平均 速度 U 一 道 运动 的 
动 坐标 系 . 动 坐 标 系 下 的 涡 量 输 运 方程 为 
EE 
式 中 所 有 量 是 在 动 坐 标 系 下 取 值 . 若 仍 旧 研 究 二 维 平行 剪 切 流 , 并 假设 脉动 速度 也 
是 二 维 的 ,对 上 式 作 雷诺 分 解 
U(Xxsyt) = UC(y) + uu (x,y,1), v= v， 
w=i+tw, w= dU/dy, w =- Vy. 
基因 重力 们 信人 生生 本 村 全 了 全 和 
BV) + Dy) - WO yy yrU OV- SY =0 


(11.3. 15) 


By Ox ax By Bx dy 
(11. 3.16) 
现 将 相对 平均 速度 上 0 在 Ps 点 作 泰 勒 展开 
dU 180 
ee ， (11.3. 17) 


车 用 4, 和 U，, = 几 。 S| 分 别 作为 特 征 长 度 和 速度 ,引入 无 量 纲 量 为 
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代入 式 (11. 3. 16) 后 得 到 


bd Udy), ( ly 9 vy- 2 ) 
Ax % 


DB _，，; 
yt ody 3 a 


+ 号 + 2 2 2 wp = 0. 
ot OY Ox Ox Oy 


根据 卡门 相似 性 假设 ,上 述 无 量 纲 方程 是 普 适 的 .应 与 0,.1,, (3 ) 无 关 .为 此 ， 


必须 有 


dU/dy: 

1 49079y = 常数 ， (11. 3. 18) 
不 失 一 般 性 ,上 式 已 经 去 掉 了 脚 标 .所 以 ,通用 的 混合 长 可 写成 

aU/ay 

1 = Kt oy | (11. 3. 19) 


实验 测 得 = 0.4 一 0.41. 雷 诺 应 力 可 表示 为 


dU op 
r=- pou ~ oF (9 ) 3 3 (11. 3. 20) 
2 是个 和 | 
由 于 相似 性 ， a 个 常数 .所 以 上 式 可 写成 
-2dUldU 
co 和 (11.3.21) 
将 式 (11. 3. 19) 代入 
(2 QU 
r， = Ok: ~ (11. 3. 22) 
($y ) 
进一步 有 
ar， ja/dUV /dU 
= ] (a ) (yi ) (11. 3. 23) 


式 (11. 3.21),(11.3.23) 表明 ,从 卡门 相似 性 理论 可 以 推出 动量 输 运 和 涡 量 输 运 理 
论 得 到 的 表达 式 . 
这 三 种 理论 的 一 个 明显 的 缺点 是 当 dU/dy = 0,d:U/dy* = 0 时 不 能 应 用 .由 
这 些 理论 表明 当 dU/dy = 0 时 ,清流 应 力 =, 也 为 零 . 但 有 些 情形 下 并 非 如 此 . 现 已 
发 现 , 汪 流 中 包含 有 大 尺度 拟 序 结构 . 在 复杂 的 灌流 流动 中 ,雷诺 应 力 不 仅 仅 取决 
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于 局 部 速度 梯度 ,而且 和 整体 的 测 流 特性 有 关 . 现代 的 模式 理论 正 是 为 克服 这 些 缺 
点 而 发 展 起 来 的 . 


11.4 ”灌流 边界 层 


本 节 将 从 实验 得 到 的 边界 层 内 的 满 流 特性 入 手 , 介 绍 满 流 边界 层 的 分 层 结 构 ， 
给 出 各 层 内 的 速度 分 布 ,最 后 介绍 边界 层 内 的 满 流 拟 序 结构 ,以 期 对 各 层 内 的 特性 
有 和 较 深 入 的 了 解 . 


11. 4. 1 满 流 特征 量 的 分 布 
通过 精细 的 测量 ,目前 对 满 流 边界 层 内 各 特征 量 , 如 满 流 强 度 的 各 分 量 o;/U( 其 


中 = Vi = 1,2,3), 雷 诺 应 力 - pW 等 都 有 了 基本 的 了 解 .图 11. 6 是 对 充 
分 发 展 的 平板 湾流 边界 层 的 测量 结果 . 从 图 11. 6(a) 可 见 , 近 壁 的 汕 流 强度 比 外 部 的 
值 大 .靠近 边界 层 外 缘 , 消 流 强度 和 雷诺 应 力 都 趋 于 零 . 图 11.6(b) 给 出 了 近 壁 特性 的 
放大 图 在 壁面 附近 , 消 流 强度 特别 是 ru/U 有 一 极 大 值 ,然后 在 壁面 上 迅速 衰减 到 
震 . 因为 那里 未 存在 淇 流 脉动 . 汕 流 强度 的 垂直 分 量 比 其 他 两 分 量 衰减 得 更 快 , 那 是 
由 于 受到 壁面 抑制 的 缘故 . 同 理 ,雷诺 应 力 在 壁面 也 趋 于 零 . 为 了 便于 比较 ,图 中 还 画 
出 了 称 性 应 力 的 变化 , 黏 性 应 力 在 壁 上 有 最 大 值 ,离开 壁面 迅速 减 小 .因此 ,在 紧 靠 避 
面 处 , 蒜 性 应 力 占 主导 地 位 .在 壁面 附近 -一段 区 域内 ,总 应 力 即 雷诺 应 力 和 黏 性 应 力 
之 和 基本 保持 不 变 .平均 速度 在 壁面 处 有 着 非常 大 的 梯度 ,一 旦 离开 壁面 不 远 ,就 变 
得 很 平坦 ,这 种 分 布 是 与 苯 性 应 力 分 布 情形 相对 应 的 . 

图 11.7 是 消 流 能 量 的 平衡 图 . 这 是 对 滑 流 动能 方程 (11. 2. 19) 各 项 仔细 测量 
后 得 到 的 . 在 壁面 附近 ,能 量 生成 项 (曲线 (1 )) 和 耗 散 项 (曲线 (ii )) 是 主要 的 ,对 
流 项 (曲线 (ii)) 和 扩散 项 (曲线 Civ)) 的 作用 很 小 .大 约 在 从 黏 性 应 力 起 主导 作用 
转变 为 洪流 应 力 起 主导 作用 的 位 置 ,有 一 个 生成 项 的 峰值 . 在 靠近 边界 层 外 缘 , 方 
程 各 项 都 很 小 . 对 流 项 ( 放 ) 使 清流 能 量 有 小 的 损失 , 耗 散 项 (i ) 也 略 大 于 生成 项 
(1). 我 们 知道 ,要 使 清流 不 致 削 灭 ,必须 有 维持 它 的 能 量 ,由 于 外 区 总 损失 大 于 生 
成 项 , 它 的 消 流 运动 是 依靠 内 壁 滑 流 提供 的 能 量 才 得 以 维持 下 去 的 . 这 从 图 中 扩散 
项 (iv) 在 内 壁 为 负 在 外 缘 附 近 转变 为 正 值 可 看 出 这 一 点 . 综 上 所 述 , 消 流 强度 .前 
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切 应 力 、 能 量 平衡 乃至 误 流 的 动力 学 过 程 ,在 近 壁 和 外 缘 各 有 不 同 的 特点 ,同时 它 
们 之 间 也 存在 重要 的 相互 作用 和 能 量 交换 . 大 致 情形 是 这 样 :在 内 区 ,有 从 外 区 来 
的 平均 流 的 能 量 通 量 流向 壁面 ,并 通过 济 流 应 力 做 功 转换 为 内 区 的 涡流 生成 能 . 滑 
流 生成 能 的 大 部 分 直接 耗 散 掉 , 变 成 热 ,小 部 分 通过 洲 流 扩散 又 返回 到 外 区 ,以 维 
村 那里 的 损耗 


/U2 


uv’ 


| 全 回 


pn > 4 
Lo | CT 

< 

据 er 

碍 0 | 


和 |0 
0 O00 DO Os 0 60575.03 
过 渡 层 汕 流 区 
粘性 底层 

(b) 

图 11.6 (a) 沿 平 板 边界 层 的 湛 流 特征 量 ，; 
(b) 平板 边界 层 壁 面 附近 的 满 流 特 征 量 (放大 图 ) 

现在 ,我 们 来 分 析 支 配 内 外 区 速度 分 布 的 物理 因素 . 
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了 LA 人 


0 _ 20 40 60 80 100120 140 
30 1 


1 
获得 获得 


损失 损失 
_50 -1 
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.050.20.4 0.60.81.0 
yi6 
图 11.7 边界 层 内 能 量 平衡 图 


(站 站) 生成 项 ;( ii) 耗 散 项 ;( 和 看) 对 流 项 ; (iv) 输 运 项 
11.4.2 边界 层 内 速度 分 布 


以 上 分 析 表 明 , 在 内 区 , 湾 动 能 的 生成 和 耗 散 之 间 达 到 局 部 平衡 ,内 区 的 流动 
结构 实质 上 与 外 区 无 关 . 由 于 流动 治 流向 变化 缓慢 ,速度 大 小 仅 与 离开 壁面 的 距离 
y》 有 关 . 因 为 在 内 区 总 应 力 不 变 ,流动 的 特征 速度 可 以 由 (rs。/P)' 表征 , 它 常 称 为 


摩擦 速度 即 
一 Tw 
Us = 2 (11. 4.1) 


此 外 ,在 近 壁 区 ,分 子 慕 性 作用 是 重要 的 .根据 以 上 分 析 , 平 均 速 度 可 表示 为 


U= Fly,u.,v, kK), (11.4.2) 
其 中 是 壁面 粗糙 度 .由 量 纲 分 析 得 出 
U'= f(y ,Kk )， (11. 4.3) 


其 中 UU = Us 六 = yu./v,K'= Ku./v, 按 近 名 条 件 得 到 的 上 式 称 为 壁面 定 
律 .实验 表明 ,各 种 壁面 附近 的 满 流 , 如 边界 层 、 管 流 和 槽 流 等 ,都 具有 由 壁面 定律 
表示 的 相同 的 速度 剖面 . 

在 外 区 ,流动 的 上 游历 史 , 压 力 梯 度 对 外 区 流动 有 显著 影响 ,内 区 对 外 区 的 影 
啊 也 是 通过 wu 表示 的 .此 外 ,外 区 分 子 黏 性 作用 很 小 ,可 和 忽略 . 故 外 区 速度 分 布 可 
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写成 


人 DO 


dP 
L/ 一 U(y) = G(y. 0. UU .0,5)， (11.4.4) 
多 分 别 过 轨 导 外 光 速度 和 边界 层 厚 度 . 由 量 纲 分 析 得 到 
+ 二 = 了 
= g(7, “pu sp) L7 U./u, 9 7 6 * (11. 4. 5) 


该 式 称 为 速 
种 相似 性 


亏损 律 (图 11. 8). 当 压 力 梯度 项 变化 很 小 时 ,速度 亏损 分 布 存在 着 某 


e@ 沿 平板 边界 层 
9 仙 斥 万 稀 度 


小 

oh} 不 梯度 
大 

0 分 离 流 动 


式 (11.4.10) 


k=0.4 式 (11.4.6) 六 
B=5.5 : 


10 100 1000 10000 


k=0.4 
A=2.36 
式 (11.4.11) 


实测 值 
o Kiebanoff and Diehl 
e Schult,-Grunow 
Hama 
o Clauser 一 一 粗糙 辟 


图 11.8 壁面 定律 和 速度 亏损 律 


内 区 又 可 仔细 分 成 三 个 子 区 ,它们 是 : 
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(1) 黏 性 底层 ”厚度 约 为 0 委 六 委 5 一 8. 
它 是 最 贴近 壁面 的 一 层 , 这 里 淮 流 应 力 趋 于 消失 , 分 子 秋 性 起 主导 作用 ,于 


aU| - UU’ - 
”dy ， rs/O 或 


则 
U'= y'. (11. 4.6) 

表明 平均 速度 随 离 壁面 的 距离 线性 增 大 . 

(2) 缓冲 层 5 一 8 之 y' 太 30 ~ 50. 

该 区 内 黏 性 应 力 变 小 , 滑 流 应 力 增加 ,两 者 有 相同 量 级 . 在 该 层 项 部 黏 性 应 力 
趋 于 消失 .该 层 是 由 莫 性 底层 到 完全 发 展 注 流 的 过 渡 层 . 

(3) 对 数 律 层 (30 ~ 50)v/u, 碾 yy 三 0.25. 

在 内 区 和 外 区 之 间 存 在 一 个 重合 区 ,在 该 区 内 壁面 定律 和 速度 亏损 律 同时 成 
立 . 换 名 话说 ,两 个 速度 律 在 该 区 匹配 . 若 不 考虑 粗糙 度 和 压力 梯度 , 则 速度 分 布 可 
分 别 写 成 


[六 = 和 Ui-U’= g(y), (11.4.7) 
从 而 有 
U*= fy)= Ui - g(7). (11. 4. 8) 
将 外 变量 用 内 变量 表示 , 则 有 z 
7 = (二 (11.4.9) 
对 式 (11.4.8) 求 六 的 微 商 得 
df -dy7 .dg(C7)7 7dg 
dy dy d7 yd7 
或 
+ df __ ,dg 
了 dy 7 37， 


等 式 右边 和 左边 分 别 只 是 7 和 六 的 函数 ,所 以 它们 应 同时 等 于 某 个 常数 , 记 作 过， 


[ 广 = Iny’+ B (用 内 变量 )， (11. 4. 10) 
U: ~ U':=-- 土 In 了 + A (用 外 变量 ). (11. 4.11) 
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这 就 是 著名 的 对 数 律 . 常数 上 ,4 和 B 由 实验 确定 . 对 于 光滑 壁 ,K = 0.41,.B = 
5.0, 对 于 平板 边界 层 , A = 2. 35. 对 数 律 已 为 大 量 实验 所 证 实 . 
若 将 式 (11.4. 10) 代入 混合 长 公式 (11. 3.9). 立刻 可 得 到 
1 = ky. (11. 4. 12) 
事实 上 , 普 朗 特 是 先 假设 了 式 (11. 4. 12) ,而 后 才 得 出 对 数 律 公式 的 . 

外 区 也 可 细 分 为 两 层 : 尾 迹 律 层 (0.28 之 y 达 0.46) 和 黏 性 顶层 (0.48 
<y< HO). 

在 尾 迹 律 层 流动 虽然 仍 是 完全 满 流 状态 ,但 满 流 强度 已 明显 减弱 ,速度 分 布 偏 
离 对 数 律 .在 条 性 顶层 内 最 显著 的 特征 是 满 流 的 间 葡 性 , 间 欣 因子 y 测量 表明 , 当 
y 近 0.46 时 7 = 1,y 之 1.26 时 7 = 0, 在 0.46 达 y 达 1.26 中 y 从 1 减 小 到 0. 这 
表明 非 湛 流 的 外 部 流动 可 以 深 深 摇 入 到 边界 层 内 部 , 满 流 和 非 满 流 交界 面 是 厂 牙 
交错 很 不 规则 的 . 沙 流 和 非 消 流 流体 之 间 的 挨 混 使 清流 强度 显著 减弱 , 消 流 场 特征 
有 点 像 尾 迹 流 场 .整个 外 区 的 速度 分 布 可 由 下 面 的 经 验 公式 很 好 表示 


Lor= xin Hl2 w (>)|, (11.4. 13) 
其 中 W 称 为 迹 隔 数 
W = 2sin? ( 革 2). (11.4.14) 


五 是 压力 梯度 因子 , 零 压 力 梯度 时 了 = 0.5. 实 验 结果 表明 ,该 式 的 应 用 范围 一 直 
可 以 推广 到 内 层 对 数 律 区 ,40v/4u, <》 去 0， 


11.4.3 边界 层 中 的 拟 序 结构 


近 半 个 世纪 来 ,特别 是 20 世纪 70 年 代 以 后 ,人 们 开始 认识 到 满 流 并 非 是 完全 
随机 的 无 序 运 动 ,而 是 在 之 乱 中 存在 着 相当 程度 的 有 序 运 动 ,这 种 有 组 织 的 大 尺度 
流动 被 称 为 拟 序 结构 . 正 像 很 难 定义 满 流 一 样 ,也 很 难 给 拟 序 结构 下 一 个 很 确定 的 
定义 .但 是 ,我 们 可 以 说 出 拟 序 结构 的 若干 特征 . 拟 序 结构 可 以 通过 流动 显示 、 条 件 
抽样 图像 辨 别 等 测试 手段 辨认 出 来 .我 们 虽然 不 能 肯定 在 何 时 何 地 会 出 现 什么 样 
的 确定 的 流动 结构 ,但 我 们 确实 能 预期 在 一 定 流动 条 件 下 某 种 流动 结构 出 现 的 概 
率 要 大 于 其 他 的 类 型 . 换 句 话说 ,流动 的 形状 和 结构 回 特 定 的 流动 类 型 (如 汕 流 边 
界 层 或 自由 剪 切 流 等 ) 有关. 正 是 这 些 结构 迭 加 在 高 度 随机 的 背景 运动 之 上 构成 了 
油 流 流动 .所 以 清流 是 确定 性 和 随机 性 过 程 的 某 种 有 机 的 统一 . 另 一 方面 ,各 种 拟 

序 结构 都 有 一 个 从 产生 到 消失 的 平均 周期 ,一 次 生 消 过 程 之 后 ,经 过 一 段 随机 的 间 
歇 , 拟 序 结构 又 会 再 次 产生 ,但 它们 的 反复 出 现 充其量 也 只 不 过 是 准 周期 的 . 漠 流 


*。418 。 


De 第 11 章 滑 流 概论 


场 中 存在 各 种 不 同 尺 度 的 拟 序 结构 ,最 大 的 可 以 与 流动 的 横向 尺度 相当 . 人 们 还 发 
现 , 注 流 的 拟 序 结构 与 从 层 流 向 清流 的 转 所 过 程 中 出 现 的 流动 结构 是 非常 相似 的 . 
11.9 是 几 幅 油 流 边界 层 内 的 流 场 显示 照片 ,生成 毛 气 泡 的 金属 丝 重 直 于 流 


图 11.9 不 同 高 度 上 的 灌流 结构 (氢气 泡 显示 实验 ) 
(WY! = 4.5:(b) y= 50.7;C0)y’ = 101;(d)y" = 407 


动 方向 且 与 壁面 平行 .图 11.9(a) 是 黏 性 底层 情形 ,那里 氧气 泡 形成 条 带 ,与 层 流 
向 灌流 转 按 时 的 流向 涡 十 分 相像 .图 11.9(b) 显示 出 在 缓冲 区 内 庙 流 强度 在 增强 . 
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底层 和 缓冲 层 虽 然 在 整个 边界 层 厚度 中 只 占 百 分 之 几 , 但 在 滑 流 应 力 和 滑 流 能 量 
的 生成 方面 占有 极 重要 的 地 位 . 换 句 话说 ,这 里 是 壁 沿 流 的 发 源 地 ,在 内 层 经 常 发 
生 着 下 列 几 种 典型 的 拟 序 结构 : 

(1) 高 低速 条 带 ”由 彼此 相间 的 反 向 旋转 的 流向 涡 系 形成 高 低速 条 带 ( 与 转 
所 情形 的 谷 和 峰 对 应 ) ,一 对 流向 涡 的 横向 尺度 约 为 100y7! ,长 约 1000y*. 

(2) 下 天 (sweep) ”从 对 数 区 来 的 高 速 流体 朝向 壁面 运动 进入 缓冲 区 . 

(3) 喷射 (ejection) ”低速 流体 突然 离开 缓冲 区 , 朝 外 运动 进入 对 数 区 . 

(4) 铬 发 (burst) ” 慢 速 条 带 抬 逢 到 缓冲 区 ,经 历 明显 振荡 后 ,以 破碎 成 许多 小 
尺度 旋涡 而 告终 ,这 些小 涡 组 成 的 破碎 区 继续 向 外 运动 ,整个 过 程 称 为 狸 发 . 

内 层 这 些 运 动 形 式 对 雷诺 应 力 生 成 有 重要 贡献 ,同时 也 是 湛 流 能 量 的 主要 来 源 . 
这 与 前 述 能 量 平衡 的 测量 结果 是 相应 的 . 满 流 边界 层 外 区 主要 特征 是 存在 大 尺度 运 
动 和 尺度 约 为 边界 层 厚度 量 级 的 展 向 大 涡 . 这 些 大 尺度 结构 中 黏 性 作用 很 小 ,可 看 成 
是 无 黏 非 定常 有 旋 的 运动 ,造成 边界 层 表 面 很 不 规则 .流动 显示 可 看 到 边界 层 外 缘 有 
许多 “ 凸 块 ”, 这 是 由 于 满 流 与 非 湛 流 流体 的 交界 面 犬 牙 交错 所 致 “ 凸 块 ”波浪 式 地 向 
下 游标 移 , 非 满 流 流体 逐渐 被 淇 流 “污染 ”, 这 个 过 程 称 为 “ 卷 吸 ”(entrainment). 展 向 
大 涡 不 但 对 掺 混 作 用 是 重要 的 ,而 旦 对 独 发 过 程 也 起 着 重要 作用 . 

消 流 中 背景 小 涡 在 整体 水 流动 能 平衡 中 有 重要 作用 ,但 对 雷诺 应 力 贡献 很 小 ， 

研究 庙 流 结构 不 仅 要 辨别 和 确定 典型 的 拟 序 结构 ,而 且 要 和 弄 清 它们 的 作用 . 目 
前 对 拟 序 结构 的 认识 及 理论 解释 还 远 未 完成 . 


11.5 淇 流 的 统计 理论 


自从 雷诺 方程 (11. 2. 10) 问世 以 后 ,人 们 就 集中 力量 设法 解决 雷诺 方程 的 封闭 
性 问题 ,但 收效 一 直 不 大 .到 了 20 世纪 30 年代 ,泰勒 建议 先 研 究 一 种 最 简单 的 消 流 

均匀 各 向 同性 满 流 , 然 后 表 解 决 非 均匀 注 流 的 问题 .均匀 各 向 同性 注 流 理论 主 
要 是 研究 注 流 脉动 场 的 统计 规律 和 浇 流 内 部 的 微 结构 ,采用 概率 统计 的 观点 和 方 
法 , 故 称 为 庙 流 的 统计 理论 .从 20 世 纪 30 年 代 以 后 的 二 三 十 年 内 , 滑 流 研究 的 主要 
注意 力 集中 在 该 理论 的 发 展 上 .后 来 ,发 现 了 潮流 的 拟 序 结构 , 满 流 研究 就 进入 了 
一 个 新 阶段 . 男 一 方面 ,计算 机 的 发 展 ,使 封闭 性 问题 又 热门 起 来 ,提出 了 各 种 高 阶 
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消 流 模式 .需要 指出 的 是 ,由 于 锁 流 统计 理论 是 在 拟 序 结构 发 现 之 前 建立 起 来 的 ， 
当然 不 可 能 考虑 到 拟 序 结构 的 理论 描述 .因此 ,如 何 把 它 与 后 来 的 理论 结合 起 来 解 
释 济 流 现象 , 仍 是 一 个 挑战 性 的 任务 . 


11.5.1 各 向 同性 洋流 


所 谓 均匀 各 向 同性 满 流 是 指 在 流 场 中 所 有 点 上 泣 流 的 统计 性 质 完 全 相同 ,并 
且 淇 流 特性 没有 方向 性 . 比如 不 存在 某 个 方面 上 的 脉动 强度 比 其 他 方向 大 或 小 的 
情况 .用 数学 语言 表述 ,就 是 描写 满 流 的 各 种 量 和 各 种 关系 ,其 大 小 或 数学 表达 式 ， 
与 点 的 位 置 和 坐标 轴 的 选取 方式 无 关 一 一 在 笛 卡 儿 坐 标 系 的 任何 旋转 或 反射 变 
换 中 形式 不 变 . 根 据 上 述 要 求 ,立刻 可 知 , = v= mw23a ,wv 和 w’ 之 间 也 不 存 
在 关联 ,uv = ww = wv = 0 等 . 

研究 各 向 同性 江 流 的 意义 在 于 :首先 , 它 是 一 种 最 简单 的 满 流 ,便于 进行 理论 
分 析 . 再 则 ,在 各 回 异 性 清流 中 , 淇 流 的 小 尺度 结构 也 表现 出 各 向 同性 的 性 质 , 称 为 
局 部 各 问 同 性 .因此 ,那些 反映 潮流 微 结构 的 量 ,可 以 由 各 向 同性 理论 给 出 . 人 们 还 
可 以 在 实验 室 中 构造 出 非常 接近 各 向 同性 的 庙 流 流 场 ,进行 各 向 同性 庙 流 的 实验 
研究 和 理论 比较 . 

图 11. 10 虽然 是 几何 图 案 的 各 向 同性 和 各 问 异 性 情况 .但 可 以 帮助 我 们 理解 


11.10 几 种 几何 图 案 
(a) 备 向 同性 ;(b)、(e) 各 向 异性 
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11.5.2 关联 系数 


关联 系数 是 重要 的 淇 统计 特征 景 之 一 , 它 可 以 反映 出 满 流 涡 团 大 小 和 空间 结 
构 . 湛 流 统 计 理 论 中 把 湾流 场 看 成 是 由 各 种 不 同 尺 度 涡 团 (eddy) 的 随机 运动 所 组 
成 的 . 至 于 涡 团 则 是 一 个 比较 含混 和 难以 严格 定义 的 概念 ,但 用 它 来 描写 湛 流 却 不 
失 为 一 个 有 效 的 工具 .在 11.2 节 中 我 们 曾 给 出 过 关联 系数 的 定义 . 这 里 ,我 们 特别 
关心 的 是 同一 时 刻 不 同 地 点 间 脉 动 速度 之 关联 ,再 较 详 细 地 解释 一 下 有 关 的 物理 


Li(X) LI(CX 十 r) 
oi(X)o(X+r) 
称 为 空间 关联 或 欧 拉 关联 . 对 于 均匀 各 向 问 性 潮流 ,空间 关联 可 大 大 简化 . 此 时 可 
写成 


Ri(x,r) 一 


(11. 5.1) 


URyCr) = ui (x)u (x +r). (11. 5.2) 

研究 空间 关联 可 以 了 解 涡 团 在 空间 的 结构 ,R;(r) 依赖 于 了 的 大 小 和 方向 ,不 同方 

向 上 的 Rj 可 以 给 出 满 流 空间 结构 的 信息 . 其 中 最 重要 的 是 同一 速度 分 量 的 纵向 
和 横向 关联 . 


fry =u Cu x+tr)/u’ (11. 5. 3) 
和 
71) = OV Xt au. (11. 5.4) 
其 中 7 是 “测量 ”两 点 的 连 线 之 距离 ,x 轴 沿 该 
vo + | 连 线 方向 ,w ,vw 分 别 为 同一 子午 面 上 平行 与 
An) 垂直 x 轴 的 速度 分 量 .典型 的 f(r) 和 g(r) 曲线 


- 形状 如 图 11.11 所 示 . 在 r = 0 时 ,f(0) = g(0) 
= 1;r 一 时 ,f/f(%w) 和 g(%) 一 0, 日 f(7)， 
g(7) 之 1. 可 以 从 关联 曲线 定义 一 个 表示 平均 


g(r) 湾流 尺度 的 量 


图 11.11 ”纵向 和 横向 关联 系数 1 = j rpdr (11.5.5) 
它 称 为 纵 辐 涂 流 积分 尺度 .也 可 以 定义 一 个 庙 流 微 尺度 1 来 表示 潮流 中 小 尺度 涡 
的 大 小 , 它 是 在 ” = 0 处 与 关联 曲线 有 同样 曲率 的 抛物 线 在 横 轴 上 的 截 距 


=[ -二 ( 叶 ) | (11.5. 6) 
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式 (11. 5.2) 是 一 个 张 量 表达 式 .由 于 是 均匀 各 向 同性 滑 流 ,物理 空间 唯一 的 矢量 就 
是 了 ,这 时 能 组 成 二 阶 张 量 的 只 能 是 xixj 及 5; ,考虑 到 Ri Cr) 是 个 无 量 纲 量 ,所 以 
它 只 能 取 下 列 形 式 


rr; 以 
R; = TACr,D) + Blr,1)6;, 


其 中 A.B 是 无 量 纲 函 数 . 由 式 (11. 5.3) 和 (11. 5.4) 有 
RaCr= f(r)= A(r.t) + Blr,1), 
Ryu(r) = g(r) = Blr,1). 
所 以 
Ry(r,t) = [f(r 1) gr + gr 1). (11. 5.7) 
这 表明 ,均匀 各 向 同性 满 流 的 二 阶 速度 关联 只 要 由 两 个 标量 函数 就 能 表示 . 进 一 
步 ,对 于 不 可 压缩 流体 ,由 连续 性 方程 


Bu’ (x +r) 
Ox 


二 0， 
两 边 乘 以 ui;(x) ,再 取 平 均 , 有 


av 8 一 7 
W(X) Beit (X+ DD) Br XU (XT r) 0， 

把 x = xi + 方 代 人 ,变更 自 变量 xy 为 六 ,从 而 得 到 
DR 一 
rR?) 0. (11. 5. 8) 

HOO 0 ) 代入 上 式 得 

因为 站 or $3 86j :将 式 (11. 5.7) 代入 上 式 得 

g= f+ (11. 5.9) 


这 表明 对 于 不 可 压缩 流体 均匀 各 向 同性 油 流 的 二 阶 速度 关联 只 要 一 个 标量 溃 数 就 
能 确定 ,显得 特别 简单 .实验 验证 了 这 一 结果 的 正确 性 .同样 可 以 证 明 , 对 于 三 阶 速 
度 关 联 也 只 要 一 个 标量 函数 就 能 确定 , 这 个 标量 函数 可 以 选 为 三 阶 纵向 速度 关联 
(Rix ) 系数 ,其 定义 为 


KF) = HOOW x+tr) 


Cu) 
从 N-S 方程 出 发 ,还 可 以 推导 出 了 满足 的 动力 学 微分 方程 (数学 推导 从 略 ) 
Qi 23 Da: 一 1 2 of 
SD uN RK) = 2yu 二 部 人 号) (11. 5. 10) 
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称 为 卡门 - 霍 华 斯 方程 .其 中 ,KK 分 别 为 二 阶 和 三 阶 纵向 关联 系数 .这 里 ,我 们 遇 到 
了 与 雷诺 方程 同样 的 困难 , 即 其 中 的 三 阶 关 联系 数 天 也 是 个 未 知 量 ,方程 仍然 是 
不 封闭 的 .近似 计算 中 往往 假设 某 阶 以 上 的 各 阶 矩 为 零 ,使 方程 封闭 ,这 种 方法 称 
为 截断 法 .研究 表明 ,采用 截断 法 处 理 庙 流 问题 很 难 像 在 气体 分 子 运 动 论 中 那样 获 
得 巨大 成 功 . 


11. 5. 3 谱 分 析 方 法 


谱 分 析 法 是 湛 流 分 析 的 重要 方法 之 一 . 滑 谱 与 关联 函数 是 两 种 不 同形 式 的 应 
流 统 计量 ,都 是 湾流 测量 的 重要 内 容 . 为 了 提出 合理 的 封闭 性 假设 或 确定 模式 方程 
中 待定 系数 ,往往 需要 依赖 于 对 满 谱 的 认识 . 我们 可 以 把 测量 的 脉动 速度 必 看 成 
是 不 同 频率 的 谐 波 的 迁 加 ,因此 可 以 利用 傅 氏 分 析 法 对 消 流 脉动 进行 频谱 分 析 . 例 
如 ,如 果 某 个 脉动 量 比如 u 的 谱 测 量 是 在 一 条 直线 方向 上 进行 的 , 则 称 为 一 维 谱 ， 
xi2 (Cr) 就 是 各 种 频率 的 随机 谐 波 能 量 的 总 和 . 设 En) 是 统计 意义 上 的 能 谱 密 


度 , 则 频率 在 4 到 n + dn 之 间 的 各 谐 波 对 满 能 u” 的 贡献 为 E1(n)dn, 所 有 频率 的 
波 贡 献 的 总 和 即 为 


Wu = | EG)dn. 


进一步 ,我 们 可 以 把 潮 谱 函数 与 关联 函数 这 两 个 统计 特征 量 联系 起 来 ,定义 


u Ri(r) = | Ei(n)eemdn, (11. 5.11) 
以 及 其 逆 变 换 
Ei(n) = 去 wu | Ru (re wdr, (11. 5. 12) 


则 能 谱 密度 就 是 时 间 关 联系 数 的 傅 里 叶 变 换 . 同样 ,也 可 对 空间 关联 进行 傅 氏 变 
换 .以 上 是 对 一 维 湛 谱 而 言 的 .通常 ,一 维 谱 不 能 看 成 是 湛 流 的 适当 描写 ,因为 满 流 
结构 是 三 维 的 .一 维 谱 甚 至 可 能 给 出 三 维 满 流 场 的 错误 信息 . 为 此 ,定义 三 维 湛 谱 


oo 


. 二 a] A iker 二 
27 (天 ) Car Qu re dr， (11. 5. 13) 

其 中 
Qir) = uxt)u (xt+r,t) (11. 5.14) 
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为 空间 二 阶 关联 短 . 由 式 (11. 5. 13) 递 变换 , 则 


pul(k)err dk. (11.5. 15) 


我 们 主要 感 兴趣 的 是 消 流 能 谱 无 (K). 注意 到 广 pi(k)= (9 + Py + P33), 


它 表 示 在 一 个 给 定 波 矢量 天 大 过 的 证 间 单位 休 可 中 的 流动 能 于 是 .上 区 
(11.5. 15) 可 看 出 消 流 动能 为 


广 Q4(0) = 上 ww = 用 二 gi (kydk (对 i 站 求 和 ). 


要 考虑 某 个 波 数 k 对 满 能 的 责 献 , 可 在 波 矢量 空间 内 以 上 为 半径 的 球面 上 积分 ,do 
是 球面 元 面积 ， 


Spa kydo. k=|k|. (11. 5. 16) 


E(k) 称 为 庙 流 能 谱 冤 度 . 对 所 有 K 积分 就 是 满 流 动能 


E(k) = 


i i 1 
[ec he = Be = 二 
由 式 (11.5.15), 纵 回 关联 算 和 横向 关联 矩 为 


Wf = Or:0.0 = | Fak endk, 


cc 


280 = Oo(r,0.0) = | Fa ke dk 
其 中 


r = .0,0) 及 Fiy(ki1) = | | ps Ck)dksdks. 


Fi 和 Fs 分 曾 为 纵向 谱 和 模 同 冀 , 一 般 说 来 , Fu ,Fw 与 天 的 关系 十分 复杂 ,但 在 
均匀 各 向 同性 灌流 中 ,它们 之 间 有 相当 简单 的 关系 ,其 中 最 有 用 的 两 个 关系 式 是 


-rs 43d/ldh 

E(k)=k jk (x I )， (11. 5. 17) 
dd kk 
I ek) = dk Fn (ky). (11. 5. 18) 


大 多 数 测 景 给 出 的 是 一 维 谱 . 在 高 波 数 即 小 尺度 时 , 注 流 非常 接近 于 各 向 同性 ,可 
以 借助 于 式 (11.5.17) 由 测量 的 忆 求 出 ECk). 
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11.5.4 能 量 级 串 与 柯 尔 莫 戈 洛 夫 局 部 各 向 同性 假设 

图 11. 12 是 油 能 谱 曲 线 示意 图 ,在 定常 状态 下 . 满 能 谱 大 体 柯 分 成 二 个 吉 4 
是 大 演 区 -广电 流 是 各 向 蜡 相 的 大江 内 革 本 流 中 得 能 量 b 能 涡 区 ， 
大 尺度 涡 分 裂 成 许多 较 小 尺度 的 涡 , 把 从 低 波 数 区 获得 外 和 全 这 纺 癌 站 下 区, 
星人 小 vc 是 街区. 由 最 小 代 的 油 给 上 区 人 的 洲 能 人 
艇 相 平衡 . 较 大 的 涡 向 较 小 的 涡 输 运 能 量 . 再 答 运 给 更 小 的 涡 , 最 后 耗 散 成 热 . 这 种 
能 量 输 运 方式 称 为 能 量 传递 的 级 串 原理 . 


E(k) 


1 
1 
1 
1 
1 
I 
I 


人 
仓 从 平均 流 得 到 能 基 直 耗 散 成 执 一 大 尺度 涡 向 小 尺度 涡 输 送 能 最 
图 11.12 能 谱 密 度 示意 图 


关于 级 串 输 运 的 机 理 没 有 相应 的 精确 理论 ,能量 的 逆 传 递 有 时 了 出 是 可 能 的 .能 
并 曲线 的 形状 也 缺少 一 般 的 理论 说 明 . 但 是 . 何 尔 葛 高 洛 夫 (Kolmogorov) 提出 的 
理论 对 小 尺度 庙 流 确 是 一 个 很 好 的 描述 . 他 认为 在 平衡 区 ,基本 上 不 受 外 内 条 件 的 
人 入 质 , 即 小 尺度 泥 流 是 局 部 各 向 同性 的 .他 通过 量 纲 分 析 ， 
巧妙 地 论证 出 下 列 重要 结果 : 
(1) 当 雷 诺 数 足够 大 时 ,在 平衡 区 小 尺度 注 涡 的 统计 特性 只 与 能 量 耗 散 率 e 利 
分 子 茜 性 系数 y 两 个 特征 量 有 关 , 称 为 柯 氏 第 一 相似 性 假设 . 则 湾 谱 消 数 可 写成 
E= f(k.e,y). (11. 5. 19) 
其 中 上 为 波 数 ,它们 的 量 纲 分 别 为 LE] = TY [kj]=L'i.[e]= LT?*.[vy]= 
47T 1. 由 量 纲 分 析 得 


网 


E _E 
el 2 = f(k7), (11.5.20) 
长 中 
ys 1 
7=() ， v= Ge (11. 5. 21) 
€ 


7 是 个 重要 的 参数 , 称 为 柯 氏 微 尺度 . 它 是 表征 最 小 漠 流 尺度 的 特征 长 度 .v 是 平衡 
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区 特征 速度 . 

(2) 在 含 能 区 ,只 要 雷诺 数 / 外 够 高 , 滑 流 运动 与 分 了 竺 性 无 类. 机 uj 表示 注 
涡 动 能 的 量 级 . 则 uo 可 代表 特征 速度 , 消 涡 特征 长 度 可 用 /表示 .进一步 分 析 可 知 ， 
特征 速度 义 可 由 s 和 7 表征 s 一 wu/1. 于 是 , 满 谱 聘 数 为 

E= Flk.u.t) = Flk.e.,l) (11. 5. 22) 


或 
E/(e:*1s3) = FOKkI). (11. 5. 23) 
含 能 区 的 小 尺 庶 端 与 平衡 区 的 大 尺度 端 存在 一 个 重症 区 . 由 式 (11.5.20) 和 
C11. 5.23) 可 以 有 
FE= so541K7T) = e313F(kD). (11. 5. 24) 
整理 后 得 
(K7D52 PCK7) = CkDSSFCKD). 
等 式 两 边 分 别 是 k7 和 Ki 的 函数 ,所 以 应 等 于 一 个 常数 .代入 式 (11. 5. 20) 后 得 到 
E = Ae’*k®. (11. 5. 25) 
这 就 是 著名 的 柯 氏 湛 谱 - 5/3 次 律 .上 式 表 明 , 在 - 5/3 律 成 立 的 波 数 段 , 分 子 黏 性 
不 起 作用 .能 旦 输 运 中 没有 耗 散 .从 而 天 = ECOK,s). 故 又 称 为 惯性 子 区 . 这 就 是 柯 
二 相似 性 假设 .而 把 平衡 区 人 分 称 为 荞 性 耗 散 子 区 . 
由 式 (11. 5.17) 可 知 , 当 E~k" 时 ,也 有 Fi 一 ,Fw ~ 上 "图 11.13 是 出 


SS 和 余 率 -=_5/3 


F (KFA(E)F(K) ecm/sec: 
= 


10: 10” 10" 10' 10° 
kecm’ 
11. 13 ”在 一 个 满 射流 中 的 速度 涨 落 谱 
所 纵向 ) ;下 ( 模 侧 向 ) ;FF (横向 ),k1 波 数 
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实验 测 得 的 一 维 庙 谱 . 很 好 地 证 明了 - 5/3 律 的 正确 性 . 当 达 一 大 2 时 ,由 式 
(11.5.18) 得 Fy = Fn ,这 个 关系 常 被 用 来 判断 庙 流 是 否 是 各 向 同性 的 . 


科 氏 局 部 各 向 同性 汪 流 假设 把 统计 理论 引 辐 实际 应 用 ,因而 获得 很 高 评价 . 
最 后 ,我 们 来 分 析 一 下 柯 氏 微 尺度 7 ,Taylor 微 尺度 4 和 含 能 区 尺度 1 之 间 的 


关系 .首先 定义 两 个 雷诺 数 Re; = 24 和 Re = 人 = V .由 起 (11.5.21)， 


vy vy 


(11.5.22),7 = (je 一 起 /立刻 可 以 得 到 
1 


可 一 Rej (11. 5. 26) 
另 一 方面 ,可 以 证 明 ( 从 略 ) 

e = 15v 人 (11. 5. 27) 
将 7 和 上 式 的 s 关系 代入 4/7, 立 刻 可 得 到 

分 ~ Rel?. (11. 5. 28) 


柯 氏 微 尺 度 是 注 流 中 最 小 尺度 涡 的 量度 , 它 比 Taylor 微 尺 度 还 要 小 得 多 . 比较 式 
(11. 5. 26) 和 (11. 5. 28) 得 Re, = Rei .要 使 平衡 区 存在 的 高 雷诺 数 条 件 是 1 污 7， 
即 要 求 满足 

Rei?* 污 1 或 Re 六 1. 


11.6 满 流 的 高 级 数值 模拟 


油 流 的 数值 模拟 是 同 高 速 电子 计算 机 的 发 展 和 数值 方法 的 进步 紧密 结合 在 一 
起 的 .没有 大 型 高 速 计算 机 就 不 可 能 有 现代 的 庙 流 数值 模拟 . 在 现代 ,用 数值 模拟 
方法 研究 消 流 已 成 为 不 可 缺少 的 手段 .根据 研 究 的 目的 和 精细 程度 , 滑 流 数值 模拟 
大 致 可 分 为 三 个 层次 : 一 是 基于 雷诺 平均 N-S 方程 (Reynolds Averaged 
Navier-Stokes(RANS) Equations) 的 模式 理论 ; 二 是 大 涡 模 拟 (Large Eddy 
Simulation(LES)); 三 是 直接 数值 模拟 (Direct Numerical Simulation). 本 节 将 分 
别 概述 如 下 . 
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11.6.1 基于 RANS 方程 的 模式 理论 


如 前 所 述 ,利用 雷诺 分 解 得 到 的 雷诺 平均 N-S 方程 最 大 的 问题 是 它 的 不 封闭 
性 ,为 了 封闭 方程 ,在 11.3 节 中 介绍 了 以 Prandtl 混合 长 理论 为 代表 的 半 经 验 理 
论 ,这 就 是 早期 的 "模式 ”理论 .20 世纪 60 年 代 以 来 新 发 展 起 来 的 “模式 ”理论 大 致 
可 分 成 两 大 类 型 : 

一 类 是 仍旧 采用 Bousinessq( 布 辛 涅 斯 克 ) 涡 ( 注 流 ) 黏 性 系数 假设 的 框架 , 即 


假设 
ps 2 1 /9U: , U, 
Puiuj; = ZL 3 OK Si = 5 (3 十 3 )， (11.6.1) 


其 中 yr 是 涡 ( 满 流 ) 黏 性 系数 ,k = uiu'/2 是 满 流动 能 .建立 清流 模型 的 任务 就 是 
给 出 wz 的 计算 方法 ,由 Bousinessq 假设 , 涡 黏 性 系数 Ar 可 由 应 流 脉 动 的 特征 速度 
v 和 特征 长 度 ! 的 乘积 表示 
HA， 二 UL (11. 6. 2) 

根据 计算 4, 所 需 的 微分 方程 数目 ,又 将 满 流 模型 分 为 零 方程 .一 方程 和 二 方程 等 
不 同 层次 . 

另 一 类 是 放 奔 上 述 涡 黏 性 系数 假设 ,直接 建立 起 雷诺 应 力 的 微分 方程 , 称 为 雷 
诺 应 力 方 程 模 型 或 二 阶 天 模型 ， 

零 方 程 . 零 方 程 中 和 1! 都 由 代数 关系 式 给 出 , 故 又 称 代数 庙 流 黏 性 模型 . 最 典 
型 的 零 方 程 模型 是 Prandtl 混合 长 理论 式 (11.3. 10) ,那里 ,Apr = ol” | ,对 于 不 


同 流动 ,/ 是 由 经 验 给 定 的 .工程 计算 表明 ,只 要 根据 实验 或 经 验 给 出 合理 的 混合 长 
公式 ,对 于 比较 简单 的 流动 如 边界 层 、 管 流 和 射流 等 可 以 得 到 相当 好 的 结果 . 而 且 
这 种 模型 计算 量 少 ,适用 于 工程 计算 .然而 , 零 方程 模式 局 限 性 较 大 ,没有 普 适 性 . 
一 个 明显 的 缺点 是 , 消 流 黏 性 系数 只 与 当地 的 速度 梯度 有 关 , 当 9U/9y = 0 时 就 会 
得 到 汪 流 应 力 为 零 的 结果 ,这 与 实验 结果 是 不 符 的 . 零 方 程 模 型 也 不 能 计 及 湛 流 的 
历史 效应 .实践 表明 , 零 方 程 只 适用 于 相对 简单 的 二 维 流动 ,对 于 分 离 流 和 复杂 的 
三 维 流 动 基 本 上 是 不 适用 的 . 

一 方程 .在 式 (11. 6. 2) 中 如 果 用 湾流 动能 表示 特征 速度 ,2 = V2k, 满 流 茜 性 
系数 就 可 以 表示 为 


HL = crolk!?, (11.6.3 
其 中 cx 是 一 个 经 验 常数 ,! 仍 由 代数 关系 式 给 出 ,而 k 通过 求解 灌流 动能 方程 得 
到 , 故 称 为 一 方程 模型 .一 方程 模型 应 用 的 较 少 . 
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二 方程 .把 表征 涡 黏 性 系数 的 两 个 特征 量 均 由 求解 相应 的 微分 方程 给 出 ,就 称 
为 二 方程 模型 .通常 是 在 湾流 动能 方程 以 外 再 增加 一 个 关于 满 流 尺度 的 微分 方程 ， 
但 是 直接 构造 的 庙 流 尺度 的 微分 方程 ,模型 化 有 困难 ,效果 也 不 好 .通常 是 用 一 个 
与 汗 流 尺度 有 关 的 因 变 量 构 造 它 的 控制 方程 . 其 中 最 流行 的 是 增加 一 个 关于 灌流 
能 量 耗 散 率 s 的 微分 方程 ,因为 了 一 Ke, 所 以 Ar 又 可 表示 为 

4, = cp (11.6.4) 

这 就 是 流行 的 K-e 二 方程 模式 .人 除 此 之 外 ,文献 中 也 有 用 ki,w,r 和 kr 等 作为 第 二 
个 因 变 量 的 ,其 中 ww = e/k 是 比 耗 散 率 ( 注 意 , 不 是 涡 量 也 不 是 圆 频 率 ),r = 1/w 
是 耗 散 时 间 . 由 量 纲 分 析 容 易 得 到 它们 与 ! 的 关系 .1 一 Ko 一 大 2r 本 节 不 
拟 详 细 介 绍 各 种 模式 ,以 下 仅 以 K-s 模式 为 例 说 明 二 方程 模型 的 一 般 原则 和 方法 . 

从 大 方程 (11. 2. 19) 可 看 出 ,方程 中 出 现 诸如 uiuiu’ 和 pu 的 满 流 扩散 项 , 它 
们 是 使 得 方程 不 封闭 的 根源 .模式 化 的 任务 就 是 要 给 出 这 些 高 阶 关 联 项 与 平均 量 
之 间 的 关系 .这 些 关 系 不 可 能 用 纯 理 论 方法 推导 出 来 ,而 是 要 根据 对 满 流 特性 的 认 
识 , 加 上 必要 的 假设 及 逻辑 推理 得 到 .大 体 遵 循 以 下 一 些 原则 . 

(1) 满 流 量 的 扩散 遵循 局 部 梯度 原则 , 即 只 与 该 物理 量 当 地 的 梯度 大 小 成 正 
比 .在 式 (11. 2.19) 中 的 扩散 项 被 模型 化 成 
其 中 ax 是 油 流 Prandtl 数 ,其 数值 接近 1， 

(2) 耗 散 项 主要 是 由 小 尺度 的 汪 流 起 主导 作用 ,而 且 认 为 小 尺度 沙 流 是 各 向 同 
性 的 ,于 是 K 方程 中 出 的 耗 散 项 为 

OU! au 
“ax Bx 一 E ， 


Lr Ok 
Ok OX, ” 


它 由 。 方程 求解 . 


、 Tr U, 站 三) 六 
(3) 生成 项 = 一 Pu 2 (2pn54 - 雪 ok84) 于 .最 后 得 到 的 方程 
1 了 了 
写成 
DCOK) DCOUK) 一 口 ,Ar Ook /one 2 AU; 
af ax a ( ot ) (24151 Eg fe. 
(11. 6.5) 


渍 能 耗 散 率 e 的 控制 方程 可 由 脉动 量 方程 (11. 2. 13) 各 项 对 x) 求 微 商 ,再 用 2 


’ 


SL 遍 乘 各 项 , 取 平 均 后 得 到 .车 分 析 s 方程 各 项 的 物理 意义 ,与 上 方程 一 样 ,也 是 
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由 下 列 各 项 组 成 


se + Ui 主 = 生成 项 + 扩散 项 + 耗 散 项 . 
ot OX 


由 于 每 一 项 的 式 子 都 过 于 复杂 ,这 里 就 略 去 不 写 了 .可 以 发 现 上 述 方程 每 一 项 
都 需要 模型 化 ,因此 与 方程 相 比 ,模型 化 任务 要 困难 得 多 . 将。 方程 每 一 项 的 模 
型 化 与 k 方程 类 比 ,经 过 若 十 物理 的 和 量 纲 的 分 析 , 最 后 s 方程 可 写成 


4) + PU) - 2 | + 攻 | E (24S, -全 ka -cope 
A 十 Bx Bx (4 了 Es + Ce £( Hy 3 0) Cap : 


(11.6.6) 

方程 中 的 cs ,cs ,co 也 是 一 些 经 验 常数 ,常见 的 取 值 是 
c, = 0.09, cu = 1.44, cs = 1.92, ok = 1.0, 0. = 1.3. (11. 6.7) 
在 Bousinessd 涡 黏 性 系数 假设 下 ,RANS 方 程 (11. 2. 10) 与 不 可 压缩 N-S 方 程 
有 相同 的 形式 ,只 需 用 A + A 代替 x 即 可 ,而 涡 黏 性 系数 上 通过 式 (11.6.4) 由 大 
方程 (11. 6. 5) 和 * 方 程 (11. 6. 6) 得 到 ,再 加 上 连续 性 方程 (11.2. 11) ,这 样 , 在 六 个 
方程 中 有 六 个 未 知 因 变量 UV;.P,k,e. 至 此 ,我 们 完成 了 用 k-e 二 方程 使 RANS 方 

程 封闭 的 任务 . 


11.6.2 雷诺 应 力 模型 (或 称 二 阶 矩 模型 ) 


虽然 以 标准 的 k-e 模式 为 代表 的 二 方程 模型 在 工程 上 已 得 到 广泛 的 应 用 ,可 
以 用 于 比较 复杂 的 清流 ,但 是 在 旋 拧 流 (swirling flow) . 流 线 有 强 曲 率 的 流动 和 曲 
面 产 生 的 分 离 流 等 复杂 潮流 中 , 它 的 模拟 能 力 却 很 差 ,得 不 到 正确 的 结果 . 这 是 由 
于 以 上 建立 在 涡 黏 性 系数 基础 上 的 模型 有 重要 的 缺陷 ,在 三 维 流 中 雷诺 应 力 和 应 
变 率 的 关系 不 可 能 像 涡 黏 性 系数 假设 的 如 此 简单 ,这 表明 ,雷诺 应 力 张 量 已 不 再 是 
与 平均 流 应 变 率 张 量 $y 成 简单 的 线性 关系 ,标量 涡 黏 性 系数 的 假设 已 不 成 立 , 而 
必须 据 弃 涡 黏 性 系数 假设 ,直接 建立 关于 雷诺 应 力 的 微分 方程 ,这 就 是 雷诺 应 力 模 
型 (11. 2. 18) . 雷 诸 应 力 方 程 与 K 方程 相 比 ,除了 生成 项 .扩散 项 和 耗 散 项 外 ,还 多 
出 了 压力 应 变 率 项 


7 7 
2 4 U。 441 = 生成 项 + 扩散 项 + 压力 应 变 率 项 + 耗 散 项 . 


其 中 出 现 了 三 阶 速度 关联 项 ww? 和 压力 速度 关联 项 pu? 和 p 2 等 ,这 些 
了 


都 是 需要 模型 化 的 .生成 项 .扩散 项 和 耗 散 项 的 模式 化 与 方程 类 似 ,压力 应 变 率 
项 的 功能 是 起 到 重新 分 配 雷 诺 应 力 大 小 和 方向 的 作用 ,使 应 流 趋 于 各 向 同性 ,该 项 
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模型 化 的 好 坏 对 应 流 计 算 的 精度 关系 很 大 .通过 适当 的 建 模 ,目前 已 有 的 雷 诸 应 力 
模型 可 以 较 好 地 计 及 庙 流 的 历史 效应 ,在 上 述 如 旋 拧 流 (Cswirling flow) 、. 流 线 有 强 
曲率 的 流动 和 曲面 产生 的 分 离 流 等 k-e 模式 不 能 奏效 的 情况 下 ,雷诺 应 力 模 型 都 
可 得 到 较 好 的 结果 .但 是 ,雷诺 应 力 模 型 除 平均 量 RANS 方程 (11. 2. 10) 和 连续 性 
方程 (11. 2. 11) 外 ,还 需要 增加 六 个 雷诺 应 力 的 微分 方程 ,要 比 二 方程 模型 复杂 许 
多 ,需要 更 大 的 计算 机 资源 .由 于 太 复 杂 , 这 里 不 再 详 述 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 专门 
的 文献 . 


11.6.3 大 涡 模 拟 (Large Eddy Simulation(LES ) ) 


正如 前 述 , 满 流 含有 各 种 大 小 的 空间 和 时 间 尺 度 , 其 中 大 尺度 运动 可 以 大 到 与 
平均 流 尺度 有 同样 的 量 级 ,小 尺度 运动 可 小 到 Kolmogorov 微 尺度 .大 尺度 运动 含 
有 更 多 能 量 ,并 有 日 能 对 动量 、 能 量 和 标量 等 进行 更 有 效 的 输 运 ,而 小 尺度 运动 含有 
的 能 量 和 对 这 些 特性 的 输 运 要 比 大 尺度 的 弱 的 多 .如果 我 们 能 精确 地 计算 大 尺度 
汕 流 脉动 而 对 小 尺度 的 影响 采用 建 模 的 方法 ,显然 是 更 有 意义 , 这 就 是 大 涡 模 拟 的 
思想 .大 尺度 运动 是 各 向 异性 的 ,与 具体 流动 的 边 值 条 件 紧 密 相 关 . 而 小 尺度 运动 ， 
基本 上 不 受 外 界 条 件 的 直接 影响 ,具有 局 部 各 问 同 性 的 性 质 . 如 果 我 们 能 把 大 尺度 
运动 和 小 尺度 运动 区 分 开 来 ,让 大 尺度 运动 的 演化 通过 相关 的 控制 方程 直接 计算 ; 
其 中 ,小 尺度 脉动 对 大 尺度 的 影响 是 通过 建 模 使 大 尺度 运动 方程 封闭 ,这样 的 滑 流 
计算 就 比 RANS 方程 模拟 精确 得 多 .因为 小 尺度 脉动 有 局 部 各 向 同性 ,不 受 边 界 条 
件 影响 , 它 的 建 模 比 RANS 模型 容易 得 多 ,也 具有 普 适 性 .但 是 ,能 进行 大 涡 模 拟 的 
条 件 , 首 先 必须 有 足够 大 的 Re 数 ,使 测 流 充分 发 展 , 能 把 大 尺度 运动 和 小 尺度 运动 
的 作用 分 开 来 ,存在 明显 的 惯性 子 区 .其 次 ,要 有 适当 方法 把 大 尺度 运动 从 淇 流 场 
中 过 滤 出 来 , 这 是 通过 引入 一 种 所 谓 “ 滤 波 ” 的 局 部 空间 平均 的 方法 实现 的 . 
Leonard(1974) 引信 了 一 种 不 同 于 雷诺 时 间 平 均 的 空间 “滤波 ”平均 方法 ,它们 是 

LCx) = |Gd x x | ux dx’, (11. 6.8) 


其 中 G(x 一 x |) 称 为 滤波 核 函数 ,是 个 局 部 位 置 的 函数 . 滤波 后 ,我 们 需要 的 速 
度 场 仅 含有 速度 场 中 的 大 尺度 分 量 . 在 大 涡 模 拟 中 常用 的 滤波 核 有 盒 式 (box) 或 
称 方 帽 (top hat) 滤波 器 , 它 表 示 为 


1 / ， 
A A 9 i / < A， 2， = 1,2,.3， 
Od 4 -wD = Not | 7 XS Ai/2,) 


0， | xj — x’|> Aj/2， 
(11. 6.9) 
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则 滤波 后 的 速度 为 
A A 
入 Ui (XI 一 Xi — X2sX3 — XI)dxidxsdxs, 
XA Ky Ay x3-AXy/2 
式 中 A = (A1AzAs)”,Ai 是 i 方向 的 滤波 宽度 . 除 此 之 外 ,常用 的 还 有 Gauss 滤 
波 器 和 窒 断 波 数 滤波 器 .图 11. 14 是 它们 的 一 维 示意 图 , 左 图 表示 滤波 器 在 物理 空 


Ui(x,1) 二 


物理 空间 Fourier 空间 
-A A eo a n/a 
盒 式 滤波 


Gauss 滤波 


Gauss Gauss 


图 11.14 不 同类 型 的 滤波 器 


间 的 外 形 , 右 图 是 相应 的 Fourier 空间 图 形 .滤波 与 其 选择 的 长 度 尺度 A 有 关 , 粗 糙 
地 说 ,大 于 A 的 为 大 涡 , 是 可 分 辨 (resolved) 的 、 需 计算 的 部 分 .小 于 A 的 是 被 滤 掉 
的 小 涡 , 是 不 可 分 辨 的 .需要 模型 化 的 部 分 .将 式 (11. 6. 8) 代入 N-S 方程 后 得 到 滤 
波 后 的 控制 方程 为 
A(PU) | OPUiUi) ap ， 2 | (2 + S01)]+ Or | 
ot OXj OxXx; Ox OX OX; OX 
(pu; 
“ 如 "=0. | 


(11. 6. 10) 

该 方程 描述 了 三 维 非 定常 的 大 尺度 运动 的 时 一 空 演 化 ,最 后 一 项 反映 了 小 尺度 运 

动 对 大 尺度 动量 输 运 的 影响 . ry 称 为 亚 网 格 尺度 应 力 张 量 (subgrid scale stress)， 

是 需要 模型 化 的 量 .形式 上 看 ,滤波 方程 式 (11. 6. 10) 与 RANS 方程 相同 ,它们 基 
本 的 差别 是 用 空间 滤波 平均 代替 了 雷诺 时 间 平 均 , 在 滤波 平均 中 ,一 般 地 
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Ui uj; A Wj, Uj FA i, 
所 以 ,根据 亚 网 格 应 力 zy 的 定义 .rj = 一 PC 一 WWW) 代入 4 = Wt+ ul, ui 
是 大 尺度 滤波 后 的 速度 ,ui 是 亚 网 格 尺 度 的 涨 落 速 度 , 则 


rj =— OU — Uj)) - plu 十 UUji) — Puiu) (11.6.11) 

右边 三 项 分 别 是 Leonard 应 力 ,交叉 项 应 力 和 雷诺 应 力 . 如 果 用 Reynolds 平均 代 
替 滤波 平均 ,上 式 就 仅 剩 下 最 后 一 项 雷诺 应 力 项 了 . 

亚 网 格 尺 度 模型 (SGS model) 

LES 亚 网 格 尺 度 应 力 项 (11.6. 11) 是 需要 模型 化 的 . 因为 被 滤 掉 的 小 尺度 运动 
是 近似 各 向 同性 的 .因而 ,SGS 模型 是 接近 普 适 的 ,引入 一 个 相对 简单 的 涡 昔 性 模 
型 就 近乎 是 合理 的 .最 早 提出 的 是 Smagorinsky 模型 (1963), 它 类 比 于 混合 长 和 梯 
度 扩散 模型 , 取 混 合 长 为 1, = CA 正比 于 滤波 宽度 4,SGS 涡 黏 性 系数 Ar 及 SGS 
应 力 张 量 可 表示 成 


Hp = OOCCAD 让 (11. 6. 12) 
1 /Ou: Ou 
j= 2108y 十 二 rady, Sy = (8 + Ek (11.6.13) 


a 同性 油 流 的 能 谱 截断 ,从 理论 上 可 得 出 C, = 0. 18. 但 是 ,由 于 计算 

题 的 Re 数 不 同 ,滤波 尺度 也 有 主观 任意 性 ,这 一 取 值 也 并 不 是 普 适 的 , 它 对 不 同 
Re 雪 和 不 同济 池 要 取 不 同 的 人 大 约 在 0.1 至 0.24 之 间 . 实际 使 用 后 发 现 ， 
Smagorinsky 的 SGS 模型 基本 上 是 成 功 的 ,这 个 模型 主要 的 缺点 是 耗 散 过 大 . 另外 
在 壁面 附近 湛 流 仍 是 高 度 各 向 异性 的 ,SGS 模型 如 何 更 好 地 适应 壁 剪 切 注 流 ,也 需 
作 相 应 的 改进 ,比如 ,有 人 使 用 了 “壁面 律 ”. 

继 Smagorinsky 模型 之 后 ,先后 提出 的 还 有 尺度 相似 模型 ,动力 模型 等 ,不 过 
目前 最 流行 使 用 的 还 是 Smagorinsky 模型 . 

应 当 指 出 ,在 大 Re 数 下 ,对 充分 发 展 湛 流 要 求 很 小 的 滤波 尺度 . 即 很 大 的 计算 
网 格 数 ,所 以 ,LES 计算 量 相 当 大 ,制约 了 LES 方法 的 工程 应 用 .不 过 ,由 于 超 高 速 
计算 机 的 发 展 ,用 大 涡 模 拟 作为 十 具 计 算 复杂 注 流 已 越 来 越 流行 ,可 望 在 不 久 的 将 
来 它 能 像 代数 涡 黏 性 模型 那样 ,普遍 地 用 于 工程 设计 ， 


11.6.4 直接 数值 模拟 (DNS) 


不 需要 任何 的 模型 化 和 人 为 的 经 验 常 数 , 直接 利用 N-S 方程 计算 各 种 消 流 流 
动 ,无 疑 是 研究 者 们 最 渴望 的 理想 .然而 ,以 目前 世界 上 最 先进 的 计算 机 而 言 , 直 接 
数值 模拟 也 只 能 在 Reynolds 数 不 大 时 ,应 用 于 一 些 简单 流动 ,如 机 格 后 均匀 满 流 、 
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平 而 槽 道 流 等 . 如 果 说 在 21 世纪 不 久 的 将 来 大 涡 模 拟 (LES) 可 望 应 用 于 工程 计 
算 算 , 那 么 DNS 现在 还 看 不 到 这 种 希望 .目前 DNS 主要 还 是 学 者 们 用 于 研究 湾流 机 
理 的 工 且 ,而 不 是 工程 师 们 用 于 工程 设计 的 计算 工具 . 共 主 要 困难 在 于 所 需 的 计算 
机 资源 与 ;现实 计算 机 人 bE 力 之 间 的 巨大 差异 .我 们 以 计算 一 个 正 立方 体内 的 均匀 各 
向 问 性 注 流 为 例 ,为 了 准确 计算 满 流 大 尺度 的 运动 , 若 以 积分 尺度 1/ 为 大 尺度 淇 流 
的 量度 ,计算 域 在 每 个 方向 的 线 尺度 工 必须 是 积分 尺度 的 若干 倍 .同时 .DNS 计算 
还 必须 能 捕 提 到 最 小 尺度 的 运动 ,因为 动能 耗 散 主要 在 最 小 尺度 下 发 生 , 那 里 黏 性 
起 主导 作用 . 因 比 ,网 格 大 小 4 必须 要 达到 Kolmogorov 微 尺度 7. 这 样 以 均匀 网 格 
计算 ,每 个 方向 上 的 网 格 数目 N = 上/A 至 少 应 大 于 177. 内 为 科 氏 微 尺度 7 = 
(7]sDit( 见 式 (11.5.21)) .而 e 一 wf/1, 所 以 1/7 = Re 扩 , 这样 ,每 一 个 方向 的 网 
格 数 应 大 于 ReY ,三 个 方向 的 网 格 总 数 应 为 Na > Re 和 ,上 青 考 虚 到 时 间 步 长 与 网 
格 大 小 有 关 , 网 格 越 小 时 间 步 长 越 小 ,所 需 计 算 机 的 内 存 是 个 天 文 数 字 . 应 注意 ， 
Re, 是 基于 脉动 速度 大 小 uw 和 积分 尺度 ! 为 特征 速度 和 特征 长 度 的 汕 流 雷诺 数 , 它 
大 约 是 工程 上 上 用 于 计算 宏观 流动 Re 数 的 1%. 晶 前 ,DNS 只 能 用 于 低 淇 流 Re 数 
(大约 相当 于 工程 上 感 兴趣 的 Re 数 范围 的 下 端 范围 ) 的 简单 清流 . 

尽管 如 此 ,DNS 仍 可 以 获取 到 大 量 的 汪 流 信息 ,这 些 信 息 是 非常 有 用 的 ,为 测 
流 基 础 研究 提供 了 数据 库 , 可 以 用 它们 产生 各 种 统计 信息 量 , 对 汕 流 生成 .能 量 输 
运 、 满 流 耗 散 等 进行 机 理 分 析 , 其 至 可 以 进行 数值 流动 显示 ,使 我 们 能 形象 地 了 解 
应 流 中 的 拟 序 结构 ,加 深 对 淇 流 的 物理 了 解 ,对 改进 已 有 的 清流 计算 模型 或 构造 新 
模型 也 有 很 大 帮助 ， 
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迄今 为 止 ,我 们 讲述 的 绝 大 部 分 内 容 是 有 关 不 可 压缩 的 流动 .在 本 教程 最 后 一 
章 ,我 们 引入 可 压缩 性 的 概念 .这 里 的 可 压缩 性 是 指 由 于 流体 高 速 流 动 引起 密度 显 
著 变 化 的 那 种 可 压缩 性 效应 ,而 不 是 指 由 于 流体 高 频 振荡 或 者 大 气 层 内 流体 大 尺 
度 运动 引起 的 可 压缩 性 效应 ( 见 4. 1 节 ). 另 外 ,本 章 也 仅 限于 讨论 无 犁 流 问 题 . 

在 可 压缩 流动 中 ,密度 的 变化 与 压强 及 温度 有 关 , 热 力学 必须 引进 到 流体 力学 
中 来 ,与 连续 性 方程 .动量 和 能 量 方程 一 起 才能 组 成 封闭 的 方程 组 . 连续 性 方程 现 
在 也 是 一 个 非 线性 方程 ,运动 学 和 动力 学 问题 不 再 能 分 开 处 理 . 可 压缩 流动 本 质 上 
讲 是 一 个 非 线 性 问题 . 

度量 可 压缩 性 效应 大 小 的 主要 相似 参数 是 M 数 , M = u/c. 在 可 压缩 流 中 声 
速 c 是 一 个 基本 参数 .所 以 我 们 首先 介绍 线性 声学 的 有 关内 容 . 接着 ,推广 到 有 限 
振幅 扰动 的 传播 问题 及 激 波 的 形成 .并 用 一 节 专 门 介绍 了 定常 流 激 波 和 膨胀 波 .最 
后 ,介绍 可 压缩 流 不 同 层次 的 简化 近似 方程 及 其 相似 律 . 


本 节 将 着 重 人 研究 物理 量 (如 压力 、 密 度 等 ) 的 小 扰动 在 流体 中 的 传播 问题 . 我们 
知道 ,在 不 可 压缩 流动 中 , 流 场 中 任 一 点 的 扰动 都 是 以 无 穷 大 的 速度 瞬时 地 传播 到 
流 场 各 处 的 .所 以 ,研究 小 扰动 量 的 传播 必须 放弃 不 可 压缩 假设 . 


。 436 。 


?CDOODDOO 第 12 章 无 攻 可 压缩 流动 


12. 1.1 声波 在 静止 流体 中 的 传播 


首先 ,我 们 讨论 小 扰动 在 静止 的 均匀 流体 中 的 传播 . 设 po ,oo 和 p ,2 分 别 为 
平衡 状态 下 的 压强 和 密度 以 及 它们 的 偏离 .所 谓 小 扰动 是 指 P = P- Po< 扩 Poyo- 
= p 一 po 安 po 等 .由 于 流体 原来 是 静止 的 ,压强 和 密度 扰动 引起 的 流体 质点 的 运 
动 速度 4 也 是 个 小 量 .将 这 些 量 代 入 连续 性 方程 (5. 1. 1) 和 欧 拉 动量 方程 (5. 1. 2)， 
忽略 掉 两 个 小 扰动 量 的 乘积 这 样 的 高 阶 小 量 ,如 uv Ve ,co Vu 等 ,得 到 一 个 线 化 
动量 方程 


fo Dr =— Vp (12.1. 1) 
及 连续 性 方程 
+ po Ve =0. (12. 1.2) 


从 以 上 两 式 可 见 ,速度 的 局 部 变化 与 压强 梯度 成 正比 ,而 密度 的 局 部 变化 与 速度 的 
散 度 成 正比 .对 式 (12. 1.1) 两 边 取 旋 度 ,由 于 Vp 的 旋 度 必 为 零 , 于 是 
aw/al = 0. (12.1.3) 
上 式 意味 着 涡 量 场 是 定常 场 ,由 该 涡 量 场 产 生 的 有 旋 部 分 的 速度 场 也 与 时 间 无 关 . 
根据 速度 场 的 整体 分 解 ( 见 2. 3 节 ) ,速度 场 的 其 余部 分 是 无 旋 的 ,所 以 小 扰动 量 的 
传播 仅仅 与 无 旋 部 分 的 速度 场 有 关 . ， 
引入 速度 势 2, 则 4 = V9, 代入 式 (12. 1.1) 得 到 


p-p =- 0 5. (12. 1.4) 


这 实际 上 是 忽略 掉 动能 PLA 项 以 后 的 无 旋 伯 努 利 方程 .将 nu = VY 代入 式 
(12. 1.2) 以 后 得 到 

ao /Bl =— po V9. (12. 1.5) 
实验 已 证 实 , 在 小 扰动 量 的 传播 过 程 中 ,流动 是 绝热 可 道 的 ,也 就 是 说 流体 质点 的 
入 保持 不 变 . 如 果 处 于 平衡 状态 下 的 热力 学 关系 式 为 


p= p(P,s). (12. 1.6) 
则 
sp pio) = (PP) prop) pes. ep . 
p=p-p(P)= ($$)? ts (3 ) 。 + A Ch . (12. 1.7) 


利用 式 (12.1.7) 将 式 (12. 1.4) 和 (12.1.5) 中 的 p 和 pw 消去 ,得 到 关于 92 的 偏 微分 
方程 
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2 1 oO: 
“0 一 一 二 二 0. .1. 
V9 ci or (12. 1. 8) 


其 中 co 是 个 常数 ,具有 速度 量 纲 , 称 为 声速 、 
2 9 ， 
ci = ($$) (12.1.9) 
可 以 证 明 ,o ,P 和 wi 等 小 扰动 量 也 同样 满足 (12. 1. 8) 形式 的 方程 ,该 方程 常 
称 为 声学 方程 . 
我 们 首先 考虑 最 简单 的 空间 一 维 运 动 ,其 中 各 物理 量 只 与 一 个 空间 坐标 ,例如 
与 x 有关. 这样. 运动 在 y-z 平面 内 都 是 相同 的 ,所 以 称 为 平面 波 . 此 时 式 (12.1.8) 
简化 为 


O99 1 22 -= 0. 


了 (12.1. 10 
OXx” C$ Of ) 
引入 新 变量 二 x 一 col. = xX + col, 上 式 变 成 
32 _ 
光一 二 0， 12.1.11 
S37 0， ( ) 
p= fx- ct)+ g(x+ cot). (12. 1. 12) 


其 中 上 和 8 是 任意 函数 ,由 已 知 的 初 . 边 值 条 件 确定 ,p'.n 和 uw 的 解 具 有 同样 的 形 
式 .f(x 一 co1) 代表 沿 x 正 轴 传 播 的 平面 波 ( 右 行 波 )， BX + Co) 代表 沿 负 x 轴 传 
播 的 平面 波 ( 左 行 波 ). 当 观 察 者 跟随 
E 二 三 X 一 Cof 三 常数 

的 动 坐标 运动 ,1(5) 的 形状 将 不 变 . g(7) 也 是 同样 情形 .所 以 ,扰动 总 是 以 行 波 的 
形式 ,以 声速 c 向 x 轴 的 两 个 方向 传播 . 

由 uw= V9 = 2 可 知 ,流体 质点 的 运动 方向 与 声波 的 传播 的 方向 一 致 ,所 以 
声波 是 纵波 .在 平面 波 中 六 与 广 .o 之 间 有 具有 简单 的 联系 .以 右 行 波 为 例 , Pp = f(x 
6D, 则 w= 冲 = Gx 一 cD, 其 中 和 由 式 (12.1.4) 和 (12. 1.7) 得 


p = pocou (12. 1. 13) 
0 = Ln (12. 1. 14) 
cn 


一 般 说 来 ,f(x 一 cof) 和 g(x + cof) 可 以 分 解 成 各 种 不 同 波 数 K 和 频率 w 的 
平面 单 色 波 的 迭 加 .用 傅 里 叶 积 分 表示 有 


fx — ct) = [Aemak,. 


0 
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其 中 w = cok ,如 果 声 波 仅 是 一 个 单 色 波 , 则 
9 = {A mn)., 
由 于 9 = co = const. 可 知 声波 是 非 色散 波 .图 12. 1 表示 一 个 平面 单 色 波 传播 的 


不 
dx/di=c, dx/dit=—c, 1 
1 
ls 
f 
站 
0O x 六 
, - O 
flx) 8(X) 


图 12.1 平面 单 色 波 的 传播 


除了 平面 波 以 外 , 另 一 类 重要 的 传播 方式 是 球面 波 . 在 球 对 称 情形 下 .2 = 
pLr,1), 式 (12.1.8) 可 简化 为 


a: 1 Oa:(rp) _ 
70) =0. (12. 1. 15) 
其 通 解 为 
p = Cr cot) 1 g(r + cu1), (12.1. 16) 
其 中 f(r - cob 代表 外 行 波 , 即 从 声 源 向 外 传播 的 发 散 波 .gCr + co1) 代表 内 行 
波 , 即 从 声 源 向 中 心 传 播 的 汇聚 波 . 当 原点 是 声 源 时 , 声 源 只 发 射 外 行 波 ， 
9 = T(r cot). (12.1.17) 
了 的 性 质 可 根据 声 源 强度 决定 . 若 令 Q(1) 是 流体 的 体积 通 量 .于 是 有 
QD = lim4xr? 学 =- 4rF(- cot). (12. 1. 18) 
今 z 二 一 cot, 则 fC(— coft) 一 f(z), O01) 二 2(- 羡 )， 当 z = 一 六 一 cot 时 ， 解 成 为 
Of 一 六 
g(r,1) =— i (Ta) (12. 1. 19) 
4 r 


由 上 式 可 知 ,观察 者 在 距 声 源 r 的 地 方 接受 到 的 扰动 信号 将 落后 于 声 源 信号 一 个 
* 439 。 


流体 力学 口 品 DC 


位 相 , 因 为 信号 是 以 声速 co 传播 的 , 当 传 到 7 处 时 经 历 了 时 间 延 迟 元 所 以 9 又 称 
为 延迟 势 .这 里 顺便 提 一 下 .在 不 可 压缩 流 中 空间 点 源 的 势 函 数 


or 1 = 二， 


与 式 (12.1. 19) 比较 ,在 不 可 压缩 流动 中 :信和 吕 以 无 穷 大 的 速度 传播 ,在 每 一 瞬时 通 
过 不 同 半径 的 球面 上 上 的 总 体积 通红 是 .一 样 的 .这 是 不 可 卜 缩 流 与 可 压缩 流动 本 质 
益 曾 的 地 方 . 

外 行 波 的 扰动 压强 和 密度 由 式 (12. 1.4) 和 (12.1.7) 求 得 ， 


7 rr 
2 (1 一 一 
p=p-p,= 加 中 @ 5) = 缚 . (12. 1. 20) 
CQ (一 二 
p= 人 = La (12.1.2]) 
Co dn cs r 
与 平面 波 一 样 ,扰动 密度 与 扰动 压强 成 正比 .但 是 速度 为 
oF 1 r Fy r 
= 入 = - 、 2.1.2 
《 Or mek jz (1 过) (22 
4 又 可 写成 
2 六 
w= pt | (12. 1. 227) 
OuC 4xr- 


上 式 与 平面 波 公式 (12. 1. 13) 比较 , 球 而 波多 出 了 石 边 第 二 项 .由 于 这 一 项 的 存在 ， 
使 得 球面 波 的 传播 方式 与 平面 波 有 很 大 不 同 . 当 一 个 压强 或 密度 的 扰动 传播 过 去 
以 后 ， 讨 强 、 密 度 应 恢复 到 原来 状态 ,速度 恢复 为 零 .在 平 而 波 情形 .因为 u 一 p ~ 

, 互 成 正比 关系 ,这 个 条 件 可 自然 满足 .但 对 于 球面 波 , 还 必须 要 求 多 出 的 第 二 项 
让 并 冯 攻 以 语 由 等 于 过 邯 要 于 对 Q 的 总 积分 要 等 于 索 . 出 式 (12. 1. 20) 

ol- 过)= | OE dE =- 2 rp'dr = 0 
由 此 可 见 , 扰 动 讨 强 (和 密度 ) 在 扰动 区 不 能 全 为 正 或 全 为 负 .P 和 wp' 在 球面 波 中 
要 改变 符号 .在 一 个 上 奈 缩 区 以 后 应 跟随 一 OS -方面 看 
出 .对 一 个 大 半径 R 的 球面 求 体积 通 量 , 由 式 (12.1. 22) 
ko) 
如 果 QO 总 为 正 值 ,那么 当 R -> 时 将 会 有 无 限 大 的 体积 通 量 流出 .这 是 不 可 能 的 . 
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在 一 个 大 的 向 外 的 通 量 以 后 ,马上 紧 接 着 有 一 个 大 的 向 内 通 量 , 使 净 通 量 为 有 限 . 
除了 平面 波 .球面 波 以 外 还 有 柱 面 波 .可 以 巾 球面 波 的 ， 

解构 造 出 柱 面 波 的 解 . 设 声 源 沿 z 轴 分 布 ,单位 长 度 上 强度 

为 900). 则 在 空间 一 点 P 的 总 扰动 势 为 (图 12. 2) 


.ag(1- 大 
o(R.D =-i | 4 机 : 
44T f 
= | cdr， (12. 1. 23) 
2 /PER 
对 于 单 色 外 行 波 gq = de “ , 柱 面 波 的 解 为 
BR,1) =- quHs' tkR)ew, (12.1.24) ”图 12.2 柱 面 波 


其 中 HH, 为 第 一 类 零 阶 汉 克 尔 (Hankel) 函数 . 当 尺 0 时 .上 式 有 对 数 奇 点 
BD ~ Ln kR)ew. (12. 1. 25) 
开 
式 (12. 1. 24) 在 远 场 的 性 态 ,. 有 渐 近 表达 式 
ai(KR 一 of 到) 
Be . (12. 1. 26) 
TT xvkR 
如 果 声 源 在 有 限时 间 4 过 f 过 1; 中 发 射 柱 面 波 , 对 于 空间 固定 的 R 处 , 当 1>， 
+ 从 后 扰动 以 下 述 渐 近 性 态 趋 近 于 零 ， 


6 工 双 . 当 1 > co (12. 1. 27) 
2 1 


Ls 


其 中 Q = Jacqr. 


12. 3 表示 了 扰动 信号 在 平面 .球面 和 柱 面 波 传播 中 的 差别 . 对 于 一 个 正 的 
庄 力 脉动 ,平面 波 可 以 产生 一 个 正 的 速度 和 密度 的 扰动 (图 12.3(a)). 而 在 球面 波 
中 却 产 生 一 种 十 分 不 同情 形 ,球面 波 有 明显 的 前 波 阵 面 和 后 波 阵 面 , 当 观 察 点 处 于 
这 两 个 波 阵 面 之 间 时 .流体 感受 到 扰动 ,而 且 在 一 个 压缩 波 以 后 立刻 会 跟随 一 个 稀 
政 波 (图 12. 3(c)). 当 观察 点 处 于 波 阵 面 以 前 ,扰动 尚未 到 达 ; 当 观 察 点 处 于 后 波 阵 
面 以 后 , 它 立 刻 又 恢复 到 静止 状态 . 对 于 柱 面 波 , 从 式 (12.1.23) 可 发 现 , 它 只 能 
“前 波 阵 面 ” 而 无 “后 波 阵 面 ” .在 ! = 0 时 刻 R = 0 处 瞬时 扰动 产生 的 信和 号 ,在 上 时 
刻 最 远 可 以 传 至 R = cot 位 置 .但 在 这 以 后 ,该 点 感受 的 扰动 并 不 终止 ,而 是 以 式 
(12. 1.27) 的 性 态 趋 近 于 零 .这 就 是 所 谓 “ 柱 面 波 的 尾巴 "(图 12. 3(b)). 
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最 后 ,需要 强调 指出 的 是 .可 压缩 的 一 维 流动 .二 维 流动 和 三 维 流 动 中 小 扰动 
的 传播 和 平面 声波 、 柱 面 声波 及 球面 声波 的 传播 方式 在 本 质 上 是 一 回 事 . 注意 这 种 
内 在 联系 对 于 理解 可 压缩 流动 的 物理 本 质 是 很 重要 的 .但 一 般 可 压缩 流 中 ,还 会 出 
现 有 限 大 扰动 的 传播 , 即 非 线 性 声波 问题 . 其 内 容 极其 丰富 .本 课程 只 能 涉及 其 中 
的 才干 基本 物理 概念 . 至 于 流动 致 声 等 重要 而 有 趣 的 问题 ,读者 可 阅读 有 关羽 车 . 


平面 波 (a) 


柱 面 波 (b) 


球面 波 
图 12.3 平面波、 球面 波 和 柱 面 波 的 传播 

12. 1.2 可 压缩 定常 流 中 小 扰动 的 传播 

在 了 解 了 小 扰动 在 静止 流体 中 的 传播 以 后 ,我 们 现在 再 研究 一 下 小 扰动 在 运 
静止 流体 中 运动 引起 的 扰动 . 为 简单 起 见 , 设 流 场 中 某 点 O 有 一 个 点 扰动 源 ,流体 
在 O 点 受到 的 小 扰动 将 相对 于 流体 以 声速 传播 . 一 个 随同 流体 一 起 运动 的 观察 者 
将 看 到 小 扰动 在 某 个 空间 方向 n 上 的 传播 速度 为 cn .因此 ,在 动 坐标 系 中 ,扰动 在 
所 有 方向 上 都 以 ec 传播 ,就 好 像 扰 动 在 静止 流体 中 传播 一 样 (图 12. 4(a)). 但 对 于 
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与 扰动 源 相对 静止 的 坐标 系 而 言 就 不 一 样 了 . 此 时 ,扰动 一 方面 相对 于 流体 以 cn 
在 某 个 方向 上 传播 ,同时 扰动 还 被 气流 以 速度 心 携带 ”一道 运 动 ,这 样 在 各 个 方向 
上 扰动 的 传播 速度 就 显示 出 差异 来 ,传播 速度 应 是 合 速 度 u + cn .不 同 的 方向 , 传 
播 速度 不 同 .这 里 又 分 为 两 种 完全 不 同 的 情形 . 


-7 影响 区 
7 7 
- 7 
了 
‘ 
7 
ey er 


(e) 
图 12.4 扰动 在 亚 声速 和 超声 速 流 中 的 传播 


对 于 | u | 过 <, 亚 声速 流 情形 , 当 n 遍 取 空间 所 有 方向 时 ,u + cn 也 可 遍 取 空 
间 所 有 方向 .考察 一 个 确定 的 流体 质点 和 它 发 出 的 扰动 . 在 + = 16 时 刻 该 质点 流 经 
点 扰动 源 , 以 后 它 一 面向 下 游 运动 ,一 面 把 它 发 出 的 扰动 波 向 外 传 ,A1,2A1… 以 
后 ,质点 分 别 位 于 x = uA1,2uA1,…. 而 球面 波 半 径 分 别 为 cA1,2cA1,…. 不 同 
时 刻 球 而 在 空间 并 不 相交 ,虽然 波 阵 面 在 逆流 方向 受到 “ 挤 压 ”, 但 终归 还 是 能 逆流 
而 上 ,只 要 时 间 足 够 长 ,扰动 总 能 传 遍 整 个 空间 (图 12. 4(b)). 

但 是 , 当 | ua |>>c 时 , 即 超声 速 流 情形 , 当 半 取 遍 空间 所 有 方向 时 ,zu + cn 只 能 
被 限制 在 一 个 以 A 为 半 顶 角 的 圆锥 内 ,其 中 
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sinA = 三 = 二 . (12. 1. 28) 


如 果 画 出 不 同时 刻 扰动 传播 的 波 阵 面 ,可 发 现 这 个 圆锥 面 就 是 这 些 波 阵 面 的 包 络 
面 (图 12. 4(d)). 半 项 角 称 为 马赫 角 , 包 络 面 称 为 马赫 锥 .因此 ,小 扰动 声 源 发 出 
的 声波 只 能 在 该 点 下 游 的 马赫 锥 区 域内 传播 . 

在 二 维 流 中 ,可 以 认为 扰动 是 由 一 条 与 流动 平面 垂直 的 无 穷 长 直线 上 发 出 的 . 
我 们 知道 这 是 柱 面 波 . 当 & < c 时 ,在 流动 平面 上 扰动 的 波 阵 面 是 些 不 同 半径 的 
加 .六 > < 时 ,扰动 只 能 在 一 个 槐 形 区 内 传播 , 枫 面 是 柱 面 波 的 包 络 面 .在 流动 平 
面 上 , 包 络 曾 变 成 两 条 直线 , 称 为 马赫 线 . 

对 于 非 均 匀 定 常 流 场 ,按照 惠 更 斯 原理 ,声波 传播 介质 中 每 一 个 受到 声波 影响 
的 点 ,都 可 以 看 成 是 一 个 新 的 声波 源 ,发 出 “次 级 子 波 ”. 以 上 关于 均匀 流 中 扰动 传 
播 的 分 析 , 可 以 推广 应 用 于 非 均匀 流 场 的 每 个 局 部 . 扰动 以 当地 声速 传播 . 当 流 场 
中 每 一 点 流速 均 小 于 当地 声速 时 , 流 场 中 每 一 点 的 扰动 可 以 影响 到 全 流 场 , 称 为 亚 
声速 流动 , 当 流 场 中 每 一 点 流速 大 于 当地 声速 时 , 称 为 超声 速 流动 . 超声 速 流 中 每 
一 点 都 可 划 出 两 个 区 域 :以 该 点 为 顶点 ,当地 马赫 角 为 半 顶 角 的 前 向 (逆流 方向 ) 和 
后 向 ( 顺 流 方向 ) 马赫 锥 .在 该 点 发 出 的 扰动 只 能 在 它 的 后 向 马赫 锥 内 传播 ,因此 它 
又 称 为 该 点 的 影响 区 . 反之 ,在 前 向 马赫 锥 内 的 任 一 扰动 都 会 波及 到 该 点 , 因此 前 
问 马赫 锥 称 为 该 点 的 依赖 区 . 处 于 该 点 影响 区 以 外 的 任何 点 .不 受 该 点 的 影响 . 处 
于 依赖 区 以 外 的 任何 扰动 也 影响 不 到 该 点 . 非 均匀 超声 速 流 场 中 虽然 每 点 也 都 有 
它 自己 的 影响 区 和 依赖 区 ,不 过 此 时 的 马赫 锥 已 不 是 正 贺 锥 ,而 是 被 扭曲 了 的 锥 曾 
(图 12. 44e)) .在 数学 上 , 双 曲 型 方程 存在 特征 面 (二 维 时 为 特征 线 ). 今 后 我 们 会 看 
到 ,马赫 锥 或 马赫 线 正 是 超声 速 流 中 的 两 族 特 征 面 ( 线 ). 超 音速 定常 流 中 有 所 谓 的 
马赫 波 , 只 有 用 非 定常 流 观点 解释 才能 理解 其 真实 意义 . 

亚 声速 流 与 超声 速 流 的 本 质 差 蜡 , 读 者 在 学 习 可 压缩 流动 的 开始 阶段 ,就 必须 
首先 搞 清楚 它 , 并 指导 今后 的 学 习 . 


12.2 一 维 可 压缩 定常 流 


一 维 可 压缩 定常 等 粹 流 是 一 种 简单 的 可 压缩 流动 ,但 我 们 从 中 可 以 了 解 到 可 
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压缩 流动 的 一 些 最 重要 的 物理 特性 . 本 节 将 先 讨论 可 压缩 流动 参数 沿 一 条 流 线 变 
化 的 特性 .下 讨论 变 截 面 喷 管 内 的 流动 
12. 2. 1 流动 的 特征 参数 : 汪 止 值 和 临界 值 
首先 我 们 从 定常 伯 努 利 方程 出 发 推出 流动 参数 沿 流 线 变化 的 一 般 特 性 .由 5.2 


节 可 知 , 沿 流 线 定常 绝热 的 能 量 方程 为 (忽略 体积 力 ) 
hi+ pa = h, + 冯 = const( 沿 流 线 ). (12.2.1) 
这 个 常数 可 以 有 多 种 表示 方法 :一 种 是 用 滞 止 参量 ,如 洁 止 烩 h, 来 表示 .所 谓 滞 止 
参量 是 指 把 沿 该 流 线 流动 的 速度 绝热 可 逆 地 减少 到 零 时 ,流体 具有 的 热力 学 参量 ， 
又 称 为 驻 点 参量 . 另 一 种 是 用 临界 参量 来 表示 这 个 常数 .所 谓 临 界 参量 是 指 当 流 速 
等 于 局 部 声速 时 的 值 .今后 我 们 用 下 标 "*0” 和 ”x* ”分 别 表示 滞 止 值 ( 驻 点 值 ) 和 临 
界 值 . 湛 止 值 和 临界 值 之 问 有 关系 为 
ht = (12.2.2) 
该 常数 还 可 用 最 大 速度 表示 . 在 绝热 可 逆 过 程 中 压强 和 烩 取 最 小 可 能 值 时 的 流 
速 为 
Umax 一 Vv270， (12. 2.3) 
对 于 完全 气体 ,这 些 常 是 表示 为 
一 ,. 一 ， 二 YY Po 一 1 2 ‘ 
ho co y 一 1 y— 1 po y— 1 (12. 2.4) 
-YY+1l >， - 2 /2 . 
h, 207 二 1 nx， U max 了 一 10 


应 该 强调 指出 , 式 (12. 2. 1) 对 绝热 的 不 可 逆 过 程 也 是 适用 的 .这 在 12.4 节 激 波 
关系 中 要 用 到 . 对 于 沿 流 线 的 等 坑 流 动 , 它 就 是 定常 等 精 流 的 伯 努 利 方程 (5. 2 节 ). 
12.2.2 ”一 维 可 压缩 定常 等 糖 流 沿 流 线 参 数 的 变化 特性 

在 一 维 定常 等 丧 流 中 , 沿 - -条 流 线 上 精 s 不 变 ,s = so. 由 于 等 入 ,Tds = dh - 


1 dp = 0, 则 


万 


dh = dp, (12. 2. 5) 


另 一 方面 沿 流 线 动 最 方程 ,简化 为 
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udu + Bdp =0. (12.2.6) 


从 以 上 两 趟 消去 p 后 就 得 到 微分 形式 的 能 量 方程 df 十 总 吧 】 =0. 所 以 在 一 维 等 
简 流 中 ,动量 .能 量 和 等 箭 关系 三 者 是 不 独立 的 .能 量 方程 实际 上 是 动量 方程 的 一 
次 积分 .首先 ,我 们 来 定性 地 分 析 流 动 参量 沿 流 线 的 变化 . 从 式 (12. 2. 5) 可 见 ,由 于 
P 盖 0, 烩 和 压强 是 同 号 变化 的 .由 式 (12.2.6) 可 知 


和 = pu 一 0 (12. 2.7) 
du 
及 
dp 一 GO dP 加 OU 
du (55). dn eo <0. (12. 2. 8) 


这 表明 流 线 上 的 速度 总 是 因 压 强 ( 或 密度 ) 增加 而 减少 , 因 压 强 (或 密度 ) 减 小 而 增 
加 .此 外 ,声速 .马赫 数 与 流速 变化 的 关系 有 
dc 11dc 1 (2 ) do _ pu (2.2 
du 2c du 2c\ oP/, du 2c3 


3 ) <0 (2.2.9) 


dM _ dd (#)= 1 + 2 (27 


du dau\c/ ¢ 2c ) >0， (12. 2. 10) 


Bp” 7/ 
对 于 所 有 实际 已 知 气体 ,有 (了 #) > 0, 所 以 有 上 述 不 等 式 , 以 上 两 式 表明 声速 隐 
流速 增加 而 减 小 .马赫 数 正 相 反 , 随 流速 增加 而 增加 . 

沿 流 线 的 通过 横 截面 上 单位 面积 的 质量 通 量 密度 为 pu,d(pu) = udp + pdu， 
由 式 (12. 2. 8), 有 


dipu) -_ _ 
A = pl(1 点). (12. 2. 11) 


这 个 特性 十 分 重要 , 它 表明 在 亚 声 速 流 中 ,质量 通 量 密度 
超声 速 流 中 ,正好 相反 , 随 速 度 增加 而 减 小 .在 局 部 声速 点 
革 密 度 有 极 大 值 2,c，. 

对 于 完全 气体 , 式 (12.2.7) 一 (12. 2.11) 的 这 些 定性 规律 可 以 用 十 分 简单 的 
代数 关系 式 定量 地 表示 .因为 在 式 (12. 2.5) 和 (12. 2. 6) 中 有 三 个 变量 p,P,u, 变 
量 数 比 方程 数 多 一 个 ,因此 只 能 得 到 任意 两 个 变量 与 第 三 个 变量 之 间 的 关系 .通常 


是 用 M 数 作为 参 变 量 . 由 式 (12. 2. 1) ,两 边 除 以 7 iRT 及 因为 cz: = 7yRT, 所 以 


密度 随 速 度 增 加 而 增加 ;但 在 
速 点 上 , 即 Uc 二 CC, 时 质量 通 
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To 7y-1y 
了 = ] 十 5 M’. (12. 2. 12) 


图 12.5 画 出 了 它们 随 MW 数 的 变化 
关系 .除了 用 清 止 量 做 特征 参量 
外 ,也 可 用 临界 量 做 特征 参量 , 具 
体 表 达 式 读者 可 自己 推导 ， 
12.2.3 变 截 面积 管道 内 流 去 
当 管道 的 横 截 面积 治 轴 向 变 


化 缓慢 时 ,管道 内 的 流动 可 近似 看 刁 
成 是 一 维 流动 . 这 

变 截 面 管 道内 的 连续 性 方 到 
程 为 册 


puA = const. (12. 2. 14) 
它 反映 了 各 个 横 截 面 上 总 质量 通 
量 不 变 这 一 事实 . 取 它 的 微分 形式 
do ,du ,dA 
O u A 
将 动量 方程 (12. 2.6) 代入 ,消去 。 
后 得 到 


= 0, (12.2. 15) 


CM -DM = 只 图 12.5 ”等 炉 关 系 (y = 1.4) 
于 
(12.2. 16) 


利用 式 (12. 2.7) 一 (12. 2. 10) ,还 有 其 他 一 些 关系 式 
d4_1-Mdp dA_l-M do 


A 7yM: p'’ A M: pp 
dA _ 1-M dT dA _ hM -1 dM 


A (y- DM:T A 1+ XM Y 


分 析 这 些 表达 式 , 可 以 发 现 亚 、 超 声 流动 的 本 质 差别 . 表 12. 1 形象 地 给 出 了 流动 参 
数 随 管道 截面 积 变 化 的 趋势 . 
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表 12.1 ， 变 截面 管道 内 亚 声速 和 超声 速 流动 参数 的 变化 


在 亚 声速 流 (M < 1) 中 ,收缩 的 管道 (dA < 0) 使 流速 增加 ,压力 .密度 减 小 . 
扩张 的 管道 (dA > 0) 使 流速 减 小 ,压力 、 密 度 增加 .但 是 在 超声 速 流动 中 ,收缩 管 
道中 流速 反而 减 小 ;扩张 管道 中 流速 增加 .超声 速 流 中 这 种 与 直觉 经 验 “ 反 常 ”的 特 


- 尼 M 
R [1+0 -DM /2 2 


0 0.5 10 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 
M 


图 12.6 ”质量 通 量 m VTo/poA 随 M 变 化 (Y= 1.4) 
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性 反映 了 在 超声 速 流 加 速 
过 程 中 ,密度 的 减 小 比 流速 
的 增加 要 快 , 致使 质量 通 量 
密度 pu 减 小 ( 见 式 
(12.2.11)), 为 了 使 一 定 质 
量 通 量 的 气体 通过 , 只 有 增 
加 管道 截面 积 才 行 . 
从 式 (12.2.16) 可 见 ， 
当 M=1 时 dA = 0( 图 
12. 6) ,由 于 此 时 pu 有 极 大 
值 ,4 一 定 是 一 个 极 小 值 ， 
称 为 喉 部 . 这 表明 , 如 有 果 流 
动 中 出 现 临界 声速 点 ,这 一 
点 一 定 在 管道 横 截 面积 最 
小 的 地 方 . 由 此 还 可 推论 ， 
来 流 为 亚 声 速 的 气流 在 一 
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2 


个 单纯 收缩 的 管道 内 永远 无 法 加 速 到 超声 速 . 来 流 为 超声 速 的 气流 在 一 个 单纯 收 

缩 的 管道 内 永远 无 法 减速 到 业 声速 . 因为 ,质量 通 量 密度 pu 只 能 在 最 小 截面 积 处 

达到 极 大 值 .一 旦 在 最 小 截面 上 达到 了 临界 质量 通 量 密度 2” c” ,管道 内 的 总 通 量 

就 不 能 增加 ,总 通 量 受 临界 通 量 所 制约 .最 大 可 能 的 通 量 为 
2 


mmx = oc A*=,./X ( )” a. (12. 2. 17) 


质量 通 量 随 M 数 变 化 可 见 图 12. 6. 
若 以 A” 为 参考 面积 , 喷 管 各 个 截面 上 的 M 数 与 截面 积 关系 为 
A _1r2 ,7 ly er 。 
各 = H(i 2 M)| (12. 2. 18) 
从 图 12.5 可见, 对 于 同一 个 比值 A4/A* ,对 应 有 两 个 M 数 ,一 个 是 亚 声速 , 另 一 个 
是 超声 速 .从 图 12. 5 中 可 以 方便 地 查 出 各 无 量 纲 变量 随 M 数 的 变化 关系 . 


12.3 一 维 可 压缩 非 定常 流 


如 果 流 动 不 是 小 扰动 的 ,11. 1 节 的 线 化 方法 就 不 再 适用 ,需要 计 及 非 线性 效 
应 .本 节 研 究 一 维 空间 的 可 压缩 流 的 非 线性 问题 , 即 有 限 振幅 波 的 传播 问题 


12. 3. 1 ”特征 线 和 黎 曼 不 变量 
一 维 非 定 常 等 炉 流 的 连续 性 方程 和 动量 方程 分 别 为 


Ee ， (12. 3. 1) 

Ou OU Co ， 

到 十 u 3 十 站 (12. 3. 2) 
其 中 式 (12. 3. 2) 中 已 作 了 这 样 的 代 换 :58 = 必 闭 ,c? = (各 】 称 为 当地 声速 , 因 


为 这 里 c 不 再 是 常量 ,而 是 空间 和 时 间 的 变量 .在 式 (12. 3. 1) 中 各 项 遍 乘 以 c/e 再 
与 式 (12. 3. 2) 分 别 相 加 减 后 ,可 以 得 到 


(rE 
ot “por 


)+ to (Et)= 0. 
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ju Cap 及 /=u-| $do, (12. 3.3) 
上 式 可 写成 紧凑 形式 

(+r) a = 0. (12. 3. 4) 
对 于 方程 (12.3.1) 和 (12.3.2) 的 任意 一 组 解 u(x ,1) 和 c(x,7) ,微分 方程 

(至 ) = u+c ( 沿 C, 上 ) (12. 3.5) 


描述 了 x-t 平面 上 的 一 组 曲线 艇 , 记 为 C, .可 以 证 明 , 沿 C, 的 每 一 条 曲线 上 J 是 
个 不 变量 .这 是 因为 , 沿 C; 的 一 条 曲线 上 ,J 的 增 量 为 


DJ， af aa， 
dJ， = Ey dt + Dx dx 3 dr + Ew (u + cdt 
9 .yO 
= dl 如 二 (w+ /= 0. 
此 外 ,对 于 曲线 族 
(党) = uw-c( 沿 C 上)， (12.3.6) 


同样 可 以 证 明 , 沿 C- 的 每 一 条 曲线 ,/- 是 个 不 变量 .曲线 复 C, 和 C- 就 称 为 特征 
线 ,/, 和 J- 称 为 黎 曼 不 变量 ,它们 是 沿 特 征 线 物理 量 应 满足 的 相 容 关系 . 由 式 
(12.3.5) 和 (12. 3. 6) 表示 的 两 族 特征 线 C; 和 C- 在 物理 上 可 以 理解 为 两 种 行 波 ， 
C, 表示 以 速度 w +c 运动 的 波 , 相 对 于 以 当地 速度 u 运动 的 气体 ,该 波 以 声速 c 沿 
x 轴 正 方向 传播 , 称 为 右 行 波 . C- 表示 以 速度 u -c 运 动 的 波 ,相对 于 当地 气体 ,该 
波 以 声速 c 沿 x 轴 负 方向 传播 , 称 为 左 行 波 . 换 句 话说 ,扰动 波 是 活着 特征 线 传播 
的 .通过 下 面 对 简单 波 的 讨论 ,这 一 点 可 以 理解 得 更 清楚 . 因为 此 时 c 已 不 是 常数 ， 
而 是 当时 当地 的 热力 学 函数 ; 它 是 非 线性 方程 (12.3. 1) 和 (12. 3.2) 解 的 一 部 分 ， 
所 以 c 又 称 为 非 线性 声速 . 
如 果 只 考虑 小 扰动 ,4& = uo + wo = po +p 目 xycoyvpn 等 为 常数 , 则 


1， ae d 
+ op 十 常数 ， (91).~ Uv + co. 


- 


上 凡生 uu 


这 样 沿 着 x = (uo + co) 1 + 常数 的 直线 ,u 鞋 0 是 常量 ,所 以 可 表示 成 形式 
] 


六 


于 + Lp = fx- Cu, + co)t), 
Po 
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7 一 Co/ 二 &(X 十 (Co 一 uo) ft). 
Oo 


那么 .u" = 二 CF+ g),0 = 计生 (J- 8).f 和 g 是 行 波形 式 的 解 .特别 是 如 果 u。 


= 0, 就 赔 化 回 12. 1 节 中 的 静止 介质 中 线性 声波 的 情形 . 
如 果 一 维 非 定常 流 是 绝热 而 非 均 业 的 , 则 运动 方程 组 还 要 补充 一 个 绝热 方程 
才能 封闭 .此 时 ,除了 Cs: 两 艇 特征 线 以 外 ,还 存在 第 三 徐 特 征 线 .由 绝热 方程 可 知 
ds _ /0 , 一 
d= (Stu Vjs = 0， 
则 在 党 = & 上 有 
ds 
di 
所 以 流体 质点 的 迹 线 也 是 一 条 特征 线 , 记 为 Co. 沿 Co 炉 s 不 变 .对 于 均 灶 流 ,y = 
常数 处 处 成 立 , 式 (12.3.7) 可 以 略 去 . 


12.3.2 一 维 非 定常 流 的 特征 线 解 法 


用 特征 线 方法 解 一 维 非 定常 流 是 士 分 方便 的 . 此 时 可 用 新 变量 /, 和 /- 代替 
老 变 量 u 和 ec ,再 利用 J; 沿 C, 的 不 变量 性 质 ,w 和 c 就 随 之 确定 了 . 其 方法 大 意 
如 下 : 

设 x-t 平 面 上 曲线 段 4B 上 每 一 点 的 uw 和 c 已 知 ,AB 本 身 不 是 特征 线 . 则 由 A 
点 和 B 点 发 出 的 不 同族 特征 线 所 包围 的 区 域内 的 每 一 点 上 ,u 和 c 能 被 唯一 确定 . 
具体 地 说 ,在 等 焙 流 中 c 是 。 的 确定 函数 ,c = c(2), 式 (12.3.3) 中 积分 也 就 是 确 
定 的 ,J 和 u,c 就 有 确定 的 关系 . 如果 从 4 ,8 发 出 的 特征 线 交 于 已 点 , 设 AP 是 C， 
簇 的 一 条 特征 线 ,所 以 沿 AP 上 有 JJ， (P) = 
J，(A); 同 理 , BP 是 过 B 点 C- 族 的 一 条 特征 
线 , 沿 BP 上 有 J (B) = J_(P). 这 样 在 P 点 
的 wu 和 c 就 可 通过 J (P) 由 J， (A) 和 J_(B) 
的 值 求 出 .但 是 ,问题 在 于 我 们 事先 不 能 确定 
PA 和 PB 的 形状 .所 以 ,在 实际 的 计算 中 是 将 
AB 段 分 成 若干 小 线段 (如 图 12.7), 因 为 AB 
上 每 一 点 特征 线 的 斜率 是 已 知 的 , 这 样 就 可 
以 用 直线 段 组 成 的 折线 近似 代替 特征 曲线 
例如 ,由 4A 和 D 点 的 J 和 J- 及 其 特征 线 C* 


= 0. (12. 3.7) 


12.7 x-t 图 上 的 特征 线 
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和 6C -的 斜率 可 确定 出 G 的 位 置 和 G 点 上 的 图 数值 . 同 理 , 由 G 和 天 点 的 值 可 确定 
互 点 的 位 置 和 函数 值 . 这 样 一 步 步 推 进 到 已 点 ,一 且 计 算 到 己 点 ,此 计算 便 告终 止 ， 
这 样 得 到 的 P 点 位 置 是 近似 的 , 它 的 精度 取决 于 AB 上 分 段 的 粗细 程度 ,分 段 越 
细 , 精 度 越 高 . 

以 完全 气体 为 例 ,p 二 Spe 二 全 二 党 YP”, 其 中 poPo 是 参考 量 . y 是 
比 热 比 , 则 由 式 (12. 3. 3)， 


和 7 c = 常数 ， 


沿 C_ :六 = 4 c = 常数 . 


图 12.7 中 下 点 上 应 有 


(了 
由 上 两 式 可 求 出 up 和 cr 之 值 . 再 由 特征 线 方程 (12. 3. 5) 和 式 (12. 3. 6) 的 差分 形 
式 得 出 

XF 一 YXD 三 (UL 人 +CcC)peCtr 一 tpD)3; 

XF— XE = (uu- CcCF CIF te). 
以 上 两 式 可 定 出 斑点 的 位 置 ,其 他 各 点 算法 雷同 .我 们 常 把 过 PP 点 的 两 支 不 同 簇 特 
征 线 所 含 的 上 游 区 域 称 为 P 点 的 依赖 区 ,因为 该 区 域内 的 每 一 点 对 PP 点 都 有 影响 . 
又 把 过 P 点 的 两 支 不 同 簇 特 征 线 所 含 的 下 游 区 域 称 为 已 点 的 影响 区 ,因为 在 该 区 
域 中 的 每 一 点 都 受到 PP 点 的 影响 . 

用 特征 线 方 法 得 到 的 解 常 被 看 成 是 一 维 非 定常 流 的 精确 解 . 因为 我 们 在 解 方 
程 组 (12. 3. 12) 过 程 中 没有 作 任 何 简化 .一 般 地 ,特征 理论 也 给 出 了 高 维 空 间 中 双 
曲 型 偏 微 分 方程 组 初 值 问题 的 求解 方法 . 

12. 3.3 ”简单 波 

如 果 流 场 只 存在 沿 一 个 方向 传播 的 扰动 波 ,这 种 情形 称 为 简单 波 .用 数学 语言 
来 说 ,简单 波 是 指 这 样 一 种 一 维 非 定 常 等 炉 流 :两 个 歼 曼 不 变量 中 有 一 个 在 全 流 场 
处 处 保持 为 常数 ,或 说 两 徐 特 征 线 中 有 一 簇 一 定 是 直线 .一 个 典型 的 例子 是 在 一 根 
无 限 长 管 中 , 活 蹇 运动 所 产生 的 波 . 

如 果 我 们 假定 不 变量 /- 在 全 流 场 是 常量 . 故 有 
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/= 一] do = Jo (全 流 场 )， 
对 于 曙 一 个 不 变量 则 有 
/= + | dp = 24 -Jo 常数 ( 沿 - 条 CE) 


由 此 可 知 , 沿 C, 的 一 条 特征 线 上 
= 


一 = 常数 ， (12. 3. 8) 


uu 


因为 等 坑 流 中 c = c(P) ,| 人 dp 就 是 的 确定 函数 .由 此 可 以 推 知 , 沿 每 一 条 C， 
上 .evase 和 等 都 是 常数 ,上 且 互 为 单 值 函数 ,这 样 ,在 C， 上 有 


(至 ) = w+ cdcu) = 常数 (12. 3.9) 
这 就 证 明了 在 简单 波 中 有 一 簇 特 征 线 一 定 是 直线 .将 上 式 右 首 苹 视 为 常 参数 , 积 4 
后 有 

x=Lu+cCa)]t+ 帮 oa) (12. 3. 10) 
同 理 , 若 是 C. 簇 是 直线 , 则 有 

X= [Lu- cu)t+ fu). (12. 3. 11) 


由 式 (12. 3.10) 可 见 ,p,P,usc 等 在 气体 中 是 沿 着 x 轴 以 速度 un + c(u) 传 播 . f(u) 
是 一 个 积分 产生 的 任意 函数 ,f(u) 的 形式 可 由 具体 初始 条 件 确 定 . 换 句 话说 ,其 解 
是 个 右 行 波 

u= fix—-[ut+clu lt}, c= efx- [utceCw lt}, 1 (12.3.12) 
以 上 表明 ,在 简单 波 中 , 当 J 在 全 流 场 是 常量 时 ,C， 是 直线 炙 , 代 表 右 行 波 , 当 J， 
在 全 流 场 不 变 时 ,C- 是 直线 签 , 代 表 左 行 波 . t 

例 1 右 行 稀 琉 波 . 质点 轨迹 

我 们 现在 假定 活塞 从 静止 向 左 开 始 运 
动 ,活塞 右 方 管道 内 气体 为 完全 气体 ,活塞 运 
动 轨迹 为 x = XX(1). 

当 活 塞 向 左 加 速 ( 含 等 速 ) 运动 时 , 活塞 9 
右 侧 空 气 变 稀 , 扰动 产生 右 行 稀 朴 波 , 波 前 是 0 x 
活塞 的 初始 扰动 波 . 它 以 波 前 方 静止 气体 的 
声速 co 向 右 传 播 , 如 图 12.8 Oh 所 示 ,O4 特 “站 
征 线 斜率 为 (党 ) = cu. 在 波 阵 面 04 的 前 图 12.8 。 右 行 稀 玻 波 
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方 ,气体 是 均匀 静止 的 ,这 个 区 域 中 的 同族 特征 线 是 些 互 相 平行 的 直线 ,其 斜率 分 


别 为 
的- 人- 


由 此 可 知 , 在 整个 x-t 平面 上 发 自 于 静止 均匀 区 域 的 特征 线 艇 C- 上 的 黎 曼 不 变量 
在 整个 流 场 保持 不 变 . 
2 2 


CO) — 一 、 
大 二 让 了 二 TI 了 一 1 


而 在 波 阵 面 O4 后 方 从 活塞 表面 发 出 的 特征 线 复 C, 是 些 发 散 的 直线 ,在 C.， 的 一 
条 特征 线 上 ,由 上 式 及 等 炉 关 系 各 物理 量 为 
7—1 | 


(12. 3. 13) 


y—-1 uw\ 广 y_1 六 - (12. 3. 14) 
p/po = (1+ 5 ) 和 p/po = (1+ 5 ) | 


C” 的 斜率 为 


(全 uw+c= ec, +X- u. (12. 3. 15) 


di 2 
沿 C' 的 一 条 线 上 u 值 不 变 , 可 由 活塞 表面 的 运动 速度 确定 ,进而 ,由 式 (12. 3. 14) 
可 求 出 c,P,p 等 .具体 地 说 ,将 式 (12. 3. 14) 代入 式 (12. 3. 10) ,得 到 


x = 1 (c+ 和 + (12. 3. 16) 
在 +t 时刻 由 在 活塞 面 上 的 边界 条 件 可 确定 出 (uu), 上 式 变 成 
n= XD), X= tT XD) + fu). (12. 3. 17) 


于 是 函数 f(u) 可 由 上 两 式 以 r 为 参数 表示 出 来 .为 了 确定 简单 波 区 内 任 一 条 C， 
上 的 气流 参数 ,首先 要 确定 过 该 点 (x,1) 的 C* 线 与 活 寨 面 的 相交 时 刻 r. 换 句 话 
说 ,在 t 时 刻 从 活塞 面 发 出 的 这 条 特征 线 在 ! 时刻 应 正好 通过 (x,1) 那 一 点 .注意 
到 沿 一 条 C* 上 气流 参数 为 常数 ,r(x,1) 关系 就 可 由 式 (12. 3. 16) 和 (12. 3. 17) 以 
隐 范 数 形式 确定 为 


x = XC + (ct YX (12. 3. 18) 


由 此 可 进一步 从 式 (12. 3. 14) 解 得 u(x,1) = X(Cr),c = co+ 之 本 1 xc) 以 及 p， 
P 等. 
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特例 ;如果 活塞 是 等 加 速 运动 ,XY(1) = - 总 a52. 则 


XCD = a XO) =-a, a>0. 
由 式 (12. 3. 17) 可 得 
太一 Cr) 三 一 Cor 十 yar’ /2. 


对 上 式 改写 成 用 u 表示 ,rt = 一 全 , 则 


-Co 7+1 
f(D) = ut Gu = xX ‘(co 5 u), 


求解 u 得 


u(x,!t) = > (co oj) LA (et ZHlar) -2ayceut 


例 2 中 心 稀 疏 波 . 
所 谓 中 心 稀 朴 波 , 即 是 活塞 突然 经 


XX(1) = 一 UU 向 左 运动 产生 的 . 流动 分 析 表 
明 , 在 x-t 图 上 这 时 可 分 为 三 个 区 域 (图 
12.9), 在 x 之 cot 内 是 未 扰动 静止 区 ,在 活 
塞 表面 附近 是 均匀 流 区 ,两 者 之 间 是 个 扇形 
膨胀 区 ,在 这 扇形 区 内 ,由 于 !/ = 0 时 ,x = 
0 ,方程 (12.3. 16) 给 出 f(u) = 0， 

U 三 (过 一 1)， 


12.9 ”中 心 稀 朴 波 


Y+1\cot 
YY-1x ， 2 | 
cc 人 (+ 有) (12.3.19) 
YI y+1U, . 9 < 一 
Jl 2 Co ent ~1 


在 波 前 那 条 特征 线 上 
w=0， 宇 =c。 (在 Co 1]). 
在 波 后 与 均匀 区 接触 的 那 条 Ce 上 
u =— U,, = cn U。( 在 C% 上 ). 


2 
从 起 (12. 3.19) 可 见 , 在 中 心 稀疏 波 中 ,气流 参数 只 是 x/t 的 函数 ,这 种 情形 又 
称 为 自 相 似 解 .另外 的 气流 参数 是 


7+1 
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一 ] | 13 冶 (12. 3. 20) 
p pol1 全 | » 
u < 0. 
、 本 2c 、 
由 上 式 可 知 , 当 | 1= WU = 地 时 ,p= 0, 就 是 说 ,如 果 U > 了 5, 则 活塞 


表面 附近 将 出 现 真空 区 . 因此, | 2 | = 9 是 中 心 稀 琉 波 的 最 大 可 能 速度 (逃逸 
速度 ). 

如 果 活 塞 的 运动 方向 改 为 向 右 , 则 使 管内 空气 挤 压 变 得 更 稠密 (6 > 0). 这 种 
扰动 的 传播 称 为 右 行 压缩 波 . 只 要 尚未 形成 激 波 , 它 也 是 一 种 简单 波 , 可 按 同 样 方 
法 分 析 , 此 处 不 再 详 述 了 . 


12. 3. 4 激 波 的 形成 


前 已 述 及 ,有 关 简 单 波 的 结果 对 于 压缩 波 也 是 完全 适用 的 .但 是 压缩 波 与 稀 政 
波 之 间 有 一 个 重要 区 别 , 我 们 知道 ,简单 波 是 以 当地 的 速度 w+c( 或 a 一 疏 沿 x 轴 
正 ( 或 负 ) 向 传播 的 .对 于 稀疏 波 而 言 , 因 为 扰动 波 后 的 气体 密度 和 声速 要 降低 ,所 
以 较 晚 发 出 的 扰动 波 将 以 较 慢 的 速度 传播 ,这 样 晚 些 时 候 产 生 的 扰动 波 总 是 赶 不 
上 它 前 面 的 扰动 波 ,在 x-t 图 上 表现 为 从 活塞 
迹 线 上 发 出 的 特征 线 是 发 散 的 (图 12. 9) ,不 同 
时 刻 发 出 的 波 之 间 的 距离 将 随时 间 增 大 . 但 
是 ,压缩 波 传播 的 情形 正 相 反 . 压缩 波 后 面 的 
压力 .密度 .流速 u 和 声速 c 等 要 增高 ,因此 较 
晚 发 出 的 压缩 波 将 比 它 前 面 发 出 的 压缩 波 运 
动 速度 快 , 最 终 将 导 敏 后 面 的 压缩 波 赶 上 前 面 
的 波 .图 12. 10 是 活塞 向 右 加 速 运动 产生 右 行 
讨 缩 波 的 例子 .在 x-t 图 上 ,从 原点 发 出 的 一 条 
特征 线 C3 把 静止 区 和 扰动 区 区 分 开 来 ,在 静 
止 区 特征 线 C, 是 彼此 平行 的 直线 . 在 扰动 区 从 活塞 发 出 的 特征 线 的 斜率 
(dx/d1)., 越 来 越 陡 ,特征 线 徐 C, 是 汇聚 的 .于 是 ,势必 在 某 一 时 刻 同 复 特 征 线 要 
相交 .在 xf 图 上 形成 一 族 相交 特征 线 的 包 络 线 . 

我 们 知道 ,一 旦 同 篮 特征 线 相交 ,意味 着 运动 方程 的 解 出 现 了 多 值 性 ,这 在 物 


， 包 络 线 


图 12.10 由 压缩 波形 成 激 波 
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理 上 是 不 可 能 的 . 这 时 流 场 中 就 形成 
了 所 谓 激 波 . 当 激 波形 成 以 前 , 简单 
波 解 仍旧 是 适用 的 . 激 波形 成 后 , 简 
单 波 解 就 不 复 正 确 . 流 场 的 解 需要 由 
激 波 确定 的 关系 来 描述 . 

为 了 进一步 阐明 激 波 的 形成 ,我 
们 再 仔细 研究 一 下 简单 压缩 波 的 波 
形 畸 变 过 程 .图 12. 11 表示 某 个 时 刻 
右 行 波 的 密度 剖面 ,密度 不 均匀 可 理 
解 成 是 由 于 活塞 变速 运动 产生 的 . 因 
为 简单 波 区 内 密度 大 的 地 方 ,质点 速 
度 & ,上 声速 c 及 压力 疡 等 也 大 .因此 它 
们 的 剖面 与 密度 有 类 似 的 形状 . 分 析 
密度 剖面 的 演化 过 程 可 以 代表 其 他 
流动 参数 的 情形 . 右 行 简单 波 中 密度 
为 一 定 值 的 波 面 将 以 当地 声速 相对 
于 流体 质点 传播 .或 以 速度 U = wu + 0 
c 在 绝对 坐标 系 中 传播 , 波 中 各 波 面 
的 传播 速度 是 不 -- 样 的 . 密度 大 处 传 
搬 速 度 大, 密度 小 处 传播 速度 小 . 图 
12.11(b) 画 出 了 儿 个 波 面相 应 的 C， 
复 特 征 线 ( 即 轨迹 ) ,图 12. 11(c) 是 六 
时 刻 剖 面 畸变 后 的 情形 . 由 于 密度 大 
处 运动 得 快 ,密度 小 处 运动 得 慢 , 使 
得 剖面 * 商 锋 ” 变 陡 ,“ 后 尾 ” 变 得 更 平 0 FE * 
坦 , 当 达到 这 样 一 个 时 刻 ,r = 1,, 前 
锋 变 得 尤 限 陡 , 这 时 就 形成 了 “" 激 
波 ”( 图 12. 11(d)) .在 上 过 以 后 .剖面 上 出 现 多 值 点 ,这 在 物理 上 是 不 可 能 的 . 从 
物理 上 说 , 当 bc,a 三 点 位 置 相当 接近 时 ,在 bca 段 上 出 现 了 很 陡 的 速度 梯度 和 温 
度 梯度 等 ,此 时 慕 性 和 热传导 效应 就 会 增强 ,而 茜 性 和 热传导 等 耗 散 作用 总 是 趋向 
于 阻止 这 些 梯度 进一步 加 大 ,所 以 , 当 非 线性 的 畸变 与 黏 性 .热传导 的 耗 散 两 种 相 
及 效应 达到 平衡 时 ,曲线 bca 维持 在 一 定 的 陡 度 不 再 变化 . 这 个 陡 度 很 大 的 区 域 是 
极 罕 的 ,在 无 邯 流 模型 中 就 用 一 个 无 厚度 的 间断 面 来 处 理 , 物 理 量 在 间断 面前 后 发 
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图 12. 11 激 波 的 形成 
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生 i 而 在 流 场 其 他 地 方 则 是 处 处 单 值 连续 的 ,这 和 

呈 简 单 放 编 波 注 化 成 激流 的 时 刻 就 是 在 简章 波 中 第 次 出 册 气流 参数 多 值 性 
的 时 刻 .在 二 :图 上 可 解释 为 .彼此 相交 的 特征 线 具 有 一 条 包 络 线 ( 也 称 极 限 线 ), 包 
络 线 在 工人 值 较 小 的 下 端 有 一 尖 点 ,这 便 足 激 波 最 初 形成 的 时 间 和 地 点 . 因为 激 波形 
成 前 简单 波 理论 仍旧 成 立 , 所 以 我 们 仍 可 用 它 米 确定 激 波 形成 的 时 间 和 地 点 . 仍 用 


图 12. 11 来 说 明 , 在 流 场 中 第 一 次 出 现 速度 多 值 点 之 前 ,应 有 ( 侵 】 一 =; 在 4 时 


刻 ,w = uw《x) 曲线 应 在 垂直 切线 的 两 边 . 所 以 ,x 应 是 u(x) 的 拐点 .由 此 其 个 条 
作 可 确定 激 波 形成 的 时 间 1 和 地 点 x,. 


OXY _ OXY . 
(于) = 0. (572) = 0. (12. 3.21) 
对 于 完全 和 气体 ,由 式 (12.3.16),. 当 w= wx) 时 ,上 式 化 为 
| = 2 drco)， Sf =0. (12. 3. 22) 
y+1 du u* 
如 果 在 压缩 波 波 锋 前 是 静止 气体 ， 于 时 扩 动 为 妆 激 波 在 波 锋 处 形成 时 , 虽然 


( 针 ) 一 =. 但 并 不 是 ux) 曲线 的 拐点 ,第 二 个 条 件 应 改 为 波 锋 上 wu = 0. 式 


(12. 3. 21) 改 为 


OY or( _ - oo 
($%) =0 及 x =+ cts + f(0). (12. 3. 23) 
对 于 完全 气体 ,上 式 变 成 
2 . 
六 一 -了 0 及 x =+cots + f(0). (12. 3. 24) 


例 3 ”如 活塞 等 加 速 向 右 推进 ,六 (1) = di ,活塞 运动 前 气体 静止 , 求 激 波形 成 
时 间 和 地 点 . 


由 算 例 1 可 知 ,JD = 2 二 芳心, 内 此 
a 24 


1 二 2c0 
(y+ la’ 
7 2c$ 
” (y+ la 
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12.4 ” 激 波 和 脱 胀 波 


_ 激 波 (又 称 冲 击 波 .shock wave) 是 超声 速 流动 中 特有 的 物理 现象 .飞行 器 的 超 


速 飞 行 , 强 爆炸 (如 核 爆 ) 等 都 会 产生 激流 .本 节 将 讨论 激 波 的 主要 特性 ,如 激流 
前 后 参数 的 相 容 关系 . 激 波 绝热 曲线 . 斜 激 波 . 激 波 与 壁面 相互 作用 等 ,至 于 激 波 的 


形成 已 在 12. 3 节 一 维 非 定常 流 中 讲 过 . 
12.4.1 间断 面 


流体 力学 中 所 说 的 "间断 而 ”. 是 指 一 维 流 场 中 的 一 个 曲面 $ ,在 该 曲面 的 两 侧 
3 和 5S ,总 存在 某 种 物理 最 9 的 不 连续 , 即 gqg' 关 4 . 

真实 的 激 波 是 有 一 定 厚 上 度 的 ,但 厚度 非常 之 注 , 仪 为 几 个 分 子平 均 自由 程 . 
体 在 这 样 的 注 层 内 受到 剧烈 的 压缩 ,各 物理 量 发 生 很 六 的 变化 ， 流速 改变 ,压力 、 密 
度 和 温度 增 大 . 但 是 ,在 无 香 可 压缩 气 7 
体 流动 中 ,必须 把 激 波 层 看 成 是 没有 厚 
度 的 、 数 学 工 的 间断 面 .而 不 涉及 其 内 
部 的 结构 ,因为 在 激 波 层 内 存在 很 大 的 
黏 性 耗 散 , 非 无 黏 流 理 论 所 能 描述 . 所 
以 ,无 黏 流 近似 下 通过 间断 面 物理 量 的 
变化 是 不 连续 的 ,但 是 仍旧 应 该 满足 质 
量 .动量 和 能 量 守恒 定律 .下面 , 首 先 推 
人 

考察 间断 面 上 的 一 个 微 元 面积 ,将 

举 标 名 恩 结 于 该 面 元 之 上 ,如 图 12. 12 
所 示 , 使 x 轴 与 该 面 元 的 法 线 方 币 一 
致 ,yz 坐标 平面 与 该 面 元 相 切 ,对 于 处 网 _ 
于 该 坐标 架 内 的 观察 者 .间断 面 是 静止 12. 12 ”推导 激 波 前 后 关系 的 示意 图 
的 .然后 取 一 个 扁平 长 方形 控制 体 包 围 该 面 元 ,并 使 dx 冬 dy,dz. 若 将 气体 流入 间 
断面 的 一 侧记 为 中 ,流出 间断 面 的 另 一 侧记 为 四 ,间断 面 两 侧 的 相对 运动 速度 、 压 
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力 .密度 和 比 和 分 别 为 D,p,o 和 .对 控制 体 写 出 质量 守恒 关系 
2 dxdydz = [(oo)， 一 (oo dydz + 通过 侧 表 面 的 质量 流量 . (12.4.1) 
以 dydz 除 等 式 各 项 ,因为 侧 表面 的 流量 分 别 与 表面 积 dxdy 和 dxdz 成 正比 , 当 
dx,dy,dz 一 0 的 极限 情形 下 ,同时 有 这 党 一 0 于 是 就 得 到 
(OU)2 (OV, )1 二 0 或 (a 一 (Po)s. 
类 似 地 ,由 动量 守恒 原理 可 得 到 
(p+06v2)1= (p+ ppv),, 
(PV yy) = (COuxuy)2， 
(OVxy:)1 一 (COubz )2. 
由 能 量 守恒 原理 可 得 
[oll _- | we | 
[ou 人 ta 1 )} 一 (ous(h 2 ) 上， 
其 中 |p 有 = 如 + 如 + 形 : 引 入 符号 [] = ()。- (表示 参数 在 间断 面 两 侧 的 
跃 变 ,上 面 的 守恒 关系 可 以 写成 


Lov] = 0， (12. 4.2) 
[p+ Pv]= 0， (12. 4. 3) 
[ov = 0, [pviv:| = 0， (12. 4. 4) 
[ev (n+ 中 = 0 (12.4.5) 


通过 分 析 上 述 间 断面 两 侧 的 相 容 关系 ,可 知 存在 两 类 不 同性 质 的 间断 面 : 
一 类 称 为 切身 间断 . 此 时 有 v1， = vz,, 即 间断 面 两 侧 法 向 速度 分 量 连续 .于 
是 有 
[ejv: = 0. (12. 4. 6) 
如 果 [6j] 关 0, 或 者 [ev,] 了 关 0,[ev;] 关 0; 则 必 有 v= 0. 或 者 Loo jv = [pv; jv 
= 0. 首 先 , 苦 LPj] 了 关 0, 可 知 两 种 不 同 密度 流体 接触 面 形成 的 切 向 间断 面 一 定 是 一 
个 物质 面 .另外 ,也 可 以 有 vi = wx = 0 和 pl = Pp: 同时 成 立 的 切 向 间断 面 , 它 只 
是 同一 种 流体 在 大 雷诺 数 下 产生 的 极 薄 的 速度 前 切 层 的 一 个 无 黏 近 似 模型 , 因为 
严格 讲 , 黏 性 流体 中 是 不 应 当 有 速度 间断 面 的 . 此 时 的 切 向 间断 面 必 须 有 vi、 关 
boy 或 由: 天 岂 ; ,否则 就 不 称 其 为 间断 面 了 ,再 由 式 (12.4.3), 切 向 间断 面 上 必须 有 
[p]=0. (12. 4.7) 
流体 穿 过 切 向 间断 面 ,法 向 分 速 和 压力 是 连续 的 ,密度 和 切 向 分 速 在 间断 面 两 侧 可 
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以 有 任意 的 跃 变 值 . 切 向 间断 面 有 时 也 称 为 涡 面 或 滑 移 面 . 

驴 一 类 闻 断 面 称 激 波 . 它 本 身 不 是 物质 面 ,流体 可 以 相对 于 它 运动 ,质量 通 量 
不 为 零 , wi 关 0, vos 关 0,[P] 关 0, 但 式 (12.4.2) 必须 成 立 . 由 式 (12.4.4) 可 知 
必 有 

[=0 和 [Lv:]=0. (12. 4. 8) 
也 就 是 说 , 切 向 分 速 在 此 类 冯 断 面 两 侧 是 连续 的 ,而 法 向 分 速 ,压力 ,密度 、 答 等 参 
量 是 间断 的 .这 样 的 法 向 间断 面 就 称 为 激 波 . 从 式 (12.4.2) ~ 一 (12. 4. 5) , 激 波 关系 
式 可 写 为 


[ou = 0， (12. 4. 9) 

[p+pv] = 0, (12. 4. 10) 

[vj=0, (12. 4. 11) 
2 

[hn + 学 |= 0 (12. 4. 12) 


这 里 已 用 垂直 于 激 波 面 的 法 向 分 速 ww 代替 了 v, ,用 切 向 分 速 v, 代替 了 v, 和 v;， 
让 二 + 及 v= vn + vit.n 是 激 波 面 的 单位 法 向 量 ,t 是 位 于 激 波 面 内 的 
单位 切 问 量 

现在 ， 如 果 对 于 在 静止 坐标 架 & 内 的 观察 者 ,间断 面 和 气流 运动 的 绝对 速度 分 别 
为 ws 和 ;在 式 (12.4.9) 一 (12.4.12) 中 只 要 用 (Cu - u,)。n 代替 v, ,就 可 得 到 在 
静止 坐标 架 内 的 运动 激 波 关系 式 . 当 = 0 时 ,我 们 称 为 正 激 波 ,当心 = 0 时 称 为 
驻 激 波 .气体 通过 激 波 , 经 历 了 一 个 绝热 的 不 可 道 热力 学 过 程 ,根据 热力 学 第 二 是 
律 , 立 刻 可 知 


S2 > 5S1. (12.4. 13) 
一 般 地 ,在 静止 坐标 架 内 运动 间断 面 两 侧 的 守恒 关系 可 表示 成 
[eltu—-u).n|=0, (12. 4. 14) 
[ou -au n+pn=0， (12. 4. 15) 
2 
je(e+ 起 jw) nt pu n=0, (12. 4. 16) 


其 中 是 比 内 能 
12.4.2 激 波 绝热 曲线 


为 了 进一步 阐明 激 波 的 性 质 , 本 小 节 通 过 对 激 波 绝热 曲线 的 定性 讨论 , 了解 激 
波 前 后 的 一 般 规律 性 . 
若 用 j 表示 单位 时 间 内 通过 单位 激 波 面 上 的 质量 通 量 ,下 标 1,2 分 别 表示 激 波 
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前 后 状态 ,j = Oiluo = 02 von ;TR(12. 4.9) 可 写成 六 = = 上 ,其 中 V 是 气体 的 


Vi 多 
比 容 (Y = 1/o), 从 而 有 
2 ~ v2 PP: Pi 2 ~ vy PpP:— Pi ， 
DT Vi Vi Vs Dyn Vs Vi 加 TV， (12. 4. 17) 
Un 一 Vn 二 (ps2 一 PIC 一 V,), (12. 4. 18) 
若 再 从 能 量 方程 (12. 4. 12) 中 消去 速度 ,得 到 
POCO) =0， (12.4. 19) 
0 (12. 4. 19’) 
上 两 式 的 一 个 显著 特点 是 ,其 中 不 含有 运动 学 量 , 是 一 个 纯 热力 学 关系 式 , 它 就 是 
激 波 绝热 的 兰 金 - 南 贡 纽 C(Rankine-Hugoniot) 方程 (以 下 简称 R-H 方程 ). 它 与 坐 


标 系 选择 无 关 ， 下 述 形式 的 R-H 方程 没有 用 到 具体 形式 的 气体 状态 方程 , 它 
对 一 切 气体 都 适 

如 果 激 波 前 状态 是 已 知 的 .方程 
(12.4. 19) 就 以 隐 范 数 形式 给 出 了 波 后 户 
和 Vs 的 关系 

p= HCV:pi, Vi), (12. 4. 20) 

画 在 p-V 图 上 就 是 一 组 以 Pi 和 Vi 为 双 参 
数 的 曲线 族 , 称 为 激 波 绝热 曲线 (R-H 曲 
线 ). 图 12.13 中 4 点 代表 波 前 状态 pi. Vi、 
过 4 点 的 R-H 曲线 表示 为 HH'. 它 是 条 单 


调 降 的 且 处 处 下 四 的 曲线 . 即 { 多 ,大 0 


12.13 激 波 绝热 曲线 


和 (9 混 ) > 0. 这 对 于 所 有 已 知 的 实际 气 

体 都 是 正确 的 .为 了 比较 ,图 中 还 画 了 一 条 过 4 点 的 等 烦 绝 热 曲线 (又 称 泊 松 绝热 
曲线 ), 由 p = pCV,s) 可 知 它 是 组 单 参 数 曲线 族 

首先 我 们 来 研究 一 下 弱 激 波 的 性 质 . 为 此 可 对 h(p,s) 和 VCp,s) 在 4 点 附 


近 作 泰勒 级 数 展开 ,并 考虑 到 dh = Tds + Vdp,( 守 ) = 7， (对 ) = 了 ,所 以 


p 
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_ ay , 

h hi = Ti(s y1 ) 十 V (ps2 pi1) f 3 (3) P: Pi) 
1 DY 3 
6 (9 } P 


VV = ($i) 一 PP) 1 p1)” + 


1 
2 


(人 ) 《ps 一 一 … 从 而 得 到 沿 HHY' 曲线 ,在 A 点 附近 的 炳 增 为 


将 上 式 代入 R-H 方 程 (42.4.19), 于 是 有 Ti(ss 一 51) = 三 (Www -VCp -Di) 一 


1 1 (2 
12 T \ ept 


这 表明 在 弱 激 波 中 炉 增 是 压强 增 量 的 三 阶 小 量 ,请 增 的 符号 5(S7 


sy — Si = ) Cp: 六 )3， (12.4.21) 


avV 
api 
(on) >0 或 (8) 之 0 时 , 精 增 (s: > 必 有 卡 缩 激 波 (ps 之 pi1, Vs 过 VV)， 

相当 于 曲线 HH' 中 A 的 上 分 支 AH 部 分 .在 曲线 下 分 支 AH' 部 分 ,pz 过 P1, 则 
s 过 5. 这 说 明 膨 胀 " 激 波 ”伴随 着 炉 减 ,这 是 违反 热力 学 第 二 定律 的 ,所 以 在 HH 


曲线 上 有 实际 意义 的 只 是 AH 十 分 支部 分 . 这 也 表明 .实际 气 体 总 有 全 六 之 0, 妈 


气体 密度 越 大 , 越 难 进一步 压缩 . 

将 激 波 绝热 曲线 与 等 箭 绝 热 曲线 比较 可 知 ,在 4 点 处 两 条 曲线 相 切 , 且 曲 率 也 
相同 .同时 可 以 知道 ,在 4 点 上 分 支 的 4 妞 曲 线 应 位 于 等 焙 曲 线 P4 之 上 . 即 对 于 相 
同 的 横 坐 标 V; , 激 波 绝热 曲线 比 等 炉 绝 热 曲 线 有 更 高 的 压力 PP , 业 增 越 大 .压力 就 
越 高 . 

由 4 点 附近 激 波 绝热 曲线 的 性 质 可 以 推论 出 许多 重要 结果 .在 A 有 曲线 上 取 
一 点 B,B 点 表示 经 过 激 波 压缩 后 波 后 的 状态 .由 式 (12.4.17) 可 知 , 激 波 相 对 于 波 

前 气流 的 法 向 运动 速度 可 由 弦 线 4B 的 斜率 确定 . 波 后 压力 越 高 , 激 波 相 对 运动 速 


) 有 关 . 当 


度 也 越 大 . AB 攻 的 斜率 大 于 在 4 点 的 激 波 绝热 曲线 的 切线 的 斜率 , 即 
:2 Ps: Pi -~ op 
i Vv Vv (3 ) 
两 边 乘 以 Vi 和, 由 式 (12.4.17) 知 
2 = 了 一 op 一 “ 忆 
Vi= vf >- Vi (水 ) Ez Ci, 


但 是 ,AB 弦 的 斜率 小 于 已 点 处 激 波 绝热 曲线 的 切线 的 斜率 , 故 
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天 大 = 及 二 ( 开 ) = 人 


OP2 
而 由 j 一 vin/ Vi 一 Van / Vz, Vs < Vi 又 得 到 Van < Dln: 
总 之 ,在 精 增 条 件 下 (sy: > $1), 从 激 波 绝热 曲线 性 质 可 以 推断 出 


pz2 > pi V2 < Vi( 或 ps > P01)， 

Din > Cis Van C2 RR V2 < Vin. 
(12.4.22) 
对 于 完全 气体 , 兰 金 - 雨 页 纽 关 系 


100 


50 
式 (12.4. 19) 的 特殊 形式 为 
YY+12 1 
p2 7 二 1 Ci 
pi 7Y+1 Pp 
7y-1 A 
pp, 或 
Y+1 ps |] 
10 0 _7-1pi . 
O1 7+1 ,Pp 
7-1 pi 
(12. 4. 23) 


图 12. 14 中 实 线 是 对 数 坐标 下 的 
激 波 绝热 曲线 , 虚线 是 等 炉 绝 热 曲 线 ， 


pz (PY 3 :同一 竺 
即 些 = (党 ) . 由 图 可 见 ,在 同一 史 


值 下 , 激 波 压缩 的 大 于 等 糊 压 缩 之 


| 2 345678910 值 .当代 一 %( 强 激 波 极限 ) 时 ,党 一 
AM pi A1 


图 12. 14 ”完全 气体 的 兰 金 - 雨 贡 纽 曲线 2 一. 对 于 双 原子 气体 ,7 =- 1.4, 全 
1 
~ 6, 若 考虑 真实 气体 效应 ,经 可 达 15 ~ 16 倍 . 


12. 4.3 ”完全 气体 驻 正 激 波 
把 坐标 系 与 激 波 面 相连 ,并 使 某 一 坐标 平面 (比如 , yz 平面 ) 在 激 波 面 的 某 一 


DOOOO 第 12 章 无 竺 可 压缩 流动 


气体 的 驻 正 激 波 关系 为 (图 12. 15) 


iV1 = P2 V2 (12. 4. 24) 
站 这 +P = pv + ps, (12. 4. 25) 人 ， 
1  ， 2 1 ， TT 
7 (12.4.26) pp 7 pp 


这 里 已 使 用 了 完全 气体 状态 方程 p = CRT 及 热力 


12.15 ” 驻 正 激 波 
$52 > 51. (12. 4. 27) 
从 式 (12.4.24) 一 (12. 4. 26) 可 知 , 有 六 个 变量 三 个 方程 ,如 果 激 波 前 变量 值 为 已 
知 , 则 波 后 流动 参量 值 就 能 确定 .通常 是 用 激 波 前 马赫 数 M，= 全 作为 已 知 参量 ， 
1 
其 他 量 都 可 用 M1 来 表示 .具体 做 法 如 下 : 
由 能 量 方程 出 发 ,能 量 方程 反映 了 激 波 前 后 总 能 量 不 变 , 所 以 To = Twos, ho 


= ho,7To 和 ho 分 别 表示 气流 的 清 止 温度 和 消 止 妈 , 或 称 总 温和 总 . 由 式 
(12. 2. 12) 


To —1,, . ae 
元 = 1 + 2 i = 1,2 表示 激 波 前 后 值 ， 
有 
包 一 1 73 
T， 1+ 3 MM ， 
. (12. 4. 28) 
TT, ] + 7 1 ngs 


1 


再 利用 等 精 关 系 [ 22 ) ”= (全 ) = 天 ,可 以 找 出 激 波 前 后 静 参 量 左 作 为 M， 
和 Ms 的 函数 关系 


1 
1+ 之 4 
Ep: = 知 2 . (12. 4. 29) 
1 2 1+ X31M; ， 


另 一 方面 ,由 动量 方程 (12.4 25) 和 pv* = ypM* 有 展 = 二 2 这 样 就 可 得 出 
Mo 作为 Mi 的 函数 关系 
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M3 = 7  . (12. 4. 30) 
27 2 一 
一 一 AM 一 1 
yy 一 工 


将 此 表达 式 代 入 T,/T! 表达 式 (12. 4. 28) ,最 后 得 
To MD- DM+2] 


> (12. 4. 31) 
T! cc? Cy + 1)° Mi 
用 = 2 Mi Zl 12. 4. 32 
万 y+ yr1’ (12. 4. 32) 
O2 jl (y+1)Mi , 
= Mi 12. 4. 33 
0 vs (y-DMI+2 ( ) 
这 些 比值 随 来 流 Mi; 数 的 变化 见 图 12. 16. 
10 激 波 前 后 的 箭 增 , 利用 公式 
3 二 cvln( 声 ), 有 


9 -5 =- Rin2?. 
1 Puol 


其 中 po 和 Pos 分 别 为 激 波 前 后 的 
qi 滞 止 压力 ,需要 强调 指出 一 点 ,虽然 
10- 激 波 前 后 总 能 量 不 变 (ho = Poz )， 
但 经 过 绝热 不 可 道 过 程 后 , 波 后 机 
械 能 员 和 失 了 ， 所 以 有 Po < Pol. 考 
和 人生 全 

S2 3 一 

R 


7 2 + Z| 
vy n(n y+tl 


5 10 15 20 .1 nl 27 M3 ?1). 


y+1 
12.16 ” 正 激 波 前 后 参 Mi 数 的 变 
图 正 激 波 前 后 参数 比 随 M 数 的 变化 (12. 4. 34) 


对 于 驻 正 激 波 必须 有 Mi > 1, 激 波 相 对 于 波 前 气体 总 是 超声 速 传播 的 . 由 式 
(12.4.30) 知 , 当 Mi >1 时 必 有 AM 二 1, 波 后 气流 相对 于 激 波 总 是 亚 声 速 的 .最 后 
由 式 (12. 4. 31) 一 (12. 4.33) 和 图 12. 16 可 见 , 正 激 波 前 后 有 

pz:>pi, Pr>0, TD. (12. 4. 35) 


-3 
10 1 
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当 Mi 非常 接近 1 时 ,是 弱 激 波 情形 ,此 时 pz 一 Piy/ 广 < 冬 1 当 Mi 之 1 时 是 强 
激流 情形 ,此 时 pz > pi Tz 六 Th， 

2 _ P27Y+l1 2 7-1 

U2 01 y 一 1 


(12. 4. 36) 


12. 4.4 ”和 斜 激 波 


如 果 驻 激 波 前 气流 速度 不 和 激 波 正 交 , 则 通常 将 激 波 面 法 线 与 波 前 气流 速度 
矢量 组 成 一 个 坐标 平面 , 激 波 在 此 坐标 系 中 成 为 斜 激 波 . 斜 激 波 前 后 的 速度 的 几何 
关系 可 由 图 12.17 表示 . 在 和 斜 激 波 法 向 方向 上 , 前 面 得 到 的 正 激 波 关系 式 
(12. 4. 30) ~ 一 (12. 4. 34) 等 完全 成 立 , 内需 用 M1， = MisinP 代替 这 些 式 子 中 的 波 
前 马赫 数 Mi .所 不 同 的 是 气流 通过 斜 激 波 后 有 一 个 气流 偏转 角 0,9 与 激 波 倾角 P 
和 Mi 的 关系 由 图 12. 17 几何 关系 有 


图 12.17 (a) 斜 激 波 的 几何 关系 ;{b) 斜 激 波 极 曲线 


tgB = TL, tg(P- 0 = 说， (12. 4. 37) 
V1 V21 
tg(B—-0) _ vn Pl _ 2+(y— DMisinB 
tgB Vn 02 (y+1)Misinp (12. 4. 38) 
经 过 简单 运算 后 得 
2 2 
t80 = 2cot = sy (12. 4. 39) 


Mi(y + cos28) + 2 
对 于 斜 激 波 计算 ,除了 给 定 Mi 外 ,还 须 给 定 另 一 个 参数 0 或 2, 才能 定 出 波 后 的 参 
数 .以 8 和 BB 关系 式 作 图 可 得 图 12. 18. 分 析 图 中 曲线 可 知 , 当 = 90 ,cotp = 0,0 
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= 0, 相 当 于 正 激 波 情 形 . 当 sin8 = 1/M 时 ,9 也 等 于 零 ,这 相当 于 斜 激 波 赔 化 为 马 
苗 波 . 除 此 两 种 特例 外 , 波 后 气流 偏转 角 均 不 为 零 . 考虑 到 波 前 法 向 分 速 应 是 超声 


速 的 , 故 8 应 限制 在 arcsin 地 - 所 8 二 本 之 间 ， 


45° 


40° 


35° 


30° 


25° 


篇 转角 0 


激 波 角 B 
12.18 ”和 斜 激 波 后 气流 偏转 角 与 激 波 倾角 的 关系 


从 图 中 可 见 ,对 于 每 一 个 来 流 M, 数 ,9 曲线 上 有 一 个 极 值 0mw( M;) ,而 对 应 于 
每 一 个 9 值 ,8 有 两 个 解 .一 个 是 弱 解 ,以 实 线 表 示 ; 一 个 是 强 解 ,以 虚线 表示 . 大 体 
说 来 , 强 解 波 后 的 气流 是 亚 声 速 的 , 弱 解 波 后 气流 是 超声 速 的 .在 Ow 和 Ms = 1 之 
间 的 区 域 ,一 般 相当 罕见 ,可 以 不 予 考虑 . 

对 于 弱 激 波 .0 值 很 小 ,tg9 = 0， 


tgB > tg7 = 一 一 一 一 ， (12. 4. 40) 
” Mi 
fsinz8 1-Z+1 My, (12. 4. 41) 
2 Mi -1 
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有 2 一 Pi 和 yMi 0. 
pi Mi—1 
ee 我 们 就 可 分 析 许 
复杂 的 流动 , 如 钝 头 体 的 超声 速 绕 流 , 激 波 
与 让 的 相 所 作用 和 以 钝 头 体 绕 流 为 例 , 在 
钝 头 体 前 方形 成 一 个 道 曲 面 激 波 (图 12. 19). 
曲面 激 波 上 每 个 面 元 可 近似 看 成 是 斜 激 波 ,在 
驻 点 附近 , 激 波 接近 正 激 波 , 波 后 为 亚 声速 , 因 
此 应 取 强 解 . 声速 线 以 后 , 波 后 气流 为 超声 速 
的 ,应 取 弱 解 .远离 头 部 的 激 波 强度 逐 滞 关 翌 ， 
最 后 晓 化 为 马赫 波 . 
由 于 曲面 激 波 上 各 点 强度 不 同 ,因此 波 后 
各 条 流 线 上 炉 增 也 不 同 . 原来 均 炉 的 流动 经 过 12. 19 ”曲线 激 波 面 
曲面 激 波 后 变 成 非 均 箭 的 . 箭 增 与 2 关系 为 


(12. 4. 42) 


ds _ yue _oYy 2 4 4 
了 ， d8 VisinBcosB (1 og ) . (12. 4. 43) 
由 克 罗 柯 定理 (5.2 节 ), 波 后 涡 量 为 
Ps2 Pi 
(ww 二 = 有 由 (一人 cosB/R,, 


其 中 了 , 是 波 后 静 温 ,R, 为 激 波 曲率 半径 . 

斜 激 波 前 后 的 速度 关系 也 可 以 通过 几何 作 图 的 方法 直观 地 表示 ,就 是 所 谓 的 
“ 激 波 极 曲 线 ”(shock polar) , 它 是 在 速度 图 平面 (vw, , v,) 上 由 波 后 速度 矢量 us 画 
出 的 一 条 矢 端 曲线 .从 图 12. 17 几何 关系 可 知 


Uon 2x sinp 加 vayCOsB _ U2x U2y 
: = cotA， 
Vln visinp D1 v1 


用 Misin8 代替 在 式 (12. 4. 33) 中 的 Mi 就 可 得 到 vz/ v1 的 斜 激 波 关系 式 , 代 人 上 
式 后 得 


U2r _ 7- 1 2c4 十 
了 本 -coth y+1 Trl cot*B). 


再 用 cotB = 7 一 代 换 上 式 中 的 cot8 ,以 及 利用 伯 努 利 方程 
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式 中 c. 是 临界 声速 .经 整理 得 激 波 极 曲线 方程 


(一 oo 5 , 
7Y+1 | 
它 是 (Cos, oa) 平面 上 以 v1 ,Cc. 为 参数 的 一 条 次 蔓 叶 线 . 可 以 用 作 图 法 决定 斜 激 波 
特性 .图 12. 17(b) 中 曲线 与 " 轴 交 于 4 ,2B 两 点 ,虚线 圆 表示 声速 线 , 它 把 曲线 分 
成 两 部 分 , 圆 外 为 超声 速 , 圆 内 为 亚 声速 . OC 线 与 极 线 相 切 ,表示 最 大 气流 偏转 角 
0 .从 激 波 极 线 可 以 得 出 若干 重要 特性 : 

(1) 车 给 定 激 波 后 气流 偏转 角 0, 当 0 < 0 时 ,而 出 的 一 条 射线 交 曲线 于 1， 
2,3 点 ,O01 = vs 及 0O5 = vs 就 表示 波 后 气流 速度 的 大 小 和 方向 .分 别 对 应 于 强 激 
波 解 和 能 激 波 解 .至 于 3 点 相当 于 "膨胀 激流” 情形 (v2 二 1) ,这 违反 了 热力 学 第 
二 定律 ,所 以 次 蔓 叶 线 的 虚线 部 分 是 不 真实 的 ,木子 考 虑 . 

(2) 当 9 > 0w 时 .不 存在 直线 的 斜 激 波 , 只 能 产 牛 曲 线 激 波 . 

(3) 作 OD 垂直 于 A42D 连 线 , 则 OD = ,= .4D = 2D = ,一 4OD 
= Bb. 

(4) 在 点 A.B 点 处 9 = 0, 波 后 气流 没有 偏转 .B 点 表示 正 激 波 解 :OA = vi， 
OB 二 2, V1 V2 二 Cc .在 A 点 ， OL 二 Vx 冬 激 波 暗 化 为 切 赫 线 , 激 波 极 线 的 切线 与 
vs 轴 炎 角 为 驰 - 六 ,7 为 马赫 角 . 


对 于 每 一 组 i.c， 都 可 画 出 一 条 这 样 的 曲线 . 虽然 现在 很 少 用 激 波 极 线 来 定 
量 计 算 斜 激 波 ,但 是 用 它 定 性 地 分 析 激流 与 物 面 , 激 波 一 激 波 之 间 的 相互 作用 十 
分 方便 . 


12. 4.5 ” 激 波 与 壁面 相互 作用 


工程 上 经 常 发 生 激 波 一 物 面 的 相互 作用 ,这 是 一 个 相当 复杂 的 物理 现象 . 这 
里 仅 就 最 基本 的 现象 作 如 下 介绍 ; 

规则 反射 .图 12. 20 表示 v1 二 ci 的 气体 来 流 与 半 项 角 为 0 的 栅 面 相互 作用 ， 
在 顶 角 A 处 产生 一 道 斜 激 波 4B ,并 与 上 壁面 交 于 点 B. 相对 于 上 壁面 而 言 ,把 AB 
称 为 入 射 激 波 , 并 把 波 前 方 记 为 中 区 . 波 后 方 记 为 加 区 .气流 w 偏转 了 角度 9 ,为 
满足 上 壁面 速度 滑 移 边界 条 件 , 必 须 在 点 B 处 再 产生 另 一 道 反 射 激 波 .使 得 @ 区 
的 气流 v; 再 反方 向 偏转 角度 9. 这样 才 能 保证 气流 与 壁面 平行 . 作 图 时 ,以 v1 为 对 
称 轴 , 以 和 c .作为 波 前 气流 参数 , 作 入 射 激 波 的 激 波 极 线 . 当 0 给 定时 ,在 激 波 
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极 线 上 可 定 出 2 点 , 它 是 四 区 的 气流 速度 us 的 矢量 端点 , 即 03 = vw. 然后 以 vs 为 
对 称 轴 , 以 ( v2,c .) 为 波 前 参数 , 作 反射 激 波 的 激 波 极 线 , 与 v1 轴 交 于 3 点 ,O5 = 
2s 是 色 区 的 气流 速度 , 它 相 对 于 v; 偏转 了 角度 0 后 与 上 壁面 平行 .这 种 反射 称 为 
规则 反射 . 


图 12.20 ”规则 反射 


马赫 反射 .从 图 12. 18 可 知 , 对 于 每 一 个 波 前 (来 流 )M 数 , 存 在 一 个 波 后 最 大 
气流 偏转 角 , 如 果 M; 二 Mi， 则 925 过 01 mx，: 其 中 Oimax 02 mx 是 Owax (M1)， 
Omax (M2) 的 简写 .存在 规则 反射 的 条 件 是 9 过 Gs 二 wx. 如 果 Gm 二 0 一 
91max，, 由 于 入 射 激 波 后 @ 区 的 气流 偏转 角 0 > bs wa ,在 上 壁面 不 存在 规则 的 斜 激 
波 解 ,为 了 满足 上 壁面 速度 滑 移 条 件 ,在 壁面 处 会 产生 一 支 与 壁面 垂直 相交 的 、 近 
似 于 正 激流 的 曲线 激 波 ,并 与 人 射 激 波 相交 ,从 交点 再 产生 一 支 向 下 游 传播 的 斜 激 
波 , 以 使 得 交点 后 流动 具有 相同 的 速度 方向 和 压力 . 这 种 反射 称 为 马赫 反射 , 三 支 
激 波 的 交点 称 为 三 波 点 ,近似 的 正 激 波 有 时 简称 为 马赫 杆 . 用 激 波 极 线 作 图 ,如 图 
12.21 所 示 , 因 为 G2 mx 过 0; 以 vs 为 对 称 轴 , 以 (vs,c，) 为 波 前 参数 ,作出 的 激 波 极 
线 不 能 与 v 相交 , 即 得 不 到 规则 反射 的 斜 激 波 解 . 


A 


图 12.21 马赫 反射 
确定 马赫 反射 区 域内 的 流动 .在 数学 上 是 件 复杂 的 事 . 数学 上 可 以 证 明 , 仅 由 
三 支 激 波 不 可 能 把 空间 划分 成 三 个 均匀 流动 区 域 . 相同 的 来 流 先后 通过 两 支 斜 激 
波 , 和 只 通过 一 次 马赫 杆 以 后 ,即使 达到 压力 和 速度 方向 相同 ,速度 的 大 小 .密度 、 
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温度 和 暗 的 变化 也 是 不 同 的 ,在 三 波 点 下 游 还 会 产生 一 个 滑 移 面 ( 潢 面 ). 这 个 滑 移 
面 是 绝对 不 稳定 的 ,三 波 点 区 域 的 复杂 流动 图 像 和 演化 必须 通过 百 接 的 数值 计算 

激 波 还 可 能 与 流 场 中 其 他 边界 ,如 激 波 :- 自由 和 而 ,激流 。” 激 波及 激流 -- 脱 胀 
波 相 王 作用 ,就 不 一 一 介绍 了 . 


12.4.6 膨胀 波 


脱 胀 波 与 激 波 一 样 ,也 是 超 上 声速 流 中 常 抑 的 基本 流动 现 旬 之 一 . 当 超 声速 气流 
绕 过 凸 角 流动 时 ,气流 受 膨 胀 加 速 . 可 以 把 凸 角 看 成 是 许多 无 限 小 角度 的 达 加 ,每 
个 无 限 小 角度 都 是 对 气流 的 一 个 小 扰动 .小 扰动 相对 于 当地 流速 以 声速 传播 . 这 与 
12.3 节 中 一 维 非 定 常 流 中 的 简单 稀 蚊 波 类 似 . 定 常 超声 速 膨胀 流 中 的 * 西 角 ”. 相 当 
于 一 维 非 定常 中 心 稀 玻 波 中 的 扰动 流 -活塞 面 : 凸 角 前 方 的 均匀 来 流 区 ,相当 
于 非 定常 稀 朴 波 前 方 的 静止 气体 区 ;每 一 个 小 扰动 波 的 轨迹 足 一 条 特征 线 ( 右 行 ). 
在 超声 波 西 角 绕 流 中 ,它们 是 从 凸 角 硕 点 发 出 的 直线 族 . 

同一 维 非 定 常 流动 一 样 ,在 超声 速 定 常平 面 无 旋 流 动 中 也 存在 特征 线 和 相应 
的 不 变 最 . 

从 无 笑 欧 拉 方 程 出 发 . 均 炳 定常 平面 无 旋 流 动 的 控制 方程 可 写成 (详细 推导 见 
下 节 ) 


2 2、 Ou Ou Ov OV ] 
(c u ) 3x uv (Ft + v ) 3y 0 
] (12. 4. 44) 
c = cf 一 全 (za2 十 22) 
及 无 旋 条 件 
Ou av ， 
一 = 0. (12.4. 45 
Oy er )) 


将 式 (12.4.45) 乘 以 o 后 与 式 (12. 4. 44) 相 加 ,得 到 


2 2、 DO OQ O 2 OQ 
vo < -一 十 一 - 一 本 几 — 一 1) 一 十 "2 一 二 
民 u > (Ga uh | o— ul Yo (Cc 总 Et 0. 
如 果 令 C Vg 一 Cl = 上 与 成 


Q ,Uv+te qc 9 ) Je 一 2)da 一 ue te Vg -cdv)= 0. 
(& 人 一 Oy ( : 7 ) 


(12. 4. 46) 
只 要 直接 运算 一 下 上 式 就 能 证 明 这 一 点 .所 以 ,与 12.3 和 节 一 样 ,存在 两 答 特 征 线 
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方程 
d 一 三 2 _ 2 
(x0) = Be, (12. 4. 47) 
沿 着 特征 线 上 相 容 关系 为 
(Co udu- (ure vg -cdv=0 (12. 4. 48) 
或 


Jee -wdu (uve V9 -cydv) = 常数 . 
由 上 式 可 见 要 使 特征 线 是 实 的 ,必须 是 g > c. 即 流动 应 该 是 局 部 超声 速 的 ,方程 
(12.4. 44) 应 是 双 曲 型 的 .因为 
u = dcosO， v = gsin0, 
其 中 6 是 流 线 与 x 轴 的 夹 角 .代入 式 (12. 4. 47) ,化 简 后 特征 线 方程 成 为 十 分 简洁 的 
形式 


dy 1 
(),, = tg(OtH), ££ = arcsin yy. (12. 4. 49) 


上 式 表明 流 线 与 特征 线 夹 角 为 4 ,特征 线 不 是 别 的 , 正 是 马赫 线 , 式 (12. 4. 48) 也 简 
化 为 
(VM’* -1dgqF qd0{vVM’ -1cos0 + sing} = 0， (12. 4. 50) 


所 以 
er =+ tg/d0, (12. 4. 51) 
q CM 1) 
由 伯 努 利 方程 ;yq + 7 L Tc = 了 1 及 InM = lng - lnc, 可 得 
4 = 5 1 一 (12.4 52) 
2 
M(1+ 2 M’) 
代入 式 (12.4. 51) 中 消去 4 后 得 到 
2 2 
dg =+— ~M -1dM (12. 4. 53) 


a (1 + YE M7) 


0=+| 2 jarcte PM 1) arctg V Me — 1)+ const 
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=+ vy(M) + const. (12. 4. 54) 

式 (12. 4. 51) 和 (12. 4. 54) 就 是 特征 线 方 程 和 特征 线 上 的 相 容 关 系 “ 土 ”分别 代表 

第 | 徐 和 第 [[ 徐 特 征 线 .这 个 相 容 关系 与 物理 平面 上 特征 线 的 几何 位 置 无 关 , 可 

以 事先 一 劳 永 逸 地 算出 来 .用 这 种 方法 可 以 精确 地 解 超声 速 平 面 无 旋 流 问 题 , 称 为 
特征 线 法 . 

如 图 12.22 所 示 简 单 波 , 从 上 游 均 匀 区 米 的 第 上 族 特 征 变量 在 全 流 场 是 常量 ， 


12.22 ” 普 朗 特 - 迈 尔 膨 胀 波 


=+ vy(M) + const. 
在 上 游 处 ,9 = 0,M = Mi, 故 const = 一 v(M), 则 沿 第 [[ 族 特 征 线 ， 
0=-y(Mi)-y(M). 
气流 偏转 角 可 由 曲 壁 形状 确定 .例如 ,在 B 点 ,9 =- ca. 所 以 在 由 中 点 发 出 的 马赫 
线 上 WM 数 为 
v(M) =- y(Mi)+a. 
联 胀 区 任 一 点 M 数 也 就 用 同样 方法 定 出 . 其 余 流动 参数 可 由 等 炉 关 系 求 得 , 当 曲 
辟 变 成 一 个 折 角 时 ,膨胀 区 变 成 由 一 簇 扇 形 马 赫 波 组 成 .这 种 流动 很 像 一 维 中 心 稀 
玻 波 , 称 为 普 朗 特 - 迈 尔 (Prandt-Meyer) 流 . 
(CAM ) 又 称 为 普 朗 特 - 迈 尔 函 数 , 其 中 稍 数 值 是 任意 规定 的 .最 方便 的 是 规定 M 
= 1 时 ,vy = 0. 因 此 vy(M) 代 表 M = 1 的 来 流 膨 胀 到 M 时 气流 偏转 的 角度 .所 以 来 
流 Mi 的 气流 膨胀 至 M ,气流 偏转 角 0 等 于 Mi = 1 的 气流 先 膨 胀 至 Mi ,再 膨胀 至 
M ,两 次 气流 偏转 角 之 差 ( 图 12. 22) . 
很 容易 计算 出 ,气流 从 M = 1 膨胀 到 = .最 大 偏转 角 


_ x| /y+1 | 
VY max x| > 一 1 1 " 


对 于 7 二 1. 4， Vmax 一 130. 45 . 
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12.5 亚 . 跨 .超声 速 小 扰动 势 流 
近似 方程 及 其 相似 律 


本 节 以 二 维 薄 翼 .小 攻 角 绕 流 为 例 , 介 绍 在 不 同 速度 条 件 下 小 扰动 势 流 的 简化 
近似 方程 ,主要 是 全 速 势 方程 . 亚 超声 速 小 扰动 线 化 方程 . 跨 声速 小 扰动 方程 等 . 这 
些 近似 方程 是 根据 流 场 不 同 的 特征 进行 简化 得 到 的 .图 12. 23 是 尖 缘 缀 型 的 绕 流 
图 像 特 征 . 图 12.23(a),M- 二 Mi, 在 全 流 场 中 M 过 1, 称 为 亚 声 速 流动 . 多 
12.23(b),M. 过 M- 所 1, 虽 然 来 流速 度 仍 旧 是 亚 声速 的 ,但 是 在 流 场 中 出 现 局 部 
的 超声 速 区 ,往往 还 伴随 有 内 艇 激 波 .图 12. 23(c) ,1 一 M。 一 Mi .虽然 来 流 已 是 


4A7 >1 
(c) 


M>!l 


(d) 


图 12.23 亚 、 跨 、 超 声速 流 场 
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超声 速 , 但 是 在 沟 前 缘 没 有 附 体 的 斜 激 波 , 惨 前 缘 前 方 是 脱 体 曲线 激流 及 它 后 面 的 
局 部 亚 声 速 流 区 ,然后 才 过 渡 到 下 游 超 声速 流 .图 12. 23(b) 和 (c) 统称 为 跨 声速 流 
动 , M., ,M6。 分 别称 为 跨 声 速 的 下 临界 马赫 数 和 上 临界 马赫 数 . 图 12. 23(d),M. 
过 M-。 ,此 时 全 流 场 均 是 超声 速 流动 . 在 飞行 器 空气 动力 学 中 一 般 粗 糙 地 认为 M- 
过 0.8 是 亚 声 速 流 ,0.8 一 M, > 1.2 是 跨 声 速 流 ,M- < 1.2 是 超声 速 流 , M-。 二 
5 是 高 超声 速 流 .在 不 同 的 马赫 数 区 域 ,流动 具有 不 同 的 特征 ,由 不 同 的 空气 动力 学 
理论 加 以 描述 . 当然 这 样 的 划分 只 是 近似 的 ,M.… M6 的 大 小 要 根据 飞行 器 具体 
外 形 而 定 .如 果 是 大 扰动 问题 ,这 种 区 分 就 没有 多 大 意义 了 . 


12. 5.1 二 维 全 速 势 方程 
我 们 从 无 茜 流 体 定常 均 炉 条 件 下 的 欧 拉 运动 方程 出 发 ， 


Qui 一 op _ 2 GO 2 — op 2 1 
Pi ($). (12. 5. 1) 
两 边 点 乘 uj; ,再 利用 连续 性 方程 
9 ~ oo oP _ 
Bx, Ou 0 3x, 十 uu; Bx 0， (12.5.2) 
消去 2 以 后 ,得 到 
， OU ， 。 
(c20 — Uiuj;) = 0， i,j = 1,2,3. (12. 5. 3) 
j ji Bx J 
对 于 二 维 流 , 上 式 合并 成 为 
2 2、 Ou , {9 十 GUY ， 2 2 Ov 
(Ow) uv (He 3 ) (0) 0 (12.5.4) 


如 果 流 动 是 无 旋 的 ,可 以 引进 速度 势 ®, 使 得 u， = 5 .代入 上 式 后 得 到 86 满 
足 的 方程 


2 2 2 2 2 
1 9 中 LV og 1 -3a -0 
( 全) 3 2 7 dxoy ( 号 ) ay 0 (12.5.5) 
将 x 轴 坐 标 与 无 穷 远 来 流 方向 一 致 ,通常 还 可 引入 扰动 速度 势 ,使 得 


B= Ux+9, u = V9, (12. 5. 6) 
则 
u= Us,+u, v= vv, 


其 中 u,v 为 扰动 速度 . 可 压缩 定常 流 的 伯 努 利 方程 为 
1 7 、， 2 CY US C2 
3l(U- tu tv ry ty 1 
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或 
2 2 Y— 1 /2 /2 
C = (LuU. 十 + vv <), (12. 5.7) 
大 中 ec 是 无 穷 远 处 的 声速 .将 上 式 及 式 (12. 5.6) 代入 式 (12.5.5) 后 ,整理 后 得 到 
{(1 — Mi) + Apuw+Bp +(+C)p = 0， (12. 5. 8) 
其 中 
_ ,Ty-1l/2u lgql 2 2 
A=—M [ 2 (+ UE 六 (人 + 和 抄 ) 
oN uu” 已 
B = 2M: (1+ -) 广 
_ Ty-1l/ uu ,lal v2 
C= Ms | 2 (2 让 + U3 )+ 交 上 
以 及 


[ql = us + vi, M, = Us /cs. 
这 就 是 全 速 势 方程 . 它 是 一 个 韭 线性 二 阶 偏 微分 方程 .以 上 方程 虽然 是 仅 对 二 维 流 
动 写 出 的 ,但 对 于 二 维 流 也 可 写 出 相应 的 方程 ,只 不 过 更 复杂 一 些 爱 了. 


12. 5.2 ” 亚 超 声速 小 扰动 线 化 方程 及 亚 声 速 相似 律 


如 果 我 们 进一步 假设 流动 是 小 扰动 的 . 即 地- 和 站 < 之 1. 在 式 (12. 5.8) 


中 可 上 去 和 ， 等 商 阶 小 量 , 但 这 样 简化 后 的 方程 仍旧 不 能 保证 是 线性 的 ， 如 


Us: (有 
2 2 or ‘ 
(1) Ms D- ,AT< 0- < 所 | (12.5.9) 
M1 Mz | 或 MM .Ll. (12. 5. 10) 
Uy- < | 或 TM U0 


分 析 条 件 (1) ,表明 除了 要 满足 小 扰动 条 从 外 . 来 流 M- 数 不 能 太 大 .例如 不 能 M 

一 5, 即 不 能 是 高 超声 速 流动 . 条件 (2) 则 表明 M .。 数 不 能 接近 于 1, 例 如 不 能 是 0. 

二 Ms 二 1.2, 当 M. 一 1 时 , | 1 一 Ms | 是 个 小 量 ,条 件 (2) 就 可 外 二 
当 上 述 所 有 假设 条 件 均 满 足 时 ,定常 流 全 速 势 方程 (12. 5. 8) 线性 化 为 


-MD)a9+99 -0 (12. 5. 11) 
OX” ay’ 


这 就 是 亚 .超声 速 小 扰动 线 化 方程 .对 于 亚 上 声速 流动 ,1 - Ms 之 0, 方程 在 数学 
- 届 椭 圆 型 偏 微分 方程 ;对 于 超 上 声速 流动 ,Me 一 1 之 0, 方程 是 双 曲 型 的 . 
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与 线 化 小 扰动 控制 方程 相 匹 配 的 , 偿 应 有 边界 条 件 的 线 化 和 压力 系数 的 线 化 ， 
才 构 成 完整 的 线 化 方程 求解 问题 . 分 述 如 下 : 
线 化 边界 条 件 . 对 于 二 维 流动 , 设 物 面 方程 为 y = _ y(x) ,在 固 壁 面 上 应 满足 法 
向 速度 无 穿 透 条 件 
dy _ 由 加 机 
(32), (元 十 忆 ) ~ (i ),: 


下 标 B 表示 在 物 面 上 取 值 . 对 于 薄 物 体 和 小 攻 角 , 物 面 离 x 轴 很 近 , 利用 Taylor 
展开 


v (XY) Rv (xX,0) + (2 ) y+ 
AA 


把 在 物 面 上 取 值 改 为 x 轴 上 取 值 , 物 面 边界 条 件 进一步 简化 为 


dyy v(x) 1 7189 
( 吕 ) ~ 六 oy- (8) (12. 5. 12) 
在 无 穷 远 处 (x -> 一 cs ,> %), 边 界 条 件 为 9 = 常数 或 Vp = 0. 
线 化 压力 系数 .由 压力 系数 的 定义 
-PpP-p: . 2 1 二 
C， To WE 1). (12. 5. 13) 
50 Us 


利用 等 录 关 系 和 式 (12. 5.7) ,得 
p /ce y—1, /2u us v 1 
站 -1 元 0 从 + 认真 ) 
上 式 右 边 花 括号 内 第 二 项 是 个 小 量 , 用 二 项 式 展 开 , 略 去 二 阶 以 上 小 量 , 代 入 式 
(12. 5. 13) 得 到 


C, =— ， (12. 5. 14) 


这 称 为 线 化 压力 系数 . 

Prantdl-Glaurt( 普 朗 特 - 葛 劳 混 特 ) 亚 声 速 相似 律 . 因为 亚 声 速 小 扰动 线 化 方 
程 (12. 5. 11) 与 不 可 压 速 位 势 流 方程 (6. 1. 1) 在 数学 上 同属 于 椭圆 型 方程 ,在 形式 
上 也 相近 ,因此 有 可 能 在 二 者 之 间 建 立 革 种 变换 关系 ,将 不 可 压缩 流 的 结果 推广 到 
亚 声 速 流 . Prantdl-Glaurt 相似 律 就 是 其 中 的 一 种 相似 律 , 它 是 研究 同一 必 型 在 亚 
声速 流 和 不 可 压缩 绕 流 之 间 的 相似 法 则 . 

今 设 不 可 压缩 绕 流 与 可 压缩 绕 流 坐标 之 间 存 在 下 列 相似 变换 关系 

Xo = X， yo = By; (12. 5. 15) 
以 及 扰动 速度 势 之 间 关 系 为 
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po(xoyy) = pp(xy)， (12. 5. 16) 
其 中 8 = V1 一 AM ,下 标 0 代表 不 可 压缩 流 . 
将 上 两 式 代 入 可 压缩 小 扰动 线 化 方程 (12. 5. 11)， 利用 链 式 微 商 法 则 人 = 


Oy U 


1 /oxo OP | Oyo Op \、aQxu __ 二 ..， 得 天 

末 人 OX Oxo OX Ayo ) " OX 1, ay bp, ,得 到 
oO’ Po Oo? Po 
a + sy = 0- (12. 5. 17) 
Oxt DYyi 


这 说 明 po 满足 不 可 压缩 势 流 的 Laplace 方 程 .下 面 再 来 看 看 边界 条 件 . 对 于 可 压缩 
辟 型 绕 流 的 解 PCx,y) ,由 线 化 边界 条 件 式 (12. 5. 12) ,可 得 


dy ,oF 1 {OPo Ox 二 OPo AYo -oo 
U, (7), 0 Oy 有 (Sr Oy Oyo Oy ) Oyo . 


令 y = y(Cx) 和 yo = Vol Xo) 分 别 是 可 压缩 和 不 可 上 讨 缩 流 中 的 中 型 线 方 程 , 若 

( 字 ) = (人 ) (意味 着 是 同一 血型 ), 可 见 , 9。(xo,yo) 又 正 符合 不 可 压缩 绕 流 
X/B dxo /Bp 

边界 条 件 


名 = 
Oyo ~ \dxo/s” 

上 述 推导 表明 式 (12. 5. 15) 和 (12. 5. 16) 满足 对 同一 翼 型 在 可 压缩 和 不 可 压 
缩 绕 流 之 间 的 相似 变换 .压力 系数 之 间 的 关系 由 式 (12. 5. 14) 得 


Cc, -_ 2- 28- 21a -1r 
7 Us, Us, Bx Us Bax Bm 
即 
Co 
C, = ， (12. 5. 18) 
” VAI- ME 


其 中 Cm 是 同一 辟 型 在 不 可 压缩 流 中 表面 压力 系数 . 这 就 是 著名 的 
Prantdl-Glaurt( 普 朗 特 - 葛 劳 混 特 ) 相似 律 ,由 此 还 可 以 证 明 


TY 四 C ty C Cm, 
/TM ”VT ME 


Ci ,Cu 种 Ci, ,Cm 分 别 是 机 楼 在 可 压缩 和 不 可 压缩 流 中 的 升力 和 力矩 系数 . 
12. 5.3 ” 跨 声 速 小 扰动 方程 及 相似 律 


如 果 流 动 M- 不 能 满足 假设 条 件 (2) , 即 式 (12. 5. 10) ,我 们 可 以 得 到 跨 声速 小 
扰动 方程 (TSP) 


» 479 。 


流体 力学 人 人 CC 下 


2 Di0 Op (7y+1)HN3 apo 
‘17 M.) 3 a = 局 - Se a 
从 图 12. 23 可 以 看 出 ,在 跨 声 速 流 场 中 亚 声 速 区 、 跨 声速 和 超声 速 区 共存 ,还 
存在 内 嵌 激 波 或 脱 体 头 激 波 .这 里 .我们 假设 不 存在 激 波 .从 数学 上 看 , 跨 声 速 控制 
方程 是 混合 型 的 , 椭圆 型 和 双 曲 型 共存 . 即使 在 小 扰动 假设 下 , 跨 声 速 方 程 
(12. 5. 19) 仍旧 是 非 线性 的 ,得 不 到 线 化 方程 ,这 给 解 跨 声 速 流 动 带 来 许多 困难 .上 
述 方程 成 立 的 条 件 ,要 求 流动 是 无 旋 的 ,这 就 意味 着 激 波 强度 只 能 是 弱 的 不 妨 看 做 
等 彤 压缩 波 . 我 们 知道 , 弱 激 波 时 波 后 炉 增 是 压力 增 量 的 三 阶 小 量 ( 见 式 
(12.4.21)), 可 以 忽略 不 计 . 而 由 Crocco 定理 (5.2 节 ), 涡 量 与 炳 的 梯度 有 关 , 当 忽 
略 增 以 后 , 流 场 就 近似 看 成 是 无 旋 的 了 . 
此 处 ,我 们 无 意 具体 地 寻求 跨 声速 流 的 解 , 而 是 建立 它 的 某 些 相似 法 则 . 
方程 (12. 5. 19) 是 有 量 纲 的 ,我 们 先 寻 找 它 的 无 量 纲 形 式 的 方程 和 边界 条 件 ， 


引进 无 量 纲 变量 


(12. 5. 19) 


其 中 zr = 1/c,t,c 分 别 是 经 型 的 最 大 厚度 和 弦 长 ,rt 是 加 型 的 厚度 比 , 对 于 小 扰动 
情形 z 是 个 小 量 . 跨 声速 流动 的 一 个 特点 是 扰动 在 y 方向 (横向 ) 可 以 传播 到 很 远 
距离 .为 了 使 无 量 纲 坐 标 xX,y 以 及 无 量 纲 变量 5 及 其 导数 有 相同 的 景 级 ,引入 凡 度 
因子 r,t ,p,g 是 待定 常数 .将 这 三 个 无 量 纲 量 代入 方程 (12. 5. 19) ,得 到 
(1 M:) 2 | -2 OF = (Y+ DMir oo (12. 5. 20) 
天 


By Ox OX: 
另 一 方面 , 设 婉 型 的 型 线 方程 是 
ya = 1H/(), (12. 5. 21) 
物 面 上 的 边界 条 件 
oF 一 dy 一 ps 
Oy lo U- (2), 以- | (Xp)。 
将 无 量 纲 量 代入 后 得 到 
,yg OF ) - 
prg 一 
T Oy | rf (xX). 


为 使 不 同 流动 的 物 面 边界 条 件 有 相同 的 无 量 纲 形式 ,上 式 应 不 显 含 r, 于 是 要 求 p 
+ 9 =1. 为 使 问题 简化 ,对 p,q 追加 的 另 一 个 约束 条 件 是 在 方程 (12. 5. 20) 中 令 
2p = 9g, 这 样 可 确定 出 P = 1/3,9 = 2/3. 于 是 ,最 终 经 整理 后 可 给 出 无 量 纲 量 


rz 一 之 ye” 一 9 ‘ Dr 
i = = $= (12. 5. 22) 
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跨 声速 相似 方程 
[K-07 + DM 多 |] + SF -0. 
Ox Jax: Ay 
如 果 M。 接近 于 1, 上 式 进一步 化 简 为 
[IK- (y+D a+ = 0， (12. 5. 23) 
Ox J Ox Oy 
其 中 天 是 跨 声速 相似 参数 ,定义 为 
1- M: 
K = 二 一 六. (12. 5. 24) 
T 
物 面 边界 条 件 为 
3 = f' (xg). (12. 5. 25) 
0 


式 (12.5. 22) ~ 一 (12. 5. 25) 就 是 跨 声速 小 扰动 流 的 相似 法 则 ,K 值 相 同 且 满足 
上 述 无 量 纲 方 程 及 边界 条 件 的 跨 声 速 流动 之 间 是 相似 的 . 
压力 系数 由 式 (12. 5. 14) 得 
C, DZ 
5 (3 


图 12. 24 是 圆 弧 形 愤 型 压力 系数 分 布 , 将 实验 结果 和 用 方程 (12. 5. 23) 计算 结 


) = /Ki 3). (12. 5. 26) 
0 


一 计算 ;oO Re.=2x10” 实 验 ; A Re.=2 x 10° 


(a) (b) 


xX pb (1-M2) 
X= r= Ks 
C” [ (MaT)™ 


图 12.24 圆 弧 型 轻型 上 的 压力 分 布 、 理 论 与 实验 的 比较 
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果 的 比较 ,其 中 用 了 修正 的 跨 声速 相似 参数 
K, = Lo Ms,. 
“ (Mz rr)203 
从 图 可 见 ,在 天 , = 3 时 ,自由 流 M 数 在 临界 M。 数 以 下 ,流动 完全 是 亚 声 速 的 , 翼 
面 上 压力 分 布 是 前 后 对 称 的 ,计算 和 实验 符合 得 极 好 .在 KK, = 1.3 时 ,自由 流 M 数 
在 临界 M。 数 以 上 ,小 面 上 出 现 局 部 超声 速 区 ,计算 和 实验 结果 除 激 波 附近 以 外 ， 
符合 得 也 非常 好 ,这 说 明 用 简化 的 跨 声 速 小 扰动 方程 , 当 参 数 条 件 适当 时 ,也 可 以 
得 到 很 好 的 结果 . 
12. 5.4 ”波形 壁 的 亚 超声 速 流 
为 了 阐明 亚 超声 速 小 扰动 线 化 流 的 主要 特点 ,我 们 来 研究 沿 无 穷 长 波形 壁 的 
流动 .这 种 流动 可 以 得 到 解析 解 . 
(1) 亚 声速 流 
二 维 亚 声速 流 线 化 方程 为 


2 2 
P+ =0, B=1- M. (12. 5. 27) 
设 波形 壁 形状 为 
ys = hsinkx, (12. 5. 28) 


其 路 为 波幅 ,k 为 波 数 , 波 长 = 2x/k .小 扰动 假设 要 求 h/4 之 1. 壁面 边 界 条 件 
由 式 (12. 5. 12) 得 


v (xX,0) _ 2rh 2 


Ue 1 S a (12. 5. 29) 
在 无 穷 远 处 扰动 速度 衰减 到 零 ， 
oF of 、 vy 
Bx "Oy 1， yy” 
方程 (12. 5. 27) 满足 边界 条 件 的 解 为 
P(X,Y) =— eooskx. (12. 5. 30) 
扰动 速度 
u (xXx,y) = esinkx, 
v(x,y) = Us, hkewcoskx. (12. 5. 31) 
压强 系数 
2_ 2 2hk ms Dc 
C, = D Be sinkx. (12. 5. 32) 
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和 村 别 是 ,壁面 压强 系数 


Ca =- Ssinkx. (12. 5. 33) 


由 此 可 见 , 扰 动 随 y 增加 而 指数 衰减 . 当 M。 增 大 时 ,衰减 速度 要 减 慢 . 换 句 话说 ， 
较 高 的 M。 数 , 扰 动 在 y 方向 上 可 传 到 更 远 的 地 方 . 


由 流 线 方程 
dy _ vv py -Ky 
qx Dim hke “coskx, 
积分 得 
yhsinkx + yo 当 yo < 1/kB, | 


- (12. 5. 34) 
ya he iwsinkx + yo, 当 yo D1/kB.] 


其 中 yo 是 流 线 高 度 的 平均 值 .可 见 当 y -> % 时 , 流 线 振幅 也 按 指数 律 衰减 ,但 型 线 
的 位 相 与 壁面 相同 (图 12. 25). 
(2) 超声 速 流 


线 化 方程 为 波动 方程 
BF -OF =0, B= VME -1. (12. 5. 35) 
满足 壁面 条 件 式 (12. 5. 12) 的 解 为 
p = sink(x _ By). (12. 5. 36) 
压力 系数 为 
Cs = — Rcosk (x - By), (12. 5. 37) 
Ca =- EAE coskx. (12. 5. 38) 
远 场 (y 一 % ) 流 线 方程 
yhsink(x — By) + yo. (12. 5. 39) 


比较 超声 速 流 和 亚 声 速 流 的 解 可 以 发 现 几 个 本 质 差 别 : 
首先 ,超声 速 线 化 流 沿 x - By = 常数 的 线 上 ,u,v',p' 和 2" 等 均 保 持 不 变 . 这 


些 线 正 是 马赫 线 ,du = -万 二 二 .扰动 沿 马赫 线 不 误 减 ,所 以 流 线 的 振幅 也 不 随 》 


衰减 ,同一 条 马赫 线 上 流 线 同 相位 (图 12. 25). 
其 次 ,由 于 以 上 特性 使 得 物体 在 超声 速 流 中 产生 了 一 种 新 阻力 一 -- 波 阻 , 注 
意 到 在 亚 声 速 流 中 压力 分 布 与 壁面 波形 “ 同 相 位 ”, 压力 分 布 对 于 波峰 或 波 谷 是 对 
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陈 的 . 流体 对 壁面 作用 力 在 x 分 量 为 零 , 即 波形 壁 受 到 流体 阻力 为 零 . 但 在 超声 速 
流 中 ,壁面 压力 分 布 与 壁面 波形 的 相位 差 为 x/2, 压 力 分 布 在 波峰 或 波 谷 两 侧 不 对 
称 ,由 此 使 壁面 受到 一 个 阻力 ,这 就 是 波 阻 (图 12. 25). 


(a) 亚 声 速 流 


C,=- 474 sin 2 
A-M: 
阻力 


流 线 


4r4 2TX 
二 COS 
” AAA 4 
阻力 


12.25 波形 壁 流 动 的 流 线 和 压强 分 布 
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1.1 已 知 流体 中 的 应 力 分 布 为 
ow = 3x* + 4xy — 8y’. ow 二 一 Xx — 6xy — 2¥y, 
ow = 2X + XY + 3y, 0 = Ow = ow = 0. 
求 平面 x+3y+z+1= 0 上 ,点 (1, 一 1,1) 处 的 应 力 矢量 T, 及 其 在 该 平面 的 法 向 和 
切 向 的 投影 值 . 
1.2 “小 球 在 和 猪 性 流体 中 沿 x 轴 方 向 平 动 ,球面 上 的 应 力 矢量 分 布 为 
X 3 U 
a 2 a 
其 中 a 为 球 的 半径 ,U 为 球 的 运动 速度 ,p。 是 远 场 的 压强 . 试 求 小 球 受 到 的 流体 阻力 . 
1.3 ”考察 流 场 中 任 一 定点 上 所 有 面 元 的 应 力 矢量 .将 它们 的 起 始 端 取 为 同一 点 ， 
让 明 这 些 矢量 未 端的 轨迹 为 一 椭 球 面 , 椭 球 的 轴 长 分 别 为 oj ,cs 和 cy， 
1.4 设 流 场 中 某 点 上 的 主 应 力 值 为 cl ,cs 和 or(n) 为 该 点 处 法 向 单位 和 撩 为 n 
的 面 元 上 的 团 应 力 .证 明 
tn) = nini(o -go) + pini(os — gs): + nini(g, 一 01):. 
1.5 设法 向 单位 矢 为 n 的 面 元 承受 最 大 (或 最 小 ) 的 切 应 力 ,证明 n 与 两 根 应 力 
主轴 成 45 夹 角 ,而 和 第 王 根 主轴 正 交 . 
1.6 点 用 动量 矩 定理 于 流体 的 一 个 任意 小 体积 元 ,证 明 应 力 张 量 满足 方程 


Exo = 0， 


了 ，_ 之 
7， = 了 Po， 了 ， = po: 


并 由 此 说 明 cr 为 对 称 张 量 . 
1.7 癌 时 满足 波 意 尔 (Boyle) 定律 
PV = RT (其 中 m 为 气体 分 子 基 ) 
和 焦耳 (Joule) 定律 
e= e( 了 ) 
的 气体 称 为 热 完 全 气体 .证 明 在 此 种 理想 情形 下 有 


三 (37) = _187，- 
A= ($y) = 0， += (5), = 0 
1.8 。 设 完全 气体 的 定 压 比 热 Cy 和 定 容 比 热 C, 之 比 y 为 .常数 .证明 
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， R ， YR 
C= ty C= ty 


ca 一 (Y) 一 2 


~ A 
G1 Gm 6% 
一 从 从 
Eijk Elmn 一 Sj Ojm On 
~ A A 
OU Okn Okn 


证 明 
Eijk Epmk — G1 Sjm 一 im Oy. 
1.10 ”用 稍 卡 儿 张 量 运算 法 则 证 明 
‘(AxXB)x(CxD)=[A.(BxD)|IC-[A. (Bx OC)]D, 
[A.:(BxC)ID=[D.(BxC)IA+[IA.(DxC)IB+[A.(Bx D)IC. 
1.11 导出 下 列 等 式 
Vorr) = (n+ 3)r’", 
Vx (r"r) = 0， 
Vir” = n(n+ 1)r"™?, 
VLfCr)] = f(r) = 本， 
其 中 r= xieir=| |. 
1.12 用 张 量 运算 法 ,导出 下 列 场 论 公式 
V. (ga) = VO.at+YV'a, 
Vx (ga) = VP Xa+®Vxa, 
V.(axb)= (VXxa).b— (Vxb).a, 
Vx (Vx a) = V(V. a) ~ Via, 
Vx(axb)= a(V.b)-(a. Vb+(b. Va b(V. a), 
Via.:b)=ax(Vxb)+(a. Vb+bx (Vxa)+(b. Va. 


第 2 章 
2.1 二 维 流动 的 速度 场 为 


u = 2xy’, v= 2x*y. 
2.2 二 维 流动 速度 的 绝对 值 为 
jo|= V2y + x +2xy, 
流 线 艇 的 方程 为 
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+2xy 二 常数 . 
试 找 出 速度 分 明 & 和 的 表达 式 . 
2.3 试 确定 2.1 和 2.2 中 流体 质点 的 加 速度 a 
2.4 设 速度 场 为 


0 = 
1+r. 
证 明 任 意 时 刻 上 过 点 x，= 6 的 流 线 和 + = 0 时 刻 从 x， = 包 出 发 的 质点 的 轨迹 重合 . 
2.5 如 果 一 个 非 定常 流动 的 Te 与 时 间 ! 无 类. 证 明 任何 时 刻 的 流 线 部 和 质点 的 


轨迹 重合 . 
2.6 某 流动 的 速度 分 布 为 
: r 
v= f(r) 天 
试问 . 若 流 动 为 无 源 的 (dive = 0). 攻 数 用 7) 应 取 何 种 形式 ? 
2.7 设 二 维 流 的 流 线 是 以 原点 为 公共 中 心 的 -- 族 问心 较 , 速 度 的 绝对 值 按 下 列 
方式 随 上 要 化 


lv|l= cr 

试 写 出 测量 w 的 表达 式 . 当 1 取 何 值 时 ,该 流动 为 无 施 流 动 ? 

2.8 设 w, 是 P 点 的 涡 量 .n 为 过 P 点 的 菜 一 确定 的 单位 失 量 ,证 明 在 过 PP 点 法 向 
为 n 的 微 面 元 内 .流体 绕 二 轴 旋 转 的 平均 角速度 为 十 or， 

2.9 证 明 流 体质 点 的 加 速度 可 以 写成 

= 各 Yo o +goxu 
2. 10 证明 方程 fx,D = 0 表示 一 个 运动 物质 面 的 充分 必要 条 件 是 
Yd, ,do 


dr of "OX; 
其 中 心 是 该 曲面 上 流体 质点 的 瞬时 速度 . 
2.11 如果 f(x;.1) = 0 不 表示 物质 曲 商 . 它 的 运动 速度 为 4, 试 证 明 


v= (Uv-u).n, 
共 中 vw 是 该 曲面 上 流体 质点 的 速度 .mn 为 曲面 的 法 向 单位 矢 . 
2.12 应 变速 率 和 矩阵 的 特 入 方程 
| ei AG |=0 
可 展开 为 


VY-B+A -A = 0., 
写 出 标量 入,.@.9 的 袁 达 虐 . 并 让 明 当 于 个 主 应 杰 率 机 等 时 .有 


3 和 


w= (#8) = (二 6) . 
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2.13 证明 
eol = OO: - 29, 
从 而 对 无 源流 动 有 @ 二 0. 


2.14 证 明 
saitk di = 2 一 An) Se )ds, 


其 中 C 为 一 封闭 曲线 ， i 为 C 的 切 向 单位 矢量 ， 5 是 张 在 曲线 C 上 的 任意 开 曲 面 ,n 为 $ 
的 法 向 单位 矢量 (假设 矢量 场 a 充分 光滑 ). 
2.15 条 件 同 2. 14, 试 证 明 


hvx qa) .tdl = EE on. (Via) ]ds 
2.16 证 明 
Vx G = 捍 - (0。V)D+ ow(VY. 0), 
其 中 为 流体 质点 的 加 速度 
2.17 已 知 某 一 流动 的 速度 场 为 
u =— Ky. v= Kx, w= [9(z)— 2K:(x* + y)]:. 
其 中 K 为 常数 ,f(z) 为 任意 函数 ,证 明 该 流动 的 流 线 与 涡 线 重合 . 
2.18 设 在 极 坐 标 系 中 某 二 维 无 源流 动 的 流 线 方程 写 为 6 = 0(r) ,流体 的 速度 仅 
依赖 于 7 而 与 0 无关. 证 明 此 种 情形 下 的 涡 量 可 以 表示 为 
kd a(r 96 ) ， 
r dr 


其 中 为 一 常数 . 

2. 19 ”一 种 平面 无 旋 流动 的 速度 势 在 极 坐 标 中 表示 为 

lr.0) = alnr + be 

其 中 a 和 为 常数 .证 明 这 是 一 种 无 源流 动 (r = 0 除外) , 求 出 其 流 函 数 , 并 作出 流 线 
图 ， 

2.20 ”在 平面 环形 域 r, 这 1 二 1 中 , 某 种 二 维 无 源流 动 的 流 线 为 同心 圆 .并 且 具 
有 不 变 的 涡 量 . 已 知 当 r = ri 时 ,速度 = a; 当 r= rs, 时 .w= 0, 试 求 此 环 域 中 的 涡 
量 . 证 明 此 时 在 圆心 处 应 当 放 置 一 个 点 涡 , 给 出 该 点 涡 的 强度 . 


第 3 章 
3.1 一 个 物质 体系 VY 分 为 Vi 和 VV 两 部 分 ,是 Vi 和 V; 的 分 界面 ,.$ 是 V 的 边 


界 旧 面 设 交 界面 5 以 速度 4 运动 ,在 5 两 侧 物 理 量 F 有 -- 个 跃 变 , 试 导出 推广 的 备 庄 
输 运 公式 


号 中 Pay = | 2 dyY + (ev. ndS + le - Fu. vdS, 
全 和 
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其 中 n 和 w 分 别 为 S 和 三 的 法 向 单位 矢量 ,其 指向 如 题 图 3.1 所 示 , FF - F, 为 了 两 侧 
F 函数 的 跳跃. 

3.2 ”利用 题 3.2 图 所 示 的 平面 微 元 控制 域 .导出 二 维 流 在 极 坐标 中 的 质量 守恒 方 
程式 . 


题 3.1 图 题 3.2 图 


3.3 ” 试 证 明 : 对 于 可 压缩 的 二 维 定常 流动 ,可 以 引入 一 个 流 函 数 V(x,y) ,使 得 
w= 1%, v= 
DO Oy 0 Ox 
此 时 , 涡 量 可 以 表示 为 
j= Yo Yo Ve 
po O 


说 明 这 种 流 函 数 的 物理 意义 . 

3.4 证 明 : 对 于 可 压缩 的 定常 轴 对 称 流动 ,也 可 以 引进 一 个 流 函 数 Ww(r.z). 使 得 
1% » 2-1% 

”pr 3z” : pr or 
这 里 柱 坐 标 系 Cr,9,z) 中 的 Z 轴 取 成 流动 的 对 称 轴 , 涡 量 (8 分 量 ) 可 以 表示 为 
,= 1 3%_1 (SY 2 Ve: Ve 
pr* or Or 8z 7 

说 明 这 种 流 函 数 的 物理 意义 . 

3.5 计 ; 二 Xi(6 bb 1) Pp = p(k 31),p 一 PC 6 5.1) 是 拉 格 明日 表 
述 下 的 运动 变量 , 试 导出 拉 格 朗 日 形式 的 连续 方程 ( 设 初 始 密度 分 布 p, = p(5 , ,5.0) 
为 已 知 函数 ). 

3.6 证明; 对 于 不 可 压缩 流体 ,法 向 单位 矢 为 上 的 面 元 上 的 应 力 矢量 可 以 表示 成 

TCP) = 一 oa+AHA2n。，。 VD+PXxw)， 

进而 证 明 ,固体 边界 上 的 黏 性 应 力 总 是 切 应 力 . 

3.7 证明: 某 一 时 刻 垂直 于 液体 自由 面 的 微 元 物质 线 ,将 始终 保持 与 液 面 垂直 ， 

3.8 。 设 半径 分 别 为 w, 和 us 的 两 个 肥皂 泡 合并 为 一 个 大 泡 , 证 明 大 泡 的 半径 尺 将 
由 下 式 确定 


PuR’* + daR’ = Pla?s + al) + 4a(a?t + ai), 
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其 中 ec 足 肥 卸 泡 的 表面 张力 系数 ,局 是 外 部 压强 . 
3.9 在 ' -个 具有 铬 垂 轴 线 的 圆柱 容器 中 :上装 有 四 分 之 一 容积 的 水 . 设 圆 柱 容器 的 
内 半径 为 10 cm. 容 器 深 为 20 cem. 求 出 旋转 容 带 中 水 不 致 溢出 的 最 大 转速 是 多 少 ? 
3.10 以 —U a 测 基 仪 向 连 于 作 水 平等 加 速 运动 的 物体 上 ,加 速度 
a 落 在 口 形 管 平面 内 .车 其 得 U 形 管 凑 边 的 水 位 分 别 为 户 和 hh,(h < 过 有), 山 管 之 间 
各 路 训 为 1. 物体 的 加 如 叔 。 


题 3.9 图 题 3.10 图 


3.11 以 万 有 引力 凝聚 的 星球 中 .流体 的 密度 分 布 为 = P64,(1 一 让); 其 中 po 为 
星球 中 心 的 察 度 . 设 6 为 旺 球 表面 密度 .有 yp = 3. 试问 此 时 的 中 心 讨 强 是 总 质量 
和 于 径 均 相同 的 均 质 星球 中 心 压强 的 几 信 ? 

3. 12 ee 管内 装 有 高 度 为 h, 的 水 ， 
在 = 0 时 启 打开 网 | 让 -水 流入 两 个 个 水 平 贫 管 , 盆 
管 的 截面 积 为 狐 直 管 台面 - 半 、. 略 去 水 的 黏 性 . 试 
求 铅 直 管 中 水 面 随时 间 下 降 的 规律 .和 水 全 部 流 人 
水 平 盆 管 所 需 的 时 间 . 

3.13 ”假设 在 充满 整个 空间 的 无 界 静 止 流体 
中 ,突然 形成 一 个 半径 为 R, 的 球形 空 腔 . 接 着 流体 
在 背景 压强 P, 的 作用 下 逐渐 填 入 空 腔 . 如 果 流 体 可 
视 为 不 可 压缩 的 .密度 为 6. 并 且 莫 性 作用 可 以 略 去 

题 3. 12 图 不 计 , 试 求 填 满 整个 球形 空 腔 人 
3.14 车 上 题 中 的 真空 腔 换 成 -… 个 高 压 空气 
腔 , 气 腔 从 + = 0 起 不 断 扩大 . 将 任意 时 刻 1 的 球 腔 半径 记 为 R(1)， 并 设 气 腔 内 的 压强 
为 KR“ .其 中 是 常数 .证 明 RD 满足 下 列 微分 方程 


oR' (RR) = 2KInE. 


R, 
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4.1 证 明 
D= (A+24)0- 44u9, 
其 中 DD 是 黏 性 耗 散 率 .8 和 更 是 应 变 率 张 量 ey 的 第 - .和 第 三 不 变量 (参看 习题 2. 12). 


4.2 证明 在 不 可 压缩 流体 的 无 旋 流动 中 ,任意 有 界 域 2 内 流体 机 械 能 的 耗 散 率 
可 以 表示 为 下 面 的 边界 曲面 积 4 
dE _ 


dr 
其 中 9 是 速度 势 .8 是 0Q 的 边界 曲面 . 
4.3  - -封闭 容器 内 装 满 流体 ,如 果 流 体 在 运动 .而 容器 壁 处 于 静止 ,证 明 : 容 器 内 
流体 人 机械能 的 耗 散 率 为 


二 一 sen VVE» Vo)dS. 
1 


dt 
这 里 .2 是 容器 包含 的 区 域 . 试 说 明 无 旋 流 动 是 一 种 什么 情形 . 
4.4 设 有 某 种 无 旋 的 黏 性 流动 ,压强 是 密度 的 
单 值 函 数 ,证 明 : 在 此 种 情况 下 .N-S 方程 有 如 下 形式 
的 首次 积分 
S + (V9 » V9) +| 2 -A +2v) Vi = f(1). 
4.5 如 题 4.5 图 .活塞 在 圆柱 形 油缸 内 运动 ,其 
两 侧 压强 为 p; 和 疡 ,活塞 与 器 壁 的 缝隙 宽 为 a. 活塞 
的 半径 和 长 度 分 别 为 尺 和民 , 油 的 黏 性 系数 为 凡 , 若 活 
塞 运动 非常 缓慢 , 试 求 缝 院 中 油 的 泄漏 率 ( 设 户 = 
10,P =Nnm .4a=0.0lcm'R=2cm,L=3cm， 
/= 0.02 kg。m ，S ). 
46 图 柱 形 转轴 长 为 2 cm. 直 径 为 4 cm. 它 和 轴 
套 之 间隙 宽 为 0.05 cm. 轴 的 转速 为 3600 周 /min. 缝 院 
中 润滑 油 的 香 性 系数 为 0.01 kg . m'。s!. 试 求 转轴 所 承受 的 摩擦 力矩 和 消耗 功率 . 


题 4.5 图 


7 vy 
, (8)-6 
ER YY 
1 
题 47 题 4.6 
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4.7 ”有 两 块 无 限 大 的 平行 平板 . 距 A. 板 加 充满 黏 性 系数 为 & 的 流体 ,其 中 

- 板 回 定 . 另 -- 板 在 自身 平面 内 以 恒定 速度 忆 运 动 . 板 面 温度 分 别 保持 为 Te 和 Ti, 板 

站 六 从 有 有 这 运动 方向 的 压强 梯度 G = 党 交 这 下 流体 的 巡 度 度 分 布 和 温度 分 布 , 并 作出 
速度 剂 南 多 和 温度 前 面 图 . 

4.8 ”两 个 同 轴 的 贺 术 面 之 间 充 满 舌 性 流体 .圆柱 半径 分 别 为 a 和 5b, 其 中 一 柱 面 
静止 . 男 一 杜 面 沿 轴 向 以 常 速 上 U 运动 , 求 柱 面 间 流 体 的 定常 速度 分 布 ,并 给 出 a,b 一 
.但 保持 a-b= 六 = 常数 时 的 极限 形式 ， 

4.9 在 县 有 等 截面 的 椭圆 形 下 管 内 充满 黏 性 流体 .让 流体 在 恒定 的 轴 向 压强 梯 
度 驱 动 下 作 定 党 运动 .假设 椭圆 的 长 短 轴 分 别 为 a 和 6b .压强 梯 度 为 G, 黏 性 系数 为 x、 
试 求 流体 的 速度 分 布 . 涡 量 分 布 和 管道 的 流体 通 量 . 

4.10 ”两 同 轴 圆柱 面 问 的 络 性 流体 在 压强 梯度 G 驱动 下 作 定 常 运动 ,内 外 柱 面 的 
半径 分 别 为 a 和 na. 试 证 单位 时 间 内 通过 环形 截面 的 流体 体积 大 

nC | (n*— 1)*1 
& = 村 Ln 1 Inn J 

4.11 一重 物 沿 坡 度 为 a 的 光滑 斜面 下 滑 , 重 物 与 斜面 的 间隙 为 SG, 接触 面积 为 
5S. 设 物体 的 质量 为 W . 间 孙 中 黏 性 流体 的 黏 滞 系数 为 4, 试 求 物 体 的 最 大 下 滑 速 度 . 

4.12 假 疫 外 力 场 无 旋 . 证 明 不 可 压缩 定常 符 性 流 满足 


w= (到 - (人 人 


此 中 gg=1plo=|ol, 多 是 外 力 场 的 位 势 , 广 S 是 沿 流 线 方向 的 导数 . 
4.13 证明 二 维 不 可 压缩 茜 性 流 满足 方程 


:9 (VV YY) 
(vv HV 


同心 辐 流 线 族 的 三 维 苦 性 流 , 证 明 流 隆 数 满足 扩散 方程 
2 _ (人 ‘yy, 1 oF) 
ot Br r or/” 


一 步 设 Y= /(7).7 = 一 -, 试 导出 了 所 满足 的 常 微分 方程 


4.15 两 无 限 大 平行 平板 相距 有 .其 中 一 板 固 定 , 一 板 在 其 自身 平面 内 作 平 移 简 
谱 振 动 ,速度 为 u(1) = uocoswt. 试 求 板 间 条 性 流体 的 运动 和 作用 在 每 块 平板 单位 面 
积 上 的 摩擦 力 . 

4.16 ”两 块 固定 的 无 限 大 平行 平板 ,相距 hh, 其 间 的 理性 流体 受到 一 个 简 谐 压强 
梯度 的 作用 


op _ ,, 
EN = Gcoswt. 
试 确 害 流体 的 速度 分 布 和 板 上 的 摩擦 力 . 


4.17 设 有 -- 固 体 小 球 ,在 重力 作用 下 铅 直下 降 .周围 流体 的 黏 性 系数 为 x. 球 和 
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流体 的 密度 分 别 为 o 和 P .小 球 的 半径 为 尺 : 求 小 球 的 最 终 下 降 速 度 4 ( 设 名 < 1) 


“4.18 ”一 固体 球 在 无 界 钮 性 流体 中 以 定 的 角速度 所 绕 某 “直径 转动 .已 知 2 


所 1. 其 中 R 是 球 的 半径 ,v 是 流体 的 运动 类 性 系数 . 试 确定 流体 的 运动 和 球 所 受到 的 
阻力 矩 ， 


第 5 章 
5.1 对 于 等 密度 e 的 流体 的 定常 二 维 无 猪 流动 . 试 让 朋 


p ge 
-一 + 十 元 = 请 数 ， 
TTI)+x= 常数 


其 中 FOY) 与 涡 量 w 的 关系 为 


w= FF (yy). 
流 函 数 .p 是 讨 强 .gq 速度 .x 为 体积 力 的 势 吗 数 ， 
5 2 对 于 等 密度 流体 的 定常 轴 对 称 无 黏 流 动 .证 明 


Pp 9 - -a 二 二 浊 
十 TF tx Fly) 洛 数 ， 
其 中 乡 是 斯 托 克 斯 流 函 数 . F(y) 和 0 方向 涡 量 分 量 w。 的 关系 为 
Wn 一 rr ‘(yy) . 
5.3 ”证明 对 于 旋转 参考 系 是 定常 流动 的 林 可 压缩 流体 . 们 努 利 方程 为 
的 ]  ，， ey 、 js 
5 + 至 +x 2 人 = 常数 ( 沿 相 对 流 线 ) 
其 中 0 是 旋转 参考 系 的 角速度 .ex 是 相对 运动 速度 .r 是 动 系 中 一 点 至 旋转 ; 畦 的 中 亢 ， 
5.4 试 证 明 相 对 于 旋转 参考 系 . 涡 量 为 神 政 的 衣 “ 维 流动 . 们 多利 方程 为 
7 2 2 下 Pi 
5 + San + (w+20)y = 常数 ， 


5.5 ”着 运动 坐标 系 以 角速度 Q 旋转 .以 速度 UU, 平 侈 .让 明 在 该 动 坐标 系 下 的 运 
动 方程 为 
dr 


) + oxet | (于 


9 
(3 di 


a ) "vjo=F- 沁 Ww. 
其 中 (年) = =- Us- 2 xr.r 是 在 动 坐 标 系 中 的 答 秋 .并 证 明 连 续 方程 为 
oF vio(F) j= 0. 


5.6 ， 试 证 有 出 在 动 坐标 系 中 , 涡 量 方程 为 


SEOxw+ (ov, “Vw = (@. Vv. 
其 中 v, = 一 人 Xr.Us 和 2 为 动 坐标 系 平移 速度 和 旋转 角速度 .0 = const. 
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5.7 证明 
二 | Vo“dV = jfew .Vv+vxwldV, 


并 导出 如 下 公式 
S|nvidA = |oan .vdA + Joviwav -| x wdV. 
其 中 区 是 寺 闭 表面 4 所 包围 的 体积 .应 用 上 述 结 果 . 求 出 流体 作用 在 物体 上 的 力 
5.8 证 明 在 不 可 压缩 无 旋 流 动 中 .流体 内 部 吧 六 总 是 正 的 .Wp 总 是 负 的 ,从 而 
证 明 在 流体 内 部 速度 不 能 有 最 大 值 .压力 不 能 有 最 小 值 . 假设 体积 力 有 势 ， 
5.9 ”如果 古 是 菜 一 随 流体 一 起 运动 的 封闭 回 线 上 的 速度 环 量 , 试 证 在 无 黏 . 体 积 
力 有 势 条 件 下 .有 


dr yall 
中 年 =od(p) 
2) dD = rds 
(2) di : TdS. 


其 中 了 是 温度 .s 是 炉 . 

5. 10 不 可 压缩 无 香 流 体 从 静止 开始 运动 .车流 体 密度 是 不 均匀 的 ,证 明 : 垂 直 于 
任 一 等 密度 面 的 涡 量 分 基 是 零 , 涡 线 将 位 于 什么 曲面 上 ? (提示: 在 等 密度 面 上 取 一 周 
线 . 并 对 它 应 用 开尔文 速度 环 量 定理 . ) 

5.11 在 有 旋 流 动 中 流 线 上 的 任 一 点 有 一 条 涡 线 通过 ,通过 流 线 上 所 有 点 的 涡 线 
构成 一 个 拉 姆 曲面 .对 寺 无 黏 不 可 压缩 或 无 黏 正 压 流 体 , 证 明 : 若 流动 由 静止 开始 ,等 
密度 面 或 等 箭 面 是 拉 姆 面 . 并 旦 在 拉 姆 面 上 对 于 定常 流动 ,不 管 流体 是 否 均 匀 , 伯 努 利 
方程 成 立 . 

5. 12 ”螺旋 蕙 定义 为 


H = a 。OdY 、 
证 明 ; 对 于 盛 茜 水 压 体积 力 有 势 的 流体 .如 果 在 边界 上 uw，w = 0. 则 及 是 个 时 间 的 不 


仿生 . 

5.13 给 出 无 旋 运 动 的 定义 .并 证 明 : 如 果 在 某 些 条 件 下 无 黏 流体 运动 是 无 旋 的 ， 
将 总 是 保持 无 旋 ; 如 果 每 个 流体 质点 受 到 一 个 与 其 速度 成 正比 的 阻力 的 作用 .该 结论 
也 成 立 . 

5.14 在 任意 半径 的 球 内 充满 不 可 上 讨 缩 流体 ,证 明 流 体 作 无 旋 运 动 时 的 总 动量 的 
主 天 通过 球 心 (提示 :对 球 心 的 动量 抢 为 零 ). 

5.15 在 一 个 回 定 在 空间 的 控制 面 4 包围 的 体积 Y 内 ,在 有 势 体积 力作 用 下 ,证 
明 不 可 上 庄 缩 无 放流 体 的 能 芋 变 化 率 为 


ot J ot An 
其 中 瑟 是 动能 和 体积 力 势 能 之 和 .nn 为 控制 面 的 单位 法 线 矢量 . 
5.16 水 柱 从 水 管 中 坚 让 下流 .若水 离开 管 口 时 速度 为 零 , 证 明 水 柱 在 空中 的 质 
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5. 17 


心 是 在 管 口 下 水 柱 173 长 处 . 


有 圆锥 形容 铸 高 为 有 .顶部 六 径 为 4. 底部 半径 为 a/ 有 .其 中 丰 满 水 .在 / 


= 0 时刻 打 开 底 面 让 水 流出 , 求 使 容器 中 水 降 至 h72 高 度 所 党 的 时 间 . 


6.1 


第 6 章 


己 知 流体 的 平 而 运动 中 . 流 线 方程 为 x + y= 常数 , 且 | 601= 关门 -试问 


(1) 是 否 满足 不 可 压缩 流动 的 连续 性 方程 ? 
(2) 于) = 疗 及 Cr) = 时 分 别 写 出 流 函 数 ， 
(3) 上 述 两 种 运动 是 否 有 势 . 若 是 求 出 速度 势 遇 数 . 


6.2 已 知 不 可 压缩 平面 运动 的 流 函 数 汪 = 3x*y 一 y. 证 明 ; 流 动 是 有 势 的 .引流 
场 中 任 -- 点 速度 大 小 只 与 该 点 钊 原点 的 距离 有 关 . 
6.3 不 可 讨 缩 平面 流动 的 流 国 数 为 风 = ae - 凡 ) .其 中 必 是 常数 ,证明 流动 有 


势 , 并 求 出 势 函数 . 


6.4 
6.5 


已 知 不 可 压缩 平面 无 旋 流 的 流 函 数 几 = 2x* TY 一 2 , 求 其 复 速 度 势 . 
已 知 复 速度 势 W(z) = A(sinkz +icoskz). 共 中 >z = x+ iy, A.k 显 常 数 . 


求 速度 势 和 流 函 数 . 


6.6 


不 可 压缩 平面 无 界 流 场 中 有 - 


对 等 强度 械 的 点 涡 , 方 向 相反 ,分别 放 在 
(0,h) 和 (0, 一 及 ) 处 .无 穷 远 米 流速 度 为 必 -0 
V .恰好 使 这 两 个 涡 停 留 不 动 . 求 流 线 


方程 . ~ 
6.7 如题 67 图 .O4.08 及 1/4 圆 一 
弧 构 成 固体 边界 ,在 A 和 0O 点 分 别 放置 强 (0,-h) 


度 相 等 的 源 和 汇 , 求 此 运动 的 复 速 度 势 .并 
证 明 从 4 点 发 出 的 同 x 轴 成 a 角 的 流 线 满 


题 6.6 图 


risin(a + 0) = usin(a — 0). 


其 中 w 为 半径 ,r 为 O 点 至 任 : -点 距离 .0 为 幅 角 . 


6.8 ”如 题 6.8 图 . 圆 内 4A 点 有 一 强度 为 g 的 源 .O 点 有 一 同 强度 的 汇 .OA = 广 试 
写 出 复 速 度 势 .并 证 明 作 用 在 圆 上 的 合力 为 


drogqf’ 


Y= 0. X= . 
2a (a— ff) 


6.9 在 不 可 压缩 流 中 . 若 流 场 中 满 量 大 小 和 方向 处 处 一 样 . 证 明 速 度 分 量 4 0. 
是 拉 普 拉 斯 方程 的 解 


6. 10 


处 有 -等 强 


如 题 6.10 图 .0 = (- 总: 赤 ) 的 角形 域内 在 = c.0 = w 点 处 有 一 源 .原点 
度 汇 . 试 求 流 函 数 ,并 证 明 y= 0 的 流 线 是 曲线 rsin3u = cssin30 的 一 部 分 . 
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题 6. 8 图 


6.11 如题 6. 11 图 虚 轴 是 固 壁 .在 距 虚 轴 c 处 有 一 强度 为 q 的 源 , 试 求 作用 在 固 
辟 00 = 21 段 上 的 流体 压力 . 


题 6.10 图 题 6. 11 图 


6.12 证 明 x&=-awyu= wx.w = -1 的 大 德 流 友基 可 能 的 . 试 求 出 流 函 数 和 流 
线 . 男 外 ,证 明 8 = 4inr 的 平面 流动 也 是 可 能 的 (r* = x* + 产 ), 其 流 孙 数 和 流 线 是 怎 
样 的 ? 试 比较 这 之 两 种 流动 . 

6.13 无界 流体 中 半径 为 a 的 圆柱 外 
点 处 有 一 强度 为 本 的 涡 ,c 放 a .证明 ;该 点 涡 
绕 圆 柱 作 等 速 赔 周 运 动 , 周 期 为 


a/2 
a 一 42 人 
一 | os T= 4 
~ He™ pl PE 
6.14 求 图 示 流 动 的 复 速 度 势 . 


6.15 ”证明 :一 对 强度 相等 方向 相反 的 

点 涡 对 称 地 放 在 半径 为 a 的 圆 内 , 当 点 涡 到 

偶 极 子 图 心 的 距离 为 waCV5- 2) :时 ,两 涡 保 持 静止 . 
6.16 ”如 题 6.16 图 , 求 点 涡 运 动 的 轨迹 . 


题 6.14 图 
6.17 求 流 场 复 速度 势 , 流 线 及 任意 一 点 P 
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的 流体 速度 . (a 是 距离 .4 是 强度 ) 


题 6.16 图 题 6. 17 图 


6.18 如题 6.18 图 . 求 复 速度 势 及 点 涡 运 动 轨迹 . 
6. 19 ”如题 6. 19 图 . 求 复 速度 势 及 点 涡 轨迹 . 


Pp 
<r 
NA/h 
题 6. 18 图 题 6. 19 图 


6.20 个 等 强度 点 潢 均匀 布置 在 卡 答 为 a 的 网 周 上 .证 明 所 有 涡 将 绕 圆 心 均匀 
地 运动 ,周期 为 sd 

6.21 ”半径 为 a 的 球 在 无 界 不 可 压缩 流体 

洛 x< 轴 加 速 运动 .无穷 远 处 流体 静止 .压强 为 " 
零 ,证 明 在 球 心 前 方 任 一 点 P 的 压力 为 

p= | 于 + - 所)|. 

6.22 半径 为 RR 的 圆 球 在 无 界 流体 中 消 x x 
轴 作 直线 运动 ,其 速度 为 局 .加 速度 为 a. 证 明 作 
用 在 圆 球 上 的 迎风 面 半 球 和 背风 面 半球 上 的 合 
力 分 别 为 


2 二 上 3 2 
PunxnR’ + I Ma BRMU”. 


P(x,y»,2) 


题 6. 21,6. 22 图 
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其 中 证 分 别 为 迎风 和 背风 半球 . 户 为 无 穷 丰 上 正 强 .NM 为 球 排 开 的 流体 质量 . 
6.23 设 流体 运动 由 以 下 速度 势 给 定 
人 三 cl (1 + 下 ) 十 和 1P, (cos0). 
其 中 ce 是 常数 .xr 和 0 是 球 坐 标 . 求 流 卫 数 . 
6.24 把 一 向 体 球 在 不 可 压缩 左 黏 流体 中 放 于 .以 压强 直接 积分 证 明 球 表面 上 合 
力 的 方 问 是 铅 直 的 .: 且 为 


1 dw 
和 2 +p Y 。 
2 dt 全 


其中 WW 是 球体 积 .w 为 铅 重 速度 .8 为 重力 加 速度 .下 向 上 为 下 . 

6.25 半径 分 别 为 < 和 的 辐 心 圆柱 体 (b 二 a) 之 间 充 满 不 可 不 缩 流体 . 若 在 菜 

-瞬时 内 柱 体 以 速度 上 涪 冬 直方 向 运动 . 求 该 瞬时 的 流 场 的 速度 势 9 和 流 滑 数 Y. 

6. 26 半径 分 别 为 & 和 bb 的 同心 图 球 (bp 下 a) 之 间 的 款 党 内 充满 不 可 压缩 流体 . 
入 某 一 瞬时 内 球 以 速度 上 运动 . 求 该 瞬时 流 场 的 速度 热 2 和 流 是 数 少 . 

6.27 椭圆 宠 体内 充满 不 可 压缩 流体 .以 0 等 角速度 旋转 . 求 图 示 位 置 时 的 速度 
执 2 和 流 函 数 少 . 

6.28 求 题 6.28 图 复 速度 势 . 


F=- 


和 


h 


题 6. 28 图 


6.29 流速 为 以 . 宽 为 严 的 定常 二 维 不 可 永 缩 射流 , 重 
直射 向 励 穷 长 平 击 , 求 速 度 图 平面 (@ 平面 ) 和 物理 平面 
(W 平面 ) 之 间 的 保 角 变换 ,并 用 参数 方程 (用 0) 表示 射流 
边界 . 


第 7 章 
7.1 将 坐标 系 取 为 随 --… 列 单 色 行 波 以 相 速 度 前 进 ， 
证 明 : 相 对 于 此 参考 系 .水 波 运动 为 一 定常 流动 , 写 出 此 种 
二 维和 定常 流 的 复 速度 势 w(z). 
题 6. 29 7.2 一 -狭长 水 池 攻 为 工 . 两 端 为 错 直 国 辟 .静止 时 水 
«498 ， 


深 为 疡 .如 果 在 水 面 上 产生 单 色 表 耐 波 . 试 求 出 各 种 可 能 的 波长 值 . 特 别 是 最 大 的 波长 
和 最 小 的 频率 .与 出 最 大 波长 下 单 色 波 的 复 速度 势 W(z.1). 

7.3 ”车 在 求解 深水 表面 波 的 质点 轨迹 方程 时 准确 到 二 阶 小 基 . 试 证 明 质 点 的 运 
动 轨迹 为 


Xx = de cos (kr 一 wi) + a wke™ i. 
zZ— Zz =- ae™ sin(kx, — wl). 
绘 出 质点 轨迹 的 示意 图 .说 明 所 得 结果 的 物理 意义 . 
7.4 ”证 明 对 于 平面 波 , 样 速度 上 U 与 相 速 度 c 之 间 存 在 如 下 一 般 关 系 
,dc 
U=c—-A dX 


7.5 试 导 出 kh 1 时 . 涟 波 的 近似 色散 关系 
C= gh+ (plah— Agh OO 
已 知 水 的 w 值 为 0.074 N/m. 试 求 在 满足 所 给 条 件 时 .能 最 好 地 消除 色散 效应 的 水 
深 卫 . 
7.6 ”有 上 下 两 层 液体 .它们 的 密度 和 厚度 分 别 为 (Pe.h) 和 (Cp. 有 ) .流体 的 顶部 
和 底部 都 以 固体 平板 为 边界 . 如果 在 两 层 液体 的 交界 面 上 产生 小 幅 的 重力 波 , 当 略 去 
表面 张力 时 .证明 


2 kg(Pp -1’) 

pecoth(kh) + Pcoth( kh’): 
若 4 之 有 hh . 册 种 液体 界 而 上 的 波 速 比 白 由 画 上 的 波 速 小 多 少 ( 对 同一 波 氏 )? 

7.7 “ 若 上 题 中 的 上 层 流 体 相 对 于 下 层 流体 以 速度 U 作 等 速水 平 运 动 . 旦 和 所 不 ， 
hh , 试 写 出 界面 上 重力 波 的 色散 关系 式 . 

7.8 ”如果 其 层 流体 界面 上 的 单 色 波 满足 条 件 :4 之 但 ~~ .其 他 条 件 同 7.6 
题 .证 明 可 能 有 两 种 界面 重力 波 . 其 色散 关系 分 别 为 

, , )— 0 
ww 二 ek 和 人 ”一 ek Feo Eo i 二 pp” 
“7.9 如果 上 层 流 体 相 对 于 下 层 流 体 以 速度 U 运动 .有 旦 界面 上 的 表面 张力 不 可 忽 
略 , 其 他 条 件 同 7.6 题 , 坛 导出 下 列 色散 关系 
pe*coth( kn) + OU ecoth(kh’) = ak + ge 元 , 


其 中 ec 是 波 的 相 速 度 .a 为 表面 姜 力 系数 . 
7.10 设 一 而 旗帜 在 空气 中 以 速度 凡 高 举 前 进 , 空 气 本 来 处 于 静止 .证 明 : 妆 旗帜 
以 正弦 波 方式 飘动 时 .其 波长 和 波 速 之 间 满 足下 列 关 系 
mc*— Q 十 CU —c) = 0. 
其 中 a 是 旗帜 的 表面 张力 系数 ,mm 是 旋 巾 单位 面积 的 质量 .P 是 空气 的 密度 . 


第 8 章 
8.1 试 推导 黏 性 可 压缩 流体 的 涡 量 动力 学 方程 .假设 第 一 .第 二 黏 性 系数 均 为 


[a 
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8.2 一 个 运动 坐标 系 以 常 速度 U 和 常 角速度 Q 相对 于 静止 的 绝对 坐标 系 运动 ， 
试 写 出 在 运动 坐标 系 中 的 涡 量 动力 学 方程 .假设 流体 是 茜 性 ,不 可 压缩 正 压 流体 . 

8.3 在 一 封闭 圆柱 内 ,不 可 压缩 流体 在 外 力作 用 下 .从 静止 开始 绕 z 轴 作 旋转 运 
晤 . 厅 外 力 户 = (gx + By.yx + Oy.0).(a.B.Y.6 为 常数 ), 试 写 出 其 运动 方程 .并 证 明 
流体 的 旋转 角速度 w 满足 下 列 关 系 

ee = (7 — BB). 

8.4 判断 下 列 情 形 下 会 不 会 产生 旋涡 : 

(a) 一 棚 水 .下 面 为 盐水 ,上 面 为 淡水 . 桶 从 静止 向 上 作 加 速 运 动 ; 

(b) 一 长 水 模 、 下 层 加 盐水 ， 上 层 为 淡水 ,在 水 酸 一 端 用 一 直立 平板 推动 流体 运动 . 

8.5 Oseen 涡 的 速度 分 布 为 


_T 六 
“一 Zi 1 exp (3 4vt ) |. 


其 中 已 为 常数 . 求 该 流动 的 涡 量 分 布 . 沿 7r = R 圆周 的 环 异 ,以 及 通过 全 平面 的 涡 通 
其 ,并 讨论 涡 量 w 和 环 量 栈 随 r 和 上 的 变化 规律 . 

8.6 ”计算 Oseen 旋涡 的 压强 分 布 . 

8.7 ”考虑 理想 流体 的 绝热 运动 , 设 十 前 方 来 流 条 件 是 均匀 的 ,证 明 在 定常 情 开 
下 .有 


D/w 0 u 
所 ( 阁 )= 0 A 
因此 .对 二 维 流动 ， 
疗 = 常数 ( 沿 流 线 ). 
8.8 黏 性 流体 中 .一 个 强度 为 卫 的 简单 直线 旋涡 .在 上 = 0 时 刻 沿 z 轴 产生 . 求 出 
上 时刻 1 离 z 御 的 让 融 为 7 的 任意 流体 质点 的 速度 .如 果 一 中 心 在 z 轴 的 圆 向 外 膨胀 ,以 
致 它 包 围 的 涡 量 不 变 , 试 确定 出 的 面积 随时 间 的 变化 规律 . 


8.9 在 xy 平面 有 一 以 直线 y = 土 c 为 界 的 区 域 . 在 这 区 域内 由 于 坐标 原点 有 
一 旋涡 而 引起 流体 的 二 维 运动 . 证 明 该 流动 的 流 函 数 为 
» = le(1T + 1) 


其 中 = cos( 2 )sech (加 ). 


8.10 ”假定 在 半径 为 a 的 圆柱 内 部 或 外 部 、 在 离 贺 柱 轴 线 同 样 距离 的 地 方 , 放 有 
强度 相同 .但 旋 转 方向 相反 的 一 对 直线 涡 ， 证 明 每 一 直线 涡 运 动 所 描述 的 方程 为 
(rr — a) (risin0— b*) = 4a’b’r’sin’0, 
其 中 bp 是 常数 . 
8.11 ”二 条 强度 为 m 的 直线 涡 对 称 地 放 在 半径 为 & 的 立柱 内 ,并 日 经 过 边 长 为 
V34b 的 等 边 王 角形 由 三 个 顶点 . 如 果 除 去 这 些 旋涡 所 产生 的 环 量 外 在 流体 中 没有 坏 量 ， 
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证 明 这 些 涡 线 将 以 角速度 


m ( a + 258 ) 

bas—pbs 
绕 圆 柱 轴线 转动 . 

8.12 ”在 无 界 流体 中 有 一 彼此 相距 为 a 的 无 穷 点 涡 列 , 每 一 点 涡 的 强度 为 «, 但 符 
号 交替 变化 ,假定 坐标 原点 和 其 中 一 个 正 强 度 旋涡 重合 ,证 明 流 动 复位 势 为 
W = ixlg (tg 2). 
eh 在 此 流动 中 涡 列 是 2 人 点 涡 的 横 截 面积 近似 为 半径 等 于 ea 的 
到 ,其 中 。 是 无 穷 小 量 ,证明 在 相 邻 两 旋涡 之 间 的 流体 流量 近似 地 等 于 2xlg(2/xe). 


“8. 13 在 天界 六 休 中 有 。 问 隐 为 a 沿 x 轴 均匀 分 布 的 ,强度 为 «的 直线 旋涡 的 无 
穷 涡 列 ,证 明 流 函数 为 


p=— | g(cosh SY ~ cos a). 
a 


假定 强度 为 -x 的 第 一 条 无 穷 涡 列 是 第 一 条 涡 列 作 平移 得 到 的 ,其 位 置 为 
X= Aa, y=— Ha . 


证 明 这 两 条 涡 列 的 速度 


nxk (Sosbh2nt 十 COS2XA ) “ 
a Cosh2rA — COS2TA 


在 和 涡 列 成 9 角 的 方向 运动 ,并 且 


Sin2xA 
Sinh2rA 
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9.1 下 列 速 度 分 布 中 哪 一 个 满足 平板 边界 层 流 动 的 边界 条 件 (a)e”. 
(pecs 一 及 ,0(d)27 一 六,(e) 以 上 无 一 正确 ,其 中 7 = y/6. 

9.2 “对 于 平板 边界 层 的 布 拉 修 斯 流动 ,证 明 ; 

(a) 对 应 于 y = 6” 的 了 值 近似 等 于 1.22; 

(b) 9 /6 和 9/6 是 常数 ; 

(c) 当 x 一 0 时 , 流 线 具 有 形式 ~ U, 一 PC201D 2 


Cd) Urdo/dx = v( 人 PE) 


9.3 ”证 明 布 拉 修 斯 解 中 是 y 的 单调 递增 函数 , 当 y 一 = 时 , 它 趋 于 极限 
(5 = 0.8604U/ VRe.. 


tg0 = 


这 表明 在 规定 边界 条 件 (9. 1. 19) 时 ,关于 边界 层 外 缘 处 的 垂直 速度 是 不 能 作 什么 规定 
的 . 


9.4 ”对 于 布 拉 修 斯 解 ,证 明 wRe.*/AU 作为 7 的 函数 的 图 形 有 一 拐点 .并 求 出 拐点 
的 大 化 位 置 . 
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9.5 在 布 拉 修 斯 解 中 证 明 动 其 厚度 9 是 2/(O)xRe; 
9.6 在 布 拉 修 斯 解 中 计算 能 量 厚度 0 . 
9.7 将 了 = yy/ 性 CvU01 /四 代入 定常 流 时 的 方程 (9.1.17), 试 证 n= 方 


和 1 的 微分 方程 中 x 各» 均 不 明显 出 现 的 条 件 . 
9.8 一半 无 穷 长 平板 .平行 地 放 在 来 流 为 30 mis 的 气流 中 , 试 计算 距离 前 缘 为 1 
5 处 边 1 界 屋 的 厚度 .表面 摩擦 力 和 边界 层 外 缘 处 的 重 友 速度 分 基 . 
9.9 ”证明 对 于 均匀 抽 吸 的 零 攻 角 平 板 边 界 屋 . 动 时 方程 的 一 个 特 解 为 
U 
U 
其 中 避 为 抽 吸 速度 , 灌 平 板 不 变 . 斌 证明: 对 于 目 述 速度 前 面 ,位 移 厚 度 为 wm、 去 面 
床 撤 岂 和 on 这 才 明 通过 允 了 吾 拓 吸 流 体 可 以 胃 止 边界 层 增 原 
9. 10 在 零 床 力 梯 度 条 件 下 ,壁面 附近 边界 屋 有 如 下 形式 的 速度 分 布 


= 1 exp(— vv). 1 二 一 


1 = y+ 
利用 此 处 所 给 出 的 线性 规律 作 人 - 阶 近似 . 试 写 出 边界 层 方程 . 
9.11 和 零 攻 其 平 板 边 办 层 的 速度 分 布 假 变 为 
困 = sin 到 
利 趾 汞 避 各 分 方程 证 有 明 
2 2 六 
9 4-—xU 


9.12 上 题 中 .证 明 长 度 为 上 的 平板 两面 所 受 的 阻力 等 于 
_ 1.310pU*L 
En 
也 
9.13 ”对 于 三 维 定常 流 ,利用 冯 。 米 金 斯 (von Miss) 变换 


E =x, 7 =— p(x. vy) = uCx. wdy. 
证 明 边 界 层 方程 可 化 为 如 下 形式 

dE or 

9.14 “对 于 相应 于 LU = ex” 的 相似 解 . 让 明 壁 面 茧 切 应 力 为 


[rm Da Re Re = 2. 


Z=-U*+u’. 


vy 
将 此 结果 应 用 于 c >0.m > 言情 形 .证 明 :从 < = 0 到 x = 7 宽度 为 b 的 一 段 壁 面 
上 的 阻力 系数 是 


li2 
cp = 41"(0)(3m+1) | 训 (m + D | pl/ Re!’. 
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9.15 试 比 较 先 通过 闭 上 讨 梯 度 后 通过 顺 压 梯度 的 边界 层 与 从 前 缘起 一 直 是 顺 讨 
的 边界 层 . 在 每 种 情形 下 .速度 分 布 中 有 和 多少 个 拐点 . 


梯度 
9.16 ” 假 没 边界 层 内 定常 流速 虚 分 布 为 
人 
U 0 
证 明 动 量 积分 方程 委 成 
其 解 为 
AN2 一 12 9 
0 一 yl 1 U dx 


假设 U = 常数 . 则 
y 


~ 12vx ， ~ rv ~ ， 
9 = A/ 0.577 让 : Co = 1.154 2- 
第 10 章 


10.1 车 符 恕 《。》= 也. (odV 表示 体积 平均 .以 E(1) 
能 量 . 不 证 明 
DYXD |). 


这 时 扰动 不 会 从 基本 流 中 获得 


= 六 (| v' |) 表示 所 论 


体积 中 单位 质量 流体 的 平均 扰动 
守 二 一 Cv’ . Vu 

所 扰 动 是 无 旋 的 .证 明 dE/drt = 0. 
v .0) 的 涡 量 


10.2 承 上 题 . 广 
u(y) .证明 无 限 小 扰动 Co .5 


能 基 而 加 强 . 
10.3 奋 基 本 流 U= (uu.0,0)Hu = 
oo 满足 方程 
Go Do 7 日 UU 1 ) 
a or Ra 
上 式 各 量 已 无 基 纲 化 . 
10.4 。 戎 上 题 .引入 扰动 流 函 数 几 .使 W = 外，w = 咒 . 当 该 拓 动 具有 形式 
yp = PV er 
时 .由 小 扰动 涡 量 方程 导出 奥 尔 - 索 米 非 尔 德 方程 
1 人 一 20202 十 a! 9). 


(CC ~ a pF) up = Re'” 
下 恩 8” 遍 浅 Rayleigh 方 程式 (10. 3. 16a) 各 项 .再 从 zi 到 z, 积 


10.5 ”用 #$ 的 复 间 


证 明 
， f U 史上 | _ 
IU-e Ed 0: 
503， 
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bc 


从 而 得 到 Rayleigh 拐点 定理 
10.6 “求证 式 (10. 3. 18). 
.7 求证 式 (10.3. 19)， 
.8 证明: 如 果 LUz ) = c.U' 关 0.LU”1$ | 站 关 0. 则 
cu |g LO | $1. 
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,I 1 

2 7 2 2 可 过 一 人 GR i 0 

| 已 -ce UY(z— ZZ.) + ei eC 
及 
mpm | GU LS, |] 
er | Ue | U 
10.9 已 知 他 = 一 (1 一 Rdl- co 证 明 : 对 于 尺 >0.U = 0 是 一 个 稳定 的 

定常 解 .还 存在 其 他 定常 解 吗 ?对 于 什么 R 值 它们 是 稳定 的 ? 画 出 分 又 示意 图 . 


第 11 章 
11.1 从 油 流 平均 流 运动 方程 (11.2.10) 出 发 .用 类 似 于 式 (9.4.2) 的 推导 方法 ， 
扒 导 注 流 动作 积分 方程 .并 证 明 动 量 积分 方程 (9. 4.2) 对 滑 流 也 是 适用 的 . 


,17 
11.2 漠 流 平板 边界 屋 的 速度 分 布 可 假定 为 大 = 【 售 ) ,壁面 摩擦 力 为 六 = 
1 1 


了 可 
0.0225(5- ) .利用 动量 积分 方程 .证 明 
1 
© = 0.37Rens， 


局 部 摩擦 阻力 系数 为 
cr = 0.0592Rew®, 
长 上 单位 宽 平 板 的 半 均 摩擦 阻力 系数 ( 单 面 ) 为 
cn = 0.072Rer'®. 
11.3 如 果 轴 对 称 射流 的 速度 尺度 和 长 度 尺 度 具 有 以 下 形式 
Ma CC X”, lI cc x". 
则 对 于 (1) 层 流 和 (2) 清流 ,mm 和 nn 的 值 如 何 ? 

11.4 ， 试 对 于 (1) 两 同心 圆柱 以 相同 的 角速度 同 向 旋转 ,(2) 一 个 单独 圆柱 在 无 界 
流体 中 旋转 这 两 种 特殊 情形 写 出 旋转 考 艾 特 流动 中 的 速度 分 布 .并 从 而 证 明 , 按 昭 无 
条 稳定 性 准则 ( 瑞 利 准则 ) ,前 者 是 稳定 的 而 后 者 是 中 性 稳定 的 . 

试 说明 瑞 利 准 则 可 重新 被 曾 述 为 :如果 涡 量 与 流体 角速度 的 符号 相反 ,运动 就 是 
不 稳定 的 . 

11.5 一 零 计 梯度 湾流 边界 层 ( 了 = 0.6) ,雷诺 数 是 Re = xs/ = 1000, 光 滑 壁 
面 (有 = 5.0). 则 Re = U6/y 是 多 少 ? 如 果 6 是 5 cm. 问 对 数 律 区 开始 和 结束 的 距离 y 
近似 为 多 少 ?” 若 Re，= a., 6/v = 3000. 上 述 情 形 又 是 如 何 ? 

11.6 《1 在 式 (11.3.9) 中, 设 r = ,1 = ky, 试 推导 对 数 律 公 式 (11.5.10). 
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边界 条 件 取 y* = 30 时 心 = 14,K 取 0.4,r 壁面 应 力 . 


(2) 在 式 (11.3.22) 中 . 取 zr，= ri: 试 推导 速度 亏损 律 公 式 (11.5. 11) ,边界 条 件 取 
y= OHWH,.u = UV- 2.35u.. 
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12.1 将 可 压缩 气体 等 精 流 关系 
0 一 1 AN 
亲 二 (1 十 TM ) 

展开 成 Wf 的 老 级 数 . 问 级 数 在 什么 条 件 下 收敛 ?证 明 若 取 展 开 式 的 前 两 项 时 就 是 不 可 
压缩 流体 的 能 基 方 程 .在 M 为 0.3.0.5 和 1.0 三 种 情形 下 .分 别 计算 p,/p 的 精确 值 和 
近似 值 以 及 相对 误差 , 试 分 析 计 算 结 果 . 

12.2 飞机 以 速度 ”= 300 mys 在 海平 面 .5 km 和 10 km 三 个 高 度 飞 行 时 ,M 数 
各 是 多 大 ? 

12.3 ” 试 证 平面 声波 是 纵波 . 

12.4 ”证 明 在 以 速度 4 运动 的 介质 中 .小 扰动 (平面 单 色 波 ) 波 频 w 与 波 矢 量 天 的 


w= ckt+u*k. 

12.5 ”两 股 质 其 流 量 相等 的 空气 射流 在 进入 一 个 大 容器 前 充分 混合 .一 股 射流 为 
400 K 和 100 m/s. 另 一 股 是 200 K 和 300 mis. 在 没有 加 热 或 没有 做 功 的 情形 下 , 试 证 
容器 内 空气 温度 为 324. 9 K. 

12.6 空气 从 一 容器 流出 :经 不 可 道 绝热 过 程 流入 第 二 个 容器 ,第 二 个 容器 的 空 
气 庄 强 是 第 一 个 的 一 半 . 试 证 两 容器 之 间 的 精 相 差 198. 92 N . m kg'». K''. 

12.7 管内 有 压强 为 2 atm, 温 度 为 290 K 的 空气 , 若 一 端 突然 与 大 气 (1 atm) 接 
通 , 试 问 空气 吐出 管 口 的 速度 为 多 少 ? 

12.8 ”证 明 在 完全 气体 假设 下 正 激 波 前 后 的 普 朗 特 关系 式 

UV = C4, 

其 中 wm yo,c， 分 别 为 激 波 前 后 流速 和 临界 声速 . 

12.9 ” 激 波 强度 是 以 (Cp; - p1)/pi 之 比 来 衡量 的 . 证 明 在 正 激 波 中 激 波 强度 与 
Mi? 一 1 成 正比 .而 在 弱 激 波 中 密度 的 相对 增 量 近似 地 与 激 波 强度 成 正比 . 

12.10 平面 激 波 从 与 它 平 行 的 固 壁 反射 回来 , 试 证 明 反射 波 后 面 的 气体 压强 由 

PP (3r-o-1)p— (r-1)p, 
Pz (Fr—1)ps+ (r+ Dp 
12.11 ， 试 证 明 拉 伐 尔 喷 管 中 气体 质量 流 率 的 上 界 是 
2 十 
Cn = Vv YPpupo (和 ) 去 二 区 Am 、 

其 中 4 是 喉 部 面积 . 

12.12 ” 试 证 明 反 伐 尔 喷 管 达到 临界 状态 时 . 喉 部 气流 速度 的 轴 向 梯度 为 
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du 1 27RT /LAYy!: 
(3). Ty+1N nA, (3) “ 
其 中 气体 分 子 量 .R 气体 普 适 常数 ,下 标 * 代表 喉 部 位 置 . 


12. 13 一 -无 各 有 热传导 的 气体 静止 态 为 ba Oo .了 了 70,Q au 证明: 对 于 小 
扰动 (声波 ) .存在 扰动 速度 势 2 满足 


aT al us 人 0 
(7Y 一 1)c， Bt 二 Vg 了 3 
及 
,oT _ 水 2 
cr 村 0, VT-asVYy, 
其 中 大 是 热传导 系数 ,cr 和 ec, 是 等 压 和 等 容 比 热 . 推导 
oO” CU k 2 0p 9 2 2 、 op 上 
(等 (大 9) (等 aiv) (ce, )=0. 
12.14 ”活塞 在 等 截面 管 中 以 速度 Ut 左 行 (+t > 0 时 ), 证 明 活 塞 右 边 的 气体 速 
度 为 


Y+1 


Yu = ° + 


1 

[a+ 号 

如 果 活 塞 以 U 速度 右 行 .证 明 活塞 右 方 气体 中 在 [7 人生 时 间 后 将 形成 激 波 ， 
12.15 ” 试 推导 如 下 方程 


= (uo uw 


2 1.2 
Ur) -2 + | . 


uu 一 CC 
Bi]CF+1) 一 ao 二 CC 
利用 无 量 纲 参数 wi = u/c ,ui = yc 和 也 = 避 /c 天 出 上 述 方程 的 图 形 称 为 
激 波 极 线 . 一 条 折 转 角 为 6 的 射线 交 线 于 A,B 和 C 点 ,解释 这 三 点 的 意义 ;最 大 折 转 角 
Omx 如 何 随 uy 变化 ? 
12.16 “在 翼 型 绕 流 中 ,局 部 声速 点 最 先 出 现在 翼 型 上 的 最 小 压力 点 . 试 证 明 临 界 


压力 系数 是 
2 全 ,7-1,y: 加 2 
ci = | (到 ) 1 + 2 CM:.) | -1) /Sm.. 
M ,为 临界 来 流 M 数 . 
12.17 ”完全 气体 作 定 常 绝 热流 动 , 已 知 一 条 流 线 上 两 点 有 相同 静 压 ,但 ， 
等 , 试 证 其 速度 关系 为 


2 


pa Vi 
中] (2) 


12. 18 ”如 图 示 辟 型 在 攻 和 角 4 时 低速 风 洞 实验 得 出 升力 系数 为 0.8, 利 用 法 则 求 
M。= 0.6 时 渗 型 升力 系数 . 
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=0.04 
c {ui 
Qa =4° 
当 度 _ 
=0.02 
Cc ff 
C, 41 =0.8 


题 12. 18 图 
12. 19 ”空气 流 过 一 喷 管 ,在 扩散 段 某 截面 处 产生 -: 道 正 激 波 . 已 知 喉 部 截面 各 
4 =0.1m'. 激 波 所 在 处 截面 积 4， = 0.2 my ,出 口 截面 4. = 0.25 qm .上 游 总 床 P， 


= 10 atm, 总 温 T。= 500 K, 试 求 激 波 后 以 及 出 口 截面 的 马赫 数 , 静 压 和 总 压 . 并 求 出 
质量 通 量 G. 


12.20 ”超声 速 气流 M， = 1.5, 绕 15” 弧 脱 胀 , 求 M; ,hh,/h. 


题 12. 19 图 


题 12. 20 图 
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